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摘'要!通过合理简化模型!将不同模量弹性理论中定义在主坐标系下的本构关系重新建立在

普通坐标系下!进行拉压分区!从而推导了考虑自重且顶部有水平推力的不同模量弯压柱近似弹性

力学解答!并由横截面上正应力为零判定了中性层的形状和位置$ 研究表明&材料的不同模量以及

剪应力的大小和方向对中性层的位置和形状具有一定影响$
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''工程结构广泛存在着材料的不同模量弹性力学

问题%材料具有拉压不同模量的弹性力学问题本质

上是非线性问题*"+

' 由苏联学者阿姆巴尔楚米扬在

)* 世纪 +* 年代创立的不同模量弹性理论*)+

%突破

了传统理论关于弹性模量单一性的定义%提出了弹

性模量不仅与材料的自身性质有关%而且取决于结

构各点的应力状态%即弹性模量与结构的材料,形

状,边界条件以及外荷载有关%是诸多因素所导致的

非线性力学行为'

由于这一理论将其本构关系建立在主方向上%

由主应力的正负判定柔度系数的选取%因此使得普

通坐标系下的广义弹性定律出现了与主应力及其方

向余弦相关的非线性项%求解困难' 研究者们对不

同模量问题的解析法研究%一般都是引入某些假设

以简化模型来获得解析解*!>M+

' 姚文娟等用流动坐

标系及分段积分法导出了复合荷载作用下弯压柱的

解析解*?>B+

&姚文娟等对结构进行中性层判定的基础

上%处理了平面复杂应力状态下的横力弯曲梁问

题*A+

' 以上研究中的推导均利用微段隔离体平衡的

传统模式%过程较为复杂' 何晓婷等利用等效截面

法简便获得了以上两类问题的解答*++

' 然而上述研

究均在平截面假设以及假定剪应力对中性层位置无
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影响的情况下得出的%基本求解方法仍局限在材料

力学体系下' 何晓婷等利用中性层处的应力连续条

件求解了不同模量简支梁均布荷载下的近似弹性力

学解%分析了平截面假设和不同模量带来的影响%将

解析解的适用范围延伸到深梁的情形%但仍假设剪

应力对中性层位置无贡献*E+

' 笔者以顶部有水平推

力#即剪力存在$和自重作用下的弯压柱为研究对

象%通过合理简化模型进行拉压分区%在中性层未定

的情况下找到了近似弹性力学解答%分析了剪应力

和材料不同模量对中性层的影响'

"'应力分量

设有矩形截面的不同模量弯压柱%顶部有压力.

#作用在截面中心$%弯矩-以及水平集中力#作用%

体力8
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*̀%取单位宽度的柱为考查对象' 由

于考虑了材料的不同模量%使得仅在顶部弯矩-作用

下的拉压分界点不再位于 A,) 处%顶部横截面受拉受

压区的高度分别为 A

"

和 A

)

%同时将坐标原点建立在

这一分界点上%如图 " 所示' 当压力.移至 A

"

和 A

)

分界处时%其大小不变%但由于静力等效柱顶所受弯

矩应修正为-b.#A,) aA

"

$' 设想在压力以及自重

的作用下%顶部的这一拉压分界点呈不断往左偏移的

趋势%在到达柱底之前是否偏移出柱的截面之外%取

决于弯矩,压力及自重之间的相对大小' 现以未知的

中性层为界%将截面分为两个区域%左面受拉右面受

压%在这两个区域分别求解应力分量'

图 "'弯压柱计算简图

采用半逆解法*"*+

%由边界条件及外力情况假设

+

?

*̀%利用应力函数与应力分量之间的关系得到应

力函数表达式
.
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程
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.
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' 上述过程对拉压区

完全一样%因此可求得拉压区的应力分量表达式为
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表示应力分量%O%D%:%E%T

为待定常数%带b号的表示与受拉区有关的量%带a

号的则表示与受压区有关的量' 确定拉压区的待定

常数时%不仅要借用原来已有的边界条件%还要用到

未知中性层处的应力连续条件%这与均布荷载作用

下不同模量简支梁求解时基本思想一致*A+

'

首先%在受拉区有两个主要的应力边界条件%即
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第 " 个边界条件自动满足%将式#"$代入第 ) 个条件

可得
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同理%在受压区也有 ) 个主要的应力边界条件%即
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将式#)$代入第 ) 个边界条件可得
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在柱顶部及 6̀ * 处运用圣维南原理有#弯矩 -有

修正项$
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现在%式#M$,#B$ a#E$共 ? 个条件不足以确定 "*

个待定常数%需用到中性层处的应力连续条件' 由

于中性层的位置和形状未知%只能利用中性层上的

某些特殊点满足一定的应力条件来找到待定常数之

间的关系'

中性层与柱顶交界处的中性点上%弯矩-,水平

推力#和自重都不会产生竖直方向的正应力%仅有

压力.产生%即

6$*%?$*%

+
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$%.,A% #"*$

将其代入式#"$#)$的第 " 式%可得

T

'

$T

%
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.
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' #""$

再来考察剪应力%由式#"$ #)$的第 ! 式看%剪应力

仅与?有关%在?方向呈抛物线形式变化%在柱的左
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右边缘最小%在柱的中部达到最大' 因此可认为抛

物线的顶点位于6轴上%即有
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端部的边界条件式#E$没有用到%将已确定的待定常数

代入其中%自动满足' 应力分量的最终表达式为
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À

)

`

A

)

%以上解答回归到同模量弯压柱的
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因而也从侧面验证了求解过程的正确性'

)'位移分量

由平面应力状态下的拉压区的物理方程和几何

方程有
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同理%利用式#"E$得到受压区的位移分量表达式
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*!#9
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a6

)

$?b#) b

"

a

$?

!
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#

\
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a
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a6
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a

"

a

?

)
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A
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)
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A
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A
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`
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A

)

)

A
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!
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"
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?

)

a9

)
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!

+ b
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)
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上式#!"$#!)$在 A

"

À

)

`

A

)

时能回退到同模量情

形下的表达式'

!'中性层的判定

在式#"+$#"E$中令
+

6

*̀ 得到中性层的方程

拉区)

!#

AA

)

"

6?b

!-

AA

)

"

?b

.

A

b

#

\6̀ *& #!!$

压区)

!#

AA

)

)

6?b

!-

AA

)

)

?b

.

A

b

#

\6̀ *' #!M$

式#!!$#!M$在同模量情况下#即令 A

"

À

)

`

A

)

$简

化为

%

")#

A

!

6?%

")-

A

!

?%

.

A

%

#

\6$* #!?$

可以看出%不管对于单一模量问题还是拉压不同模

量问题%顶部集中力 #的存在即剪应力参与了中性

层的确定' 由式#!!$#!M$知%拉压区确定的中性层

仅仅是 A

"

%A

)

的不同造成的' A

"

%A

)

是纯弯情况下

拉压区的截面高度%其大小为

A

"

$

槡1

" 槡' 1

A%A

)

$

"

" 槡' 1

A ' #!B$

其中%1 5̀

a

,5

b为模量比值%A 为截面高度' 中性

层除了与外部荷载有关%就仅仅与截面高度和模量

比有关' 当 1

'

",1时%A

"

'

A

)

%也就是说模量比为 1

情形下受拉确定的中性层恰好为模量比为 ",1 情形

下受压确定的中性层'

M'算例与结论

假设现有混凝土构成的矩形弯压柱%截面高

*!B H%柱高 M&? H' 顶部所受的荷载分别是)压力

. )̀"* Z(%弯矩- )̀BM Z(.H以及向右的水平集

中力 # ?̀* Z(%柱的自重
#

\ )̀? Z(NH

!

%如图 " 所

示' 考虑不同模量时取 1 "̀%)%!%M 计算%同时考虑

水平集中力#向左的情形#即取为a#$%画出中性层

曲线如图 )和 !所示' 有如下结论)

"$从解析表达式看%弯压柱中性层是一条中心

不在原点的双曲线&从图形看这一特征是比较明显

的%尤其是水平集中力向左的情形#如图 !$'

)$拉压模量相等时即 1 "̀ 情形下的中性层%位

于拉区和压区应力分量所确定的中性层之间'

!$尽管由
+

b

6

*̀%

+

a

6

*̀ 确定的拉压中性层没

有完全重合%但是二者的差别有时较小' 对于 #向

右##n*$的情形%拉压区中性层的差别几乎是等间

距变化%曲线较为平缓%最大差别在柱顶部%1 )̀%!%

M 时%拉压区中性层的差值与截面高度之比分别为

)!A)@%M!)B@%?!!*@%这一误差在工程计算时可

以不予考虑&对于 #向左##l*$的情形%拉压区中

性层的曲线较为陡峭%尤其是在柱的底部%中性层实

际已偏离出柱截面之外%在距柱顶 M H处%1 )̀%!%M

时%中性层的相对误差分别为 "M!ME@%))!B"@%

)+!"!@%与#n* 的情形相比%误差较大' 可见柱顶

部水平集中力的方向会影响中性层的偏差%同时模

量相差越大%误差越大'

M$考虑水平集中力 #的存在实质是考虑了剪
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应力对中性层的影响%分#n* 和 #l* 两种情形是

考虑了剪应力的方向对中性层的影响%可见中性层

的形状和位置不仅取决于外部荷载以及截面尺寸%

同时还取决于剪应力的大小方向和拉压不同模量之

间的相对比值'

图 )'弯压柱的中性层 "#向右#

图 !'弯压柱的中性层 "#向左#
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