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要!基于对称和反对称问题中应力和位移分量满足的必要条件!分析了主方向上应力状态

的对称和反对称特点!并用算例加以验证$研究表明材料的非线性导致拉压不同模量弹性结构的

主应力的反对称性改变而对称性仍旧保持%同时!将复杂问题分解为对称和反对称问题并通过叠加

原理获得解答的方法也会失效$由于不同模量弹性理论将其本构关系建立在主方向上!因此基于

主方向的应力状态分析是研究的关键$
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工程材料都在不同程度上表现出拉压不同的弹

性性质#比如陶瓷)塑料)石墨)钢筋混凝土以及复合

材料等$具有拉压不同模量非线性特性的材料统称

为双模量材料'

"!)

(

$对于双模量材料#研究中首先解

决的是材料宏观力学模型的构建问题#主要有两种

材料模型应用较为广泛$一种是
V9.;

于
"B##

年提

出的以纤维纵向应变的正负为准则的模型'

!!@

(

#这一

模型后多用于复合材料叠层结构的研究$另一种是

以主应力的正负为判据的模型111苏联学者阿姆巴

尔楚米扬在
)*

世纪
+*

年代创立的不同模量弹性理

论'

>

(

#笔者的研究工作正是基于这一模型$该模型

突破了传统理论关于弹性模量单一性的定义#提出

了弹性模量不再是一个常量#而是随着结构各点的

应力状态不同而取不同的弹性模量值$由于该材料

模型将其本构关系建立在主方向上#由主应力的正

负判定柔度系数的选取#因此使得普通坐标系下的

广义弹性定律出现了与主应力及其方向余弦相关的

非线性项#求解困难'

Q!#

(

$学者们对这一模型下不同
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模量弹性结构问题的研究#一般都是围绕简单问题

!如梁柱构件"的解析解'

+!")

(和较复杂问题的数值解

展开'

"!!">

(

$分析中利用弹性结构的形状)边界约束

条件和荷载情况满足的对称性可减少计算工作量#

在结构分析中具有重要意义$迄今为止#尚无文献

对拉压不同模量弹性结构的对称性问题进行研究$

笔者在分析对称和反对称问题中应力和位移分量满

足一定规律的基础上#考察了基于主方向的应力状

态#发现了对称性满足而反对称性被破坏的特点并

分析其根本原因#最后以算例得以验证$
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!

对称问题和反对称问题的应力及位

移分量

!!

在平面问题中#当弹性结构具有对称轴或反对

称轴时#对称轴!
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轴"两侧的对应点!
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"的位移和应力分量应如图
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所示$

图
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对称问题和反对称问题的应力和位移

同时#应力和位移分量需满足如下关系'

"@

(

%

"

"对称问题

对称轴上

-

*

*

#

.

&

<

*

*

$ !

"

"

!!

对称轴两侧

-

!

&

#

<

"

*5

-

!

5

&

#

<

"#

3

!

&

#

<

"

*

3

!

5

&

#

<

"&

&

&

!

&

#

<

"

*&

&

!

5

&

#

<

"#

&

<

!

&

#

<

"

*&

<

!

5

&

#

<

"&

.

&

<

!

&

#

<

"

*5.

&

<

!

5

&

#

<

"

#

$

"$

!

)

"

)

"反对称问题

反对称轴上

3

*

*

#

&

&

*

*

!

&

<

*

*

"$ !

!

"

!!

反对称轴两侧

-

!

&

#

<

"

*

-

!

5

&

#

<

"#

3

!

&

#

<

"

*5

3

!

5

&

#

<

"&

&

&

!

&

#

<

"

*5&

&

!

5

&

#

<

"#

&

<

!

&

#

<

"

*5&

<

!

5

&

#

<

"&

.

&

<

!

&

#

<

"

*.

&

<

!

5

&

#

<

"$

!!!!!!!!!!

!

@

"

#

$

"

由于不同模量弹性理论与经典理论的根本差别

在于其本构关系建立在主方向上#下面就从主应力

的大小及其方向来考察其对称性和反对称性$
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基于主方向的应力分析

在经典弹性理论中#对应力分量的对称性或反

对称性的满足最终要表示成
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说明对称问题的
)

个主应力及其方向刚好也是关于

<

轴对称的#对称问题中主应力的对称性仍旧保持

这一特点#使得基于主方向本构关系的不同模量引

入以后#其对称性也是必然满足的$但是对于反对

称问题#情况发生了变化$试结合反对称问题的特

点即式!
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可见反对称问题的
)

个主应力及其方向已经不

再反对称#因此#一旦引入基于主方向的本构关系#

本来满足的反对称性便不再成立$
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算例

如图
)

所示弹性平面应力问题#顶点受水平集

中力
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#取无量纲量以便于数值比

较$这是不同模量弹性问题#简称为
^

问题&为了

便于比较分析#可用一个相同模量问题与之对照#简

称为
\

问题#其
,R

!

,

S

S,

U

".

)R)"#"
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,

R*"))

$

运用编制的不同模量计算程序进行数值运算$现将

这
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个问题各结点沿
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方向的位移
-
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#各单元

形心处的正应力和剪应力
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和
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与
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轴的夹角
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进行比较#分别见表
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不同模量弹性平面应力问题"反对称#

表
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结点位移"荷载向右#
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结点 水平方向位移
-

竖直方向位移
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将以上算例即图
)

中的荷载
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作如下变动%大

小不变#作用点不变#仅仅方向由水平向右变为竖直

向上#如图
!

所示$这样一个反对称问题就转变成

了对称问题$运用不同模量计算程序计算其结果见

表
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)表
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图
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不同模量弹性平面应力问题"对称#

表
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结点位移"荷载向上#
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结点 水平方向位移
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竖直方向位移
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问题#反对称性受到破坏#因此对于
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`Aâ YZA((=\O7IZ \ 2

#

(7\\VA7ZCI A'

G0;6

4

-9K9:6

4

/%1F0:;:;99&/%K9:6/;-J-&0.J.6K

4

9

:;.-F;-.9:

'

,

(

'Y/;9./0;6%/0&,%-./0&%1G0;6

4

-9

#

)**+

#

!*

%

>)+=>!#'

'

Q

(

Ca2̀ AaA_A(Y Z'H&0:;6FD9F30/6:D0/0&

<

:9:%1

F6.F-&0.;-J-&0. D9DJ9.:-/K9.F

<

F&6F&%0K6/

4

'

,

(

'

O36/=b0&&9K\;.-F;-.9:

#

)**#

#

@>

%

"*@@="*>#'

'

#

(

[̀ ]7 GC(W

#

X]7(W VC('CN

L

9.6D9/;0&0/K

/-D9.6F0&6/89:;6

4

0;6%/:%1F%&K=1%.D9K:;06/&9:::;99&

;-J-&0.:9F;6%/::-J

d

9F;9K;%F%/F9/;.0;9KJ90.6/

4

&%0K

'

,

(

',%-./0&%12%/:;.-F;6%/0&\;99&I9:90.F3

#

)**#

#

Q!

%

"@>)="@QQ'

'

+

(

2̀ IY\OYO\A\A^

#

HA2̀ ]7ZY\^O

#

_AaGA\2

(

#

9;0&'GCZ0/0&

<

:6:%1F%/89/;6%/0&0/K:

5

-0.9J6.K=

J90P\̀ \

d

%6/;:-J

d

9F;;%6/=

L

&0/9J9/K6/

4

D%D9/;=

9N

L

9.6D9/;0&:;-K

<

'

,

(

',%-./0&%12%/:;.-F;6%/0&\;99&

I9:90.F3

#

)**#

#

Q!

%

"!Q"="!#)'

'

B

(

XA(W[ Z

#

aYC\O

#

Ẁ ] b Z'G0;6

4

-9F.0FP

4

.%M;30/0&

<

:6:%10:

5

-0.93%&&%M:9F;6%/O=

d

%6/;

'

,

(

'

,%-./0&%12%/:;.-F;6%/0&\;99&I9:90.F3

#

)**#

#

Q!

%

""+@=""B!'

'

"*

(

cYA(?

#

]̂̂ \̂I]VCIO `

#

2̀ ]]X\'C&0:;6F=

L

&0:;6FF.0FPK.686/

4

1%.F91%.;-J-&0. _=

d

%6/;: M6;3

D6:D0;F39KM9&K:

'

,

(

'C/

4

6/99.6/

4

\;.-F;-.9:

#

)**#

#

)B

%

+Q>=+#B'

'

""

(

(C\O]I W7CIICI]

#

ZAIYA C7WC(YA

ZAIA(OC

#
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