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摘　要：高阶椭圆锥齿轮是一种典型的非圆锥齿轮传动形式。以空间传动的啮合原理为基础，

建立了该锥齿轮传动的空间球面啮合坐标系。分析了节曲线、齿廓及啮合线之间的变化关系；运用

空间坐标变换的矩阵法创建了该齿轮的齿面方程。对该非圆锥齿轮的传动比、模数及齿数等基本

参数进行了设计，详细分析了偏心率对相关参数的影响变化关系及其规律。应用离散数值法及三

维软件，建立了该非圆锥齿轮齿廓的数学模型及虚拟实体模型，并进行了运动仿真及干涉检查。获

得了该非圆锥齿轮齿形的设计计算及生成方法，通过实验验证了该方法的正确性。
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　　在机械传动领域中，齿轮传动是应用最为广泛

的一种传动形式。齿轮传动的普遍原理为：圆柱齿

轮传动为一对相切圆柱面的纯滚动；非圆齿轮传动

为一对相切非圆柱面的纯滚动。圆柱齿轮和非圆齿

轮只能实现两平行轴之间的传动。圆锥齿轮传动为

一对相切圆锥面的纯滚动，可以实现两相交轴间匀

速比传动。而非圆锥齿轮为一对相切的非圆节锥面

的纯滚动，可实现两相交轴之间非匀速比传动。现

有传递两相交轴之间的非匀速比运动的技术，通常

采用非圆齿轮与圆锥齿轮的组合机构或其他组合机
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构，但此种机构呈现出体积较大、动平衡较差、结构

复杂、效率低等缺点。而非圆锥齿轮则可以传递相

交轴之间非匀速比的运动和动力，可实现相交轴间

特殊运动的要求，具有体积小、结构紧凑、运动平稳、

传动效率高等优点。但由于非圆锥齿轮是一种新型

的齿轮传动形式，还处于探索阶段，其一般性研究，

分析与设计计算方法，才刚刚起步，还不成熟，国内

外相关研究文献相对较少。主要成果包括国外的

ＪｉｑｉａｎｇＸｉａ等在 ＡＳＭＥ中提出了一种变传动比相

交轴锥齿轮副的几何设计方法，实现给定传动比关

系和轴间夹角的相交轴锥齿轮副的参数设计及齿形

的几何计算［１］。国内主要有贾巨民、赵玉民等，应用

微分几何的曲面定理，引入当量齿轮和当量节曲线

的概念，将空间啮合问题转换为平面问题，给出了齿

形的设计计算方法［２３］；姜虹、王小椿等提出了一种

非圆锥齿轮的当量设计方法［４］；同时重庆大学、北京

航天航空大学、北京交通大学等发明了相关的专

利［５６］。此些研究成果为非圆锥齿轮的设计、加工制

造及其普遍推广提供了理论依据和技术支撑。

高阶椭圆锥齿轮是非圆锥齿轮体系中一种典型

的传动形式，该齿轮的球面大端节曲线为高阶椭圆，

即阶数高于２的椭圆体系。这里由高阶椭圆锥齿轮

的空间球面啮合坐标系出发，分析其基本啮合原理，

讨论传动比、模数、齿数等基本参数的确定方法及变

化关系，并通过离散数值法和三维软件实现了该锥

齿轮的虚拟实体模型及运动仿真干涉检查。

１　高阶椭圆锥齿轮啮合原理

高阶椭圆锥齿轮传动时，由一个齿轮的齿廓推

动另一个齿轮的齿廓，这两个齿廓在任一瞬时都相

切接触，称为共轭齿廓。瞬时接触点在固定空间中

的轨迹称为啮合线。其瞬心位置在传动过程中是不

断变化的，这是其与圆锥齿轮的本质区别。结合非

圆齿轮及圆锥齿轮的啮合原理，建立该非圆锥齿轮

传动的空间球面啮合坐标系，该坐标系分为一个定

坐标系 犗（狓狔狕），三个动坐标系 犗１（狓１狔１狕１）、犗２

（狓２狔２狕２）及犘０（狓３狔３狕３），如图１所示。

设球犗半径为犚，以球心犗为原点，建立全局

固定坐标系犗（狓狔狕），非圆锥齿轮１、２刚性固接动参

考标架犗１（狓１狔１狕１），犗２（狓２狔２狕２）。设在起始位置（１

＝０，２＝０），两齿轮的节曲线相切于犘０ 点，则犘０ 即

为此瞬时的瞬心。又设此时有一与两齿轮都啮合的

公共齿条，它的节曲线也和两齿轮的节曲线相切于

犘０。以犘０ 为原点，作动参考标架犘０（狓３狔３狕３）并与

齿条固联。其中狓３ 方向与大圆弧犗１犘０犗
烇 烋

２相切，狔３

方向与狔方向一致，狕３ 方向垂直于平面狓３犘０狔３，也

即犗１犘０ 的径矢方向。

由齿轮啮合原理知，瞬心犘０ 一定位于大圆弧

（过球心的平面与球面的交线）上的较小弧犗１犗
︵

２上，

且向径弧犗１犘
︵

０＝狉１，犘０犗
︵

２＝狉２。

图１　啮合原理图

如图１所示，齿轮１转过周向角１，相应的齿轮

２转过周向角２，设此过程中齿条３平移了距离犾。

由空间坐标变换公式可求得动参考标架犗１ 变换到

固定坐标系犗的变换矩阵犕０１及固定坐标系犗变换

到动参考标架犗２ 的变换矩阵犕２０为

犕０１ ＝

ｃｏｓ１ －ｓｉｎ１ ０ ０

ｓｉｎ ｃｏｓ１ ０ ０

０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

， （１）

犕２０ ＝

ｃｏｓ２ ｃｏｓθｓｉｎ２ －ｓｉｎθｓｉｎ２ ０

－ｓｉｎ２ ｃｏｓθｃｏｓ２ －ｓｉｎθｃｏｓ２ ０

０ ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

。

（２）

　　同时可求得参考标架犗１ 变换到动参考标架犗２

的变换矩阵犕２１为：

犕２１ ＝犕２０犕０１ ＝

ｃｏｓ１ｃｏｓ２

＋ｃｏｓθｓｉｎ１ｓｉｎ２

－ｓｉｎ１ｃｏｓ２

＋ｃｏｓθｃｏｓ１ｓｉｎ２
－ｓｉｎθｓｉｎ２ ０

－ｃｏｓ１ｓｉｎ２

＋ｃｏｓθｓｉｎ１ｃｏｓ２

ｓｉｎ１ｓｉｎ２

＋ｃｏｓθｃｏｓ１ｃｏｓ２
－ｓｉｎθｓｉｎ２ ０

ｓｉｎθｓｉｎ１ ｓｉｎθｓｉｎ１ ｃｏｓθ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

。 （３）
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　　齿条上的动参考标架犘０ 变换到固定坐标系犗

的变换矩阵为：

犕０３ ＝

ｃｏｓψ１ ０ ０ ０

０ ０ ０ －犾

０ ０ ｓｉｎψ２ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

。 （４）

　　由以上坐标变换矩阵即可求得４个坐标系之间

的数据转换关系。

令起始位置时非圆锥齿轮１的齿廓通过瞬心

犘０，则犘０ 必然是啮合弧线犘０
︵
犕上的一点。犘０

︵
犕的

弧长可以由球面弧长公式（５）计算得出
［１］：

犠 ＝犚·∫
３

０
ｓｉｎ２ψ＋ψ′

２（槡 ）ｄ。 （５）

　　以犘０ 为原点，把啮合弧线的球面极坐标方程表

示为χ＝χ（犔，ξ），ξ的方向由狔３ 轴的正方向顺时针

计量。

齿轮１转过１ 角后，瞬心移动到了犘 点，犗１
︵
犘

＝狉１（１）；齿轮１和２上节曲线上的起点，由犘０ 移

动到了犙１ 及犙２ 处；而共轭齿廓的切点，也由犘０ 移

动到了 犕 点，设弧犘０
︵
犕的长度为犔，

︵
犘犕的弧长为

犔狆，ε表示狔３ 的正方向与弧
︵
犘犕的夹角；同时把齿条

平移距离以狔３ 轴的方向投影到球面上，得齿条球面

平移弧长犾′，由以上分析得齿廓犕 点在（狓３狔３狕３）坐

标为

狓３ ＝犔ｓｉｎ（ξ）－Δ犔，

狔３ ＝犔狆ｃｏｓ（ε）＋犾′＝犔ｃｏｓξ＋犾′，

狕３ ＝０

烍

烌

烎。

（６）

　　其中：Δ犔即为弧犘犘
︵

０的长度

ε＝ａｒｃｔａｎ
犔ｓｉｎξ＋Δ犔
犔ｃｏｓ（ ）ξ

。

犾′求法：把齿条移动距离分解到定坐标系的三坐标

中，通过球面的参数方程求得其在球面上的投影参

数，由式（５）计算即可。

最后通过坐标变换矩阵犕０３把犕 点的坐标变换

到固定坐标系犗（狓狔狕）中，即可求得高阶椭圆锥齿轮

齿廓上的任意点，从而求出整个齿廓。

２　模型参数

建立高阶椭圆锥齿轮的齿廓模型，主要参数为

传动比、模数及齿数。其他各项参数，如齿顶高系

数、齿顶隙系数、齿形角及齿宽等可以参照直齿圆锥

齿轮的标准来选取。

２．１　传动比

用来传递回转运动的高阶椭圆锥齿轮副，节曲

线都应该是封闭曲线。齿轮１、２节曲线封闭的条件

是：传动比函数犻１２必须为转角１（或２）的周期函

数，且满足转角１（或２）在０～２π范围内，犻１２变化的

周期数为整数（以狀１ 或狀２ 表示）
［７］。即：

犜＝
犜１
狀１
＝
犜２
狀２
， （７）

式中：狀１、狀２ 为正整数，即齿轮１、２的阶数；犜为传动

比函数周期；犜１ 为主动齿轮节曲线周期；犜２ 为从动

齿轮节曲线周期。此处所讨论的高阶椭圆中，狀１＝

狀２＝狀，（狀≥２）。

由图１知，齿轮副的回转轴夹角为θ，以犗１、犗２

及球心组成的平面与球面交成一个大圆，设其上的

较小弧犗１犗
︵

２弧长为λ，即齿轮副大端节曲线的球面

中心距，则

λ＝犚·θ。 （８）

　　当主动轮１的转角为１，瞬时角速度为ω１；从

动论２的转角为２，瞬时角速度为ω２。则齿轮副的

传动比犻１２为

犻１２ ＝
ω１

ω２
＝
ｓｉｎψ２
ｓｉｎψ１

＝
狉２
狉１
＝
λ－狉１
狉１

。 （９）

　　这里讨论ψ１＋ψ２＝π／２，因此齿轮１的节锥角为

ψ１ ＝ａｒｃｔａｎ
１

犻（ ）
１２

。 （１０）

　　以高阶椭圆锥齿轮的大端节曲线为研究对象，

其传动比为

犻１２ ＝
１－２犽ｃｏｓ（狀１）＋犽

２

１－犽
２

， （１１）

此时２ ＝∫
１

０

１

犻１２
ｄ１ ，即

２ ＝
２

狀
ａｒｃｔａｎ

１＋犽
１－犽

·ｔａｎ
狀１（ ）［ ］２

。 （１２）

其中：犽为偏心率。

当犽＝［０．１，０．２］，狀＝［２，３］时，其传动比犻１２跟

随转角１ 的变化曲线如图２所示。

图２　传动比曲线

由图２可知，高阶椭圆锥齿轮的传动比为连续

变化的余弦曲线。其最大传动比在１＝（２犻－１）π／狀

处，即主动轮节锥母线长轴与从动轮节锥母线短轴

啮合处；最小传动比出现在１＝２（犻－１）π／狀（其中犻

为正整数，狀为阶数）处，即主动轮节锥母线短轴与
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从动轮节锥母线长轴啮合处。主动轮转动一周，传

动比变化狀个周期。偏心率犽越大，传动比变化范

围越大，其节锥的非圆性越强烈。

当传动比犻１２不断变化时，其瞬心的位置及狉１、狉２

也是随动变化的。瞬心在齿轮１、２回转球面上的轨

迹，即为两齿轮的瞬心线，也是齿轮的节曲线。当传

动比犻１２为一定值时，高阶椭圆锥齿轮就演化成直齿

圆锥齿轮传动。

２．２　模数

应用当量齿轮的概念，可以将圆柱齿轮的啮合

原理近似地应用到圆锥齿轮上。高阶椭圆锥齿轮由

于其节锥角在２π范围内是不断变化的，不能如圆锥

齿轮一样展成一个当量圆柱齿轮，但是就其某一个

瞬时，可以进行当量展开运算。无论该齿轮的节曲

线如何变化，其齿顶高、齿根高、齿厚及齿宽都不随

传动比的改变而改变。

图３所示为齿轮１某一瞬时的剖面，δ犿 为模数

角［５］，即齿顶高所对应的球心角，其大小为一个齿所

对应的节曲线球面弧长除以π；犚狏 为当量圆柱齿轮

分度圆半径。由模数角的定义可得

δ犿 ＝
犔节

狕·π
， （１３）

其中：狕为齿数（预取值），犔节 可以由公式（５）求得。

在此瞬时，设锥齿轮１、２的当量齿轮模数为

犿狏，由图２几何关系可得

ｔａｎδ犿 ＝
犺犪 ·犿狏
犚

。 （１４）

其中：犺犪 为齿顶高系数（一般取１）。

图３　模数分析图

综合式（１３）、（１４）可得瞬时当量齿轮的模数为

犿狏 ＝
犚

犺
犪

·ｔａｎ
犔节

狕·π
。 （１５）

　　由于齿数及传动比已经给定，该齿轮副的模数

只是球面半径的函数，可以根据锥齿轮各处的受力

极限情况来确定最小球面半径，此时的瞬时模数是

个定值。因此可以得到结论：高阶椭圆锥齿轮的当

量模数在给定传动比，齿数及球面半径大小的情况

下是一定值，不随传动比及节锥的变化而变化。

由图３几何关系得，瞬时当量齿轮的分度圆半

径为

犚狏 ＝
犿狏·狕
２ｃｏｓψ

。 （１６）

　　由式（１６）可见，当量齿轮的分度圆半径具有瞬

时性，其随传动比的不断改变而改变。针对犽＝［０．１，

０．２］，狀＝［２，３］，并选择适当的犚＝３７．６４ｍｍ，

狕＝［２２，２７］，可求得：犿狏＝
２．４４ ２．０４

２．５２ ２．
［ ］

２２
，犚狏 随主

动轮转角变化的曲线如图４所示。

图４　当量齿轮分度圆半径曲线

由图４知，瞬时当量齿轮半径与传动比做反趋

势变化，其最小当量半径在１＝（２犻－１）π／狀处，最

大当量半径出现在１＝２（犻－１）π／狀（其中犻为正整

数，狀为阶数）处，主动轮转动一周，当量半径变化狀

个周期。偏心率犽越小，当量半径变化幅度越小，该

种锥齿轮越接近于直齿圆锥齿轮。

２．３　齿数

由于齿数狕为预取值，需要返回验证几次，才可

以由轮齿的受力极限状况得出比较适当的数值。一

旦确定了δ犿 的数值（δ犿＝犺犪／犺

犪 ），则不发生根切的

最小齿轮狕ｍｉｎ应满足
［２］

狕ｍｉｎ＝
犺犪 ·∫

２π

０
ｓｉｎ２ψ＋ψ′

２（槡 ）ｄ

π·δ犿
， （１７）

瞬时当量齿数为

狕狏 ＝
狕
ｃｏｓψ

， （１８）

其变化规律与当量半径一致。

３　模型检测与仿真

由高阶椭圆锥齿轮传动的基本啮合原理出发，

二阶锥齿轮每转一周传动比变化两个周期，而三阶

锥齿轮每转一周传动比变化三个周期。根据实际传

动比、传动性能及承载能力的需要来选择椭圆的阶
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数。本文结合各种参数的选取，针对狀＝２及狀＝３

两种典型的高阶椭圆传动形式，选择适当的犚＝

３７．６４ｍｍ，犽＝０．２，建立其节锥、面锥、根锥及齿廓

的数学模型，结合数学软件，采用离散数值法编制数

学模型的应用程序，获得该锥齿轮球面大端的节曲

线、齿顶曲线、齿根曲线及齿廓的离散数值解，如图

５所示。

图５　齿廓数学模型

将数学模型得到的面锥、根锥及齿廓等的数值

点导入到三维实体软件中，分别建立两种高阶椭圆

锥齿轮副的虚拟实体模型，并进行实体的装配、运动

仿真及干涉检查。特别注意装配时，由于高阶椭圆

齿轮副的初始传动位置是固定的，稍有偏差，在干涉

检查过程中，就会出现碰齿现象，使运动过程终止。

最终生成的齿形及装配仿真模型如图６所示。

基于三维实体模型，进行了数控铣削加工及对滚

检查实验，实验所应用的高阶椭圆锥齿轮副及实验结

果如图７所示。通过转速扭矩传感器测出输入／输出

轴的转速，其比值即为所测传动比。由于加工制造误

差以及安装调试误差，致使传动比的实验与理论数据

存在一定的差异。由图可以看出，实验结果与虚拟实

体模型、装配、运动及干涉检查等理论分析结果相一

致，表明本文建立的高阶椭圆锥齿轮副齿形的设计计

算、生成方法及虚拟实体模型的正确性。

图６　齿形干涉检查及实体装配模型

图７　装配、运动检查实验及结果

４　结　论

１）由空间传动的啮合原理出发，建立了空间球

面啮合坐标系，通过分析节曲线、齿廓及啮合线三者

之间的变化关系，获得了高阶椭圆锥齿轮的齿面

方程。

２）确定了建立实体模型所需的传动比、模数、齿
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数等基本参数，并对锥齿轮的传动比、当量模数、当

量齿轮半径及当量齿数进行了设计分析，详细讨论

了偏心率对各个参数的影响关系。

３）应用离散数值法建立了该锥齿轮的数学模

型，生成了齿轮的齿形及虚拟实体，进行了运动仿真

及干涉检查。

４）获得了高阶椭圆锥齿轮齿形的设计计算方法

及其传动的基本运动规律。若以虚拟实体为基础，

对高阶椭圆锥齿轮的加工制造将会十分方便和

精确。

５）利用五轴联动数控机床建立专用的加工平台

和刀具，用展成的方法可大大提高加工精度和效率，

实现批量生产，从而降低成本。
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