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摘　要：根据弹性悬链线的理论解析解推导出适用于索结构有限元分析的空间悬链线单元，得

到了两节点索单元的切线刚度矩阵和索端张力的精确表达式。采用索单元等效节点荷载的全量算

法，通过Ｎｅｗｄｏｎ ｒａｐｓｏｎ双重迭代法实现非线性问题的求解。所提出的基于空间悬链线单元的半

解析非线性有限元分析方法可充分考虑几何非线性的影响，实现对任意方向空间荷载下索的初始

位形和内力分析。算例表明，该计算方法精确有效。
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　　悬索结构在力学上主要表现为高度柔性和极强

的几何非线性［１２］。在索的有限单元法分析中最开

始主要采用直线型杆法［３］，忽略索的抗扭能力和抗

弯能力，用不传递弯矩和扭距的许多相连直杆来模

拟索。当单元足够多时，所模拟的索单元就趋近于

索的真实力学性能了。由于该法不能考虑垂度引起

的非线性，因此，Ｅｒｎｓｔ
［４］提出用修正材料的弹性模

量考虑索垂度引起的非线性。为了追求高精度，一

般还将索模拟成多节点的曲线索单元，如三节点二

次多项式曲线单元［５］，四节点等参索单元［６］，五节点

曲线索单元等［７］。由于多节点索单元的前后处理不

便，一些研究者探索将索模拟成二节点的曲线索单

元［８９］。其曲线线型一般有抛物线和悬链线 ２

种［１０１２］。抛物线法由于其假定的线形与实际索的线

形略有不同，只是索单元的一种近似，适合于中小垂

度的索分析。Ｚ．Ｈ．Ｚｈｕ
［１３］基于空间曲梁理论，实

现了松弛应力和大垂度的索受力分析。

基于有限元理论的索单元几乎都是在悬索结构
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的初始态已经确定的基础上建立的，在已确定的初

始几何上，基于总体Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ描述建立位移函数

和有限元方程，这样建立起来的有限元方程用于悬

索结构荷载态的分析比较方便，但不能直接或不便

用于悬索结构初始几何及内力的确定。事实上，悬

索结构设计的关键就在于其初始几何及内力的确

定。而上述有限元方法依赖的索初始形态通过重力

作用下的平面悬链线［１４］或抛物线形确定。目前用

悬链线方法进行分析时，主要采用重力作用下平面

悬链线理论结果。对空间索单元的平面外刚度系

数，目前文献中存在多种取值方法［１５］，不恰当的取

值可能使计算收敛困难或收敛缓慢。上述推导与分

析思路是在平面悬链线单元的基础上增加刚度平面

外刚度系数而得到。文中不依赖平面悬链线结果，

直接推导了空间均布荷载作用下悬链线单元的解析

解，并将其应用于空间悬链线单元的有限单元分析。

该方法不需要预知索的初始形态，可以一次性精确

求解在任意方向空间均布和集中荷载下索的位形及

内力。

１　空间均布荷载作用下索的解析解

１．１　基本假定

１）索在弹性阶段工作，符合胡克定律；

２）大位移小应变变形；

３）忽略索的抗弯能力。

１．２　索的弹性悬链线解析解

１）索段的平衡微分方程

在三维笛卡尔坐标中，任意坐标及方向的曲线

索段如图１所示，在３个坐标轴方向犲犻（犻＝１，２，３）

都承受着分布荷载狇。

图１　三维曲线索段

三维索段变形后微段ｄ犛的平衡方程为
［２］

ｄ犜

ｄ犛
＋狇


＝０， （１）

式中，犛为犃点到犅 点的有应力长度，犜为张力矢

量，用笛卡尔坐标系的分量表达式为犜＝犜犻犲犻。矢量

狇
为伸长后单位索长上的分布荷载。为了使用方

便，一般采用犃点到犅 点的无应力长度犛和未伸长

索上的荷载狇，有

狇
犛 ＝狇犛， （２）

假设狇犻是沿索长均匀分布，则有：

犜犻 ＝犜０犻－狇犻犛（犻＝１，２，３）， （３）

式中，犜０犻为初始点的张力矢量。

２）物理方程

对于符合胡克定律的材料，有应变γ＝犜／犈犃，

这里假设γ为小应变，因此，有

ｄ犛

ｄ犛
＝１＋γ＝１＋

犜
犃犈
， （４）

式中，犜为索的张力合力。

３）几何协调条件

张力矢量是沿着单位切线矢量方向的，能够得

到三维笛卡尔坐标系下坐标ｄ狓犻和ｄ犛的关系，

ｄ狓犻
ｄ犛
＝
ｄ狓犻
ｄ犛

ｄ犛

ｄ犛
＝
犜犻
犜
ｄ犛

ｄ犛
， （５）

联合式（３）、（４）、（５），可得：

狓犻＝狓０犻＋
犛
犈犃

犜０犻－
狇犻犛（ ）２ ＋

１

犙３
犜０犿 犙

２
δ犻犿 －狇犻狇（ ）［ 犿 ，

ｌｎ
犙犜－狇犼犜犼
犙犜０－狇犼犜０犼

－狇犻犙 犜－犜（ ）］０ 犻，犿，犼＝１，２，（ ）３ ，

（６）

式中，下标“０”表示索起始位置；系数犙 是狇犻 的量

值，即：犻＝１，２，３；δ犻犿是克罗内克符号，即：

δ犻犿 ＝ ｛１０ 犻＝（ ）犿

犻≠（ ）犿 （犻，犿＝１，２，３）。

索伸长后的长度为

犛 ＝犛１＋
犜
２（ ）犈犃

＋
１

２犈犃犙３
犙犜０犻狇犻 犜０－（ ）［ 犜

＋ 犙２犜２０－犜０犻狇犻犜０犼狇（ ）犼 ｌｎ
犙犜－犜０犽狇犽＋犙

２犛

犙犜０－犜０犿狇 ］
犿

。

（７）

　　假如两端的力都已指定，则这些力必须满足整

体平衡方程，即式（３）。对于沿坐标系方向的坐标

狓犻，可由在式（６）中令起始坐标狓０犻＝０得到。

２　空间荷载作用的索单元

２．１　空间索单元的解析解

对于任意的空间荷载狇１、狇２ 及狇３ 代入式（６）可

以推导出３个方向的索变形后长度表达式。犜０犼

（犼＝１，２，３）为起始点力，表示为－犉１、－犉２、－犉３；
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犜犼（犼＝１，２，３）为终点力，表示为犉４、犉５、犉６。

将式（６）展开，有
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＋
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犙２
－

１

犙３
－犉１ 狇

２
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１

２
狇
２
２犔０
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＋
狇２（犜１－犜２）
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－

１

犙３
犉２ 狇

２
１＋狇（ ）２３ －犉３狇１狇３－犉１狇１狇［ ］２ ·ｌｎ

狌
狏

犔狕 ＝
－犉３犔０－

１

２
狇
２
３犔０

犈犃
＋
狇３（犜１－犜２）

犙２
－

１

犙３
犉３ 狇

２
１＋狇（ ）２２ ＋犉１狇１狇３＋犉２狇２狇［ ］３ ·ｌｎ

狌

烍

烌

烎狏

，

（８）

式中：犔狓、犔狔 以及犔狕 分别表示３个方向索投影长

度；犔０ 为无应力长度；犉１、犉２、犉３ 分别为索两端节点

力（见图２）；其余参数意义见式（９）。

狌＝犙犜２－狇１犉４－狇２犉５－狇３犉６

狏＝犙犜１＋狇１犉１＋狇２犉２＋狇３犉３

犜１ ＝ 犉２１＋犉
２
２＋犉槡

２
３

犜２ ＝ 犉２３＋犉
２
４＋犉槡

２
５

犙＝ 狇
２
１＋狇

２
２＋狇槡

烍

烌

烎
２
３

， （９）

图２　空间荷载作用下的空间索单元

　　对于受任意均布荷载下的单根索，利用式（８）

参考平面悬链线的迭代分析即可求得节点力。对于

受有集中荷载作用的索，必须分成多个单元，针对每

个单元，由式（８）分别对犉１、犉２、犉３ 求偏导数，可得

柔度系数
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式中：

狑１ ＝犉２狇１狇２－犉１狇
２
２＋犉３狇１狇３－犉１狇

２
３

狑２ ＝犉１狇１狇２－犉２狇
２
１＋犉３狇２狇３－犉２狇

２
３

狑３ ＝犉１狇１狇３－犉３狇
２
１＋犉２狇２狇３－犉３狇

烍

烌

烎２２

，（１１）

则刚度矩阵为

犓＝

犳１１ 犳１２ 犳１３

犳２１ 犳２２ 犳２３

犳３１ 犳３２ 犳

熿

燀

燄

燅３３

－１

， （１２）

　　根据位移互等定理，任意空间均布荷载作用下

空间索单元的切线刚度矩阵可表示为

犓犲 ＝
犓 －犓

－
［ ］
犓 犓

。 （１３）

　　与平面索单元一样，空间荷载作用下索单元的

切线刚度矩阵也是对称的。对于该刚度矩阵的求

解，通常是预先假定一端节点力犉１、犉２、犉３，根据式

（３）可以确定犉４、犉５、犉６，根据式（８）求得位移的增量

Δ犱，进而确定节点力的增量，反复迭代直至位移或

者力的增量欧几里德范数足够小为止，通常情况下，

只需要迭代几步就可快速收敛。犉１、犉２、犉３ 的初值

可按下式
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犉１ ＝－狇２犔狓／２λ－狇３犔狓／２λ

犉２ ＝－狇２（犛－犔狔ｃｏｔｈ（λ））

犉３ ＝－狇３（犛－犔狕ｃｏｔｈ（λ

烍

烌

烎））

， （１４）

式中：λ＝ ３（犛２－犔２狔－犔
２
狕）／犔

２
狕槡 －１；当犔狓 等于０时，

λ＝１犲
６；当初始无应力长度犛小于弦长时，λ＝０．２。

２．２　等效节点力

如果整根索受到空间均布荷载的作用，利用一

个单元即可得到精确解，考虑到索的中间往往存在

集中质量和集中力，如减振器等，事实上整根索已经

不是悬链线线形，而是分段悬链线线形，因此，需要

将索在有集中力处分段，将分段处的集中力和等效

节点荷载叠加成总节点荷载。每个索单元两端节点

处的等效节点力可以通过对式（８）的迭代求得节点

力的反号而得。

犉＝ ｛－犉１，－犉２，－犉３，－犉４，－犉５，－犉６｝，

（１５）

　　总等效节点荷载为等效节点力与节点集中荷载

之和。如果需要考虑温度荷载，则可以通过对（７）式

加上温度变形实现求解。

２．３　非线性平衡方程求解

由于上述推导均在全局笛卡尔坐标系下完成，

因此不需要进行坐标系的转换，通过对单元的刚度

矩阵以及等效结点荷载向量集总可直接得到全局坐

标系下的总刚和节点力。由虚功原理可以得到非线

性有限元平衡迭代方程

［Κ］
狋＋Δ狋｛Δ犱｝＝

狋＋Δ狋｛犉｝， （１６）

　　式中：［Κ］为全局坐标系下狋＋Δ狋时刻的切线刚

度矩阵，｛Δ犱｝为狋＋Δ狋时段索单元的节点位移增

量，狋＋Δ狋｛犉｝为狋＋Δ狋步迭代过程中的等效节点荷载

向量，通过迭代由（１４）求得。索的位形可以通过对

节点坐标的更新而调整。上式中刚度矩阵［Κ］和索

节点位形有关，等效节点荷载狋＋Δ狋｛犉｝和索节点位形

有关。因此，上述该方程采用双重平衡迭代法进行

求解。

１）对于任意给定空间索的位形，迭代求解每一

个单元的刚度矩阵和等效节点力；

２）组装成全局坐标系下总刚度切线矩阵和等效

节点力，求得节点位移以及等效节点荷载向量；

３）求解式（１６），求得狋＋Δ狋时段索的节点位移

增量，更新索的坐标。若位移增量的欧几里德范数

足够小，则收敛，可得到节点位移和节点力。否则，

重复第（１）步迭代过程，直至收敛。

上述平衡方程求解步骤在每一次迭代过程中的

等效节点荷载向量和切线刚度矩阵都是基于弹性悬

链线精确表达式一次求解，没有采用 ＵＬ列式的增

量求解递推关系，避免了对等效节点荷载的增量求

解，减少了误差累积。计算表明，单元数较少的情况

下能够很快收敛至平衡状态；若单元数较多，为避免

计算发散，可对一次性求解的等效节点荷载向量乘

以一个较小的系数，这样可确保收敛，但收敛速度会

减慢。

３　算例分析

３．１　算例１

根据上述理论，编制程序，首先验证一个经典的

平面索的算例。如图３所示的各种索的形状。索的

无应力长度犔０＝１００ｍ，温度变化犜＝１００℃，材料

几何特性犈犃＝３×１０７Ｎ，自重犠＝１Ｎ／ｍ，线膨胀

系数α１＝０．６５×１０
－５，输入每个Ｊ点的位置，用程序

计算划分一个单元即可得到每个位置Ｊ端点处索的

张力，计算的结果与文献［１３］中的完全一样。将图

中索划分多个单元，计算位形和节点力和一个单元

完全一致，计算精度与单元划分数无关，可见求解是

完全精确的。

图３　不同线形单根索的张力

３．２　算例２

目前索受空间风荷载和自重荷载的算例较少，

为了说明算法的有效性，采用商用程序 ＡＮＳＹＳ进

行验证。计算模型同样为一根空间索，材料特性和

上例一样，索的初始无应力长度为１００Ｎ，两端节点

坐标分别为犐（０，０，０）和犑（８０，０，０）。ＡＮＳＹＳ采用

类似于文献［３］的两节点直线索单元，并不能直接得

到悬链线的初始内力和位形。因此，ＡＮＳＹＳ计算

结果是在确定了悬链线的位形之后施加风荷载进行

求解的。

由于ＡＮＳＹＳ采用了直线两节点单元逼近曲线

索，因此划分了多达５００个单元。文中算法将单元

分成４个单元。图４显示了索中点坐标的收敛情
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况。索的自重荷载和风荷载均为１Ｎ／ｍ。图中显示

索中点的初始坐标为（５，－４０，０），在荷载作用下能

快速收敛到最终位形（４０．０，－１８．７，－１８．７）。大量

分析表明，利用基于空间悬链线单元，当索的单元原

长和荷载确定了以后，索单元的中间节点可以在任

意位置，均可快速迭代至最终平衡位置。

图４　索中点坐标迭代收敛过程

图５表示不同风速下索中点的位形变化。其

中，自 重 荷 载 为 １ Ｎ／ｍ，风 速 荷 载 为 ０．２５～

２．０Ｎ／ｍ；可见，在风荷载下，索的位形具有明显的

非线性特征。图６表示不同风偏角下索中点的位形

变化。自重荷载为１Ｎ／ｍ，风速荷载为１Ｎ／ｍ，风偏

角为０°～９０°。可以看出不同的风偏角导致索中点

位形呈非线性变化。图７表示不同风偏角下索两端

节点力的变化。随风偏角增大，索一端节点张力增

大，另一端减小，呈非线性变化。图８为索中间施加

不同集中力下位形变化。自重荷载为１Ｎ／ｍ，风速

图５　不同风荷载下索中点坐标

荷载为１Ｎ／ｍ，集中力为１～１０Ｎ。可以看出，集中

力对索的位形也有较大影响。从上述计算结果可

见，基于空间悬链线单元非线性有限元分析可以一

次性实现索的张力和位形的迭代，可以求解任意方

向空间荷载下索的位形和张力。由于本算例为一个

小垂度索，因此，计算结果和ＡＮＳＹＳ计算结果比较

接近。但是基于空间悬链线单元的有限元分析需要

更少的单元，不需要初始位形，不局限中小垂度范

围，效率更高，结果更精确，适用范围更广。

图６　不同风偏角下索中点坐标

图７　不同风偏角下索两端节点张力

图８　不同集中力作用下索中点坐标

４　结　语

与在平面悬链线线形的基础上推导平面外刚度

系数不同，文中直接推导出了空间悬链线方程的精
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确理论解。得到了两节点索的切线刚度矩阵和索端

张力的精确表达式，该表达式可以直接用于一根索

的力学求解。经过对刚度矩阵集成得到总刚之后，

采用基于悬链线单元的等效节点荷载一次性求解方

法，通过Ｎｅｗｄｏｎ ｒａｐｓｏｎ双重迭代实现多个单元

非线性问题的求解。所有推导均基于全局笛卡尔坐

标系下，不需要进行坐标系的转换。该方法可以在

已知索原长和任意方向空间荷载工况下，对原线形

为任意形状的索实现快速找形和精确力学分析。能

处理大垂度和强非线性问题。
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