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摘　要：针对目前只能通过人为实验指定最佳分数阶微分阶数的现状，为了节省大量人工寻求

最佳分数阶微分阶数的时间，研究并提出了可以依据掩模窗口大小、ＧＬ公式、图像梯度特征和人

眼视觉特性等理论的能够自动生成分数阶微分阶数的新方法，基于该自适应阶数，设计并实现了对

应的算子掩模。采用了信息熵、平均梯度等图像纹理特征评价参数做定量分析和实验验证，结果表

明，该方法对任意灰度图像可以得到连续变化的增强效果，接近于最佳分数阶微分增强效果，符合

人们的视觉感受，是有效的图像纹理增强方法。
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　　相较传统的图像增强方法，分数阶微分用于图

像处理将使图像边缘明显增强、图像纹理细节更加

清晰并且非线性保留图像平滑区域信息［１３］。将分

数阶微分用于图像处理，在国内外都是１个研究很

少的新兴领域［２５］。文献［１４］，采用不同窗口大小

和多尺度的分数阶微分掩模处理图像，在特定窗口

大小和指定分数阶微分阶数的前提下，获得了最佳

的图像增强效果，但这必然增加了大量人工寻求最
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佳分数阶微分阶数的时间，不利于具有实时性要求

的大量动态序列图像的处理。

笔者通过研究分析经典的分数阶微积分 ＧＬ

（ＧｒｕｎｗａｌｄＬｅｔｎｉｋｏｖ）定义
［６９］和近似微分算子的实

现过程，提出了可以依据图像梯度信息［１０１２］和人眼

视觉特性［１３１５］等理论的能够进行分数阶微分阶数自

动调整的新方法，同时设计了基于该分数阶微分阶

数的算子掩模。该方法可以依据不同灰度图像、图

像的不同灰度变化特征自适应地调节算子掩模系

数，对各个像素点采用相应的掩模模板来处理。最

后对３种不同的灰度图像做了实验和比较分析，实

验结果表明该方法理论分析的正确性和可行性。此

外，该方法完全自动化地处理图像，可以节省大量时

间，使分数阶微分理论用于动态目标跟踪和识别成

为可能。

１　自适应分数阶微分掩模的实现

１．１　掩模的近似构造

分数阶微分定义有多种，采用非整型分数阶微

积分Ｇ Ｌ定义。Ｇ Ｌ分数阶微分表达式

犌
犪犇狋

α
犳（狋）＝ｌｉｍ

犺→０

１

犺α

［狋－犪
犺
］

犿 ＝０

（－１）
犿
×

Γ（α＋１）

犿！Γ（α－犿＋１）

犳（狋－犿犺）， （１）

其中：α＞０；犺为微分步长；［
狋－犪
犺
］表示取变量狓的

整数部分；Γ（狀）为Ｇａｍｍａ函数；犪、狋分别为分数阶

微分的下限和上限。犳（狋）的持续周期狋∈［犪，狋］，按

步长犺＝１等分，有

犿＝ ［
狋－犪
犺
］犺＝１ ＝ ［狋－犪］，

因此，一元信号犳（狋）的α阶微分的差分表达式

犱α犳（狋）

ｄ狋α
≈犳（狋）＋（－α）犳（狋－１）＋

（－α）（－α＋１）

２

犳（狋－２）＋…＋
Γ（－α＋１）

犿！Γ（－α＋犿＋１）
犳（狋－犿），

（２）

　　在犕×犖 的图像犳（狓，狔）上，用犿×狀大小的滤

波器狑（狊，狋）进行线性滤波，则输出的图像犵（狓，狔）可

以用离散卷积表示

犵（狓，狔）＝
犪

狊＝－犪

犫

狋＝－犫

犳（狓＋狊，狔＋狋）狑（狊，狋），（３）

其中：犪＝（犿－１）／２；犫＝（狀－１）／２；狑（狊，狋）称为掩

模。为得到一幅完整的经过滤波处理的图像，要对

掩模中心点距原图像犳 边缘的距离不大于犕 －

犿－１
２
和犖－

狀－１
２
的像素进行逐个处理。为了不影

响输出图像犵的平均梯度等评价参数，对大于犕－

犿－１
２
和犖－

狀－１
２
的像素点灰度值进行保留。

根据式（２），为了构造对图像犳具有旋转不变性

的分数阶微分掩模，采用狓轴正负方向，狔轴正负方

向，左右对角线方向共８个方向的具有各向同性的

掩模。同时采用窗口大小为３×３的掩模处理图像。

对掩模内的各个系数除以（８－８α），以进行归一化处

理。此时，近似的掩模如图１。由图１可知，掩模中

心点的系数权重与阶数α的大小成正比，而邻域系

数权重与阶数α成反比，并且正比比重大于反比比

重，比较关系如图２。因此，对于不同阶数α的值，其

中心点或邻域点的重要程度也不相同，α值越大，越

突出中心点的重要程度。由此，对各个像素点的掩

模滤波运算，可以用不同的相应掩模进行处理，来适

当加强图像灰度突变区域的灰度值，保留图像变化

平缓的灰度值。

α
８α－８

α
８α－８

α
８α－８

α
８α－８

８

８－８α
α

８α－８

α
８α－８

α
８α－８

α
８α－８

图１　３×３掩模模板

图２　掩模各个系数与阶数α的关系
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１．２　自适应α阶微分的推导过程

图像梯度反映了图像的空间变化率，表现在图

像轮廓上，就是像素的灰度突变，则其梯度值就很

大；图像灰度变化平缓，梯度值就较小；在等灰度区

域，梯度值则为零。图像梯度对图像的纹理较为敏

感，可以根据图像的梯度变化，使对比度在边缘细节

部分增加的大一些，在平缓的部分小一些。依此，致

力于寻求分数阶微分阶数与图像梯度模值之间的函

数映射关系，以便依据图像梯度特征自适应地生成

分数阶微分阶数α。

图像犳在其像素点（狓，狔）上的梯度是１个二维

列向量

犌［犳（狓，狔）］＝
犌′狓

犌′
［ ］

狔

＝

犳
狓

犳


熿

燀

燄

燅狔

。 （４）

定义梯度的模值

ｍａｇ（犌［犳（狓，狔）］）＝ 犌狓′
２
＋犌狔′槡

２
＝

［（犳
狓
）２＋（

犳
狔
）２］。

为了降低运算量，采用如下公式近似求梯度模值

ｍａｇ（犌［犳（狓，狔）］）＝ 犌狓′
２
＋犌狔′槡

２
＝

ｍａｘ｛狘犌狓′狘，狘犌狓′狘｝，

将偏微分犳
狓
和犳
狔
近似用差分Δ狓犳（狓，狔）和Δ狔犳（狓，

狔）代替，沿狓和狔方向的一阶差分表示为

犌′狓 ＝Δ狓犳（狓，狔）＝犳（狓＋１，狔）－犳（狓，狔）；

犌′狔 ＝Δ狔犳（狓，狔）＝犳（狓，狔＋１）－犳（狓，狔
｛ ）。

至此，求得梯度的模值

ｍａｇ（犌［犳（狓，狔）］）＝ｍａｘ｛狘犌′狓狘，狘犌′狓狘｝＝

ｍａｘ（狘犳（狓＋１，狔）－犳（狓，狔）狘，

狘犳（狓，狔＋１）－犳（狓，狔）狘）。（５）

　　研究基于２５６级灰度图像。根据人眼视觉特

性，在图像灰度很高和很低的情况下，人眼对灰度的

分辨力很差。而在图像灰度适中的情况下，人眼的

分辨力最强。在１２８级灰度附近，人眼可以分辨出

２个灰度级的差别。在图像处理中，图像在空域灰

度变化的速度反映图像的梯度大小。由此，直接将

梯度值小于２的像素点的灰度值保留不变。另外，

由人眼的视觉特性可知，图像变化幅度较大，细节丰

富的区域容易引起人眼的注意，而变化平缓的区域

则不易引起注意。对灰度图像而言，人眼会将注意

力集中在灰度值变化大的区域。由此，对图像纹理

细节丰富的区域，应适当加强这个区域的灰度间隔。

对图像边缘突变的地方，应适当约束这个区域的灰

度间隔，而对平缓或等灰度的区域，应保留灰度值

不变。

因此，根据所设计的掩模和人眼视觉特性分析，

得到分数阶微分阶数α与梯度模值 ｍａｇ（犌）的一种

分段线性函数：

α＝

１

ｍａｘ′（犌）＋ε１
·ｍａｇ（犌）＋｛ε２｝，ｍａｇ（犌）＞９０；

０　　，　　　ｍａｇ（犌）＜２

烅

烄

烆 。

（６）

　　这里ｍａｘ′是所有像素点的梯度模值的最大值。

为了保证α值不超过１，ε１ 为任意正数，为了突出掩

模中心点对邻域各点的影响，可以增加一个可选的

正数参数ε２，ε２ 要满足下列条件

ε２ ＜１－
１

ｍａｘ′（犌）＋ε１
·ｍａｇ（犌）。

当ｍａｘ（犌）＞９０，采用ε１＝ｍａｘ′（犌），所以ε２＜０．５，

取ε２＝０．４９９。当２＜ｍａｘ（犌）＜＝９０，采用ε１＝

２ｍａｘ′（犌），所以ε２＜０．６６６６，取ε２＝０．６６６。由次，

采用的分数阶微分阶数α与梯度模值 ｍａｇ（犌）的一

种分段线性函数：

α＝

１

２ｍａｘ′（犌）
·ｍａｇ（犌）＋０．４９９，９０＜ｍａｇ（犌）；

１

３ｍａｘ′（犌）
·ｍａｇ（犌）＋０．６６６，ｍａｇ（犌）＜＝９０；

０　　，　　ｍａｇ（犌）＜２

烅

烄

烆 。

（７）

根据式（７）可以知，对于图像灰度值突变的边缘，则

其梯度模值较大，分数阶微分阶数α适当减小。对

于纹理密集的区域，分数阶微分阶数α适当增大。

对等灰度区域或平缓区域，梯度值为零或者小于２，

则其分数阶微分阶数为零，不对其进行处理，保留图

像相应灰度值。

１．３　自适应α阶微分对信号增强的分析

犌 犔 公式（１）可以约简为如下等式

犌
犪犇狋

α
犳（狋）＝犺

－α



［狋－犪
犺
］

犿 ＝０

（－１）
犿
×

Γ（α＋１）

犿！Γ（α－犿＋１）

犳（狋－犿犺）， （９）

　　不失一般性，对指定犺的步长值，可以得到犌

犔 公式对属于犔２（犚）空间的锯齿波、方波信号和ｓｉｎ犮

函数的不同阶数的分数阶微分的处理效果，如图３。自

适应α为每一个坐标点相对于下一个坐标点的斜率的

绝对值，对斜率大于１（即阶数α大于１）的坐标点，其对

应的阶数α取０．９９，以使阶数α不超过１。

分析图３可以得出，自适应α阶微分具有以下

特点
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１）沿斜坡的自适应α阶微分值非零，亦非常数，

对信号做非线性增强，而沿斜坡的整数阶微分值为

常数；

２）平坦段的自适应α阶微分值保持不变，而指

定分数阶的微分值是渐趋于零的，任意整数阶微分

值则为零；

３）自适应α阶微分适当约束了高频成分的增

强，而使中频细节得以加强，这样从一定程度上抑制

了噪声，增强了信号细节信息，并保留了信号的包络

分布。

可以证明二维数字图像犳（狓，狔）∈犔
２（犚２）

［１６］，

所以一维函数犳（狋）的分数阶微分对信号作用规律

的分析同样适合二维数字图像。

图３　不同阶数对一维信号的作用规律

１．４　自适应α阶微分算法分析与时间复杂度

笔者提出的自适应α阶微分算法，其核心部分

包括阶数α的确定和α阶微分对图像纹理增强２部

分。因此，对于给定的一幅图像，首先计算出自适应

的α阶数，然后依据设计的掩模模板对图像相应的

像素进行逐个处理。其算法描述如下

１）输入一幅待处理的图像犳，若为非灰度图像，

将其转化为灰度图像；

２）计算图像犳在各个像素点的梯度值，并依据

人眼视觉特性的理论，求得对应各个像素点的α

阶数；

３）根据设计的掩模模板对图像犳的各个像素进

行处理，对图像边缘不能利用模板处理的像素点，保

留其灰度值，输出增强后的图像犵。

以犖×犖 的图像为例，求解梯度值需要对每个

像素进行２次加法运算，即需要２犖２ 次加法运算。

按照３×３的掩模模板，对图像犳进行处理，对掩模

中心点距原图像犳边缘的距离不大于犖－１的像素

进行逐个处理，并且需要９次加法运算，即需要９

（犖－１）４ 次加法运算。因此自适应α阶微分算法的

时间复杂度为犗（犖４）。可以看出，该算法以降低部

分时间效率为代价，使分数阶微分理论能够完全自

动化地应用在图像处理上。

２　实验与分析

采用３种典型的阶数α＝０．３、α＝０．５和α＝０．８

作为指定分数阶微分阶数，为了分析比较自适应α

阶微分与指定分数阶微分的图像纹理增强能力，对

３种不同的图像做了３组比较实验，结果如图４。从

图４可知，自适应α阶微分对３种不同图像的处理

结果，都使其纹理细节得到了增强，表现更清晰，不

会出现弱锐化和强锐化现象，更符合人们的视觉

感受。

为了客观评价各种方法的增强能力，依据信息

熵［１７１８］和平均梯度［１９２０］等纹理分析的定量标准，对

增强后的图像进行分析。结果如表１。从图４（ａ）和

表１可知，首先，对于所有的处理方法而言，其平均

梯度都得到了提高，说明分数阶微分可以增强图像

清晰度，改善图像质量。自适应α阶微分得到的平

均梯度是原图的１～２倍，其平均梯度明显高于α＝

０．３和α＝０．５的平均梯度。这表明，自适应α阶微

分可以得到清晰度更好的图像。其次，对于所有的

处理方法而言，其信息熵一般都得到了提高，表明分

数阶微分可以增强图像边缘和纹理细节。自适应α

阶微分得到的信息熵高于原图像。这表明，自适应

α阶微分可以明显增强图像纹理细节并且接近于指

定阶数下的最佳效果。对（ｂ）和（ｃ）２组实验进行分

析，可以得到相同的结论。因此，自适应α阶微分在

增强图像纹理细节、提高图像清晰度和对比度方面

具有较好的性能，并且依据图像自身梯度信息完全

自动化地处理图像，可以极大地节省人工寻求最佳
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分数阶微分阶数的时间，可以一定程度上地满足大

量动态序列图像的增强处理要求。

为了证明自适应α阶微分算法可以一定程度上

处理具有实时性要求的大量动态序列图像，在Ｉｎｔｅｌ

（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ＤｕｏＣＰＵＴ６４００的机器上，对该算

法进行图像处理所花费的时间，做了一组的实验。

结果如表２。数据表明，在目前中端性能的机器上，

自适应α阶微分完全可以满足大量动态序列图像的

处理要求。

图４　３种不同图像的不同阶数微分的效果比较

（犪０）、（犫０）和（犮０）为原图；（犪１）、（犫１）和（犮１）为自适应α阶微分；（犪２）、（犫２）和（犮２）为

０．３阶微分；（犪３）、（犫３）和（犮３）为０．５阶微分；（犪４）、（犫４）和（犮４）为０．８阶微分

表１　自适应α阶微分与固定分数阶微分对图像

纹理增强能力的定量比较

（ａ）组图像

阶数 信息熵 平均梯度

０．０ ７．６９７８ ７．１５５１

自适应α阶 ７．７２９５ １２．６１６

０．３ ７．６８１１ ７．６３２８

０．５ ７．６７１３ ９．２０９３

０．８ ７．７９０６ １６．６７８

（ｂ）组图像

阶数 信息熵 平均梯度

０．０ ７．６３８６ ９．２７０

自适应α阶 ７．７８１１ １７．９７７

０．３ ７．６６３６ １０．２３０

０．５ ７．７１５５ １２．６３８

０．８ ７．８１３４ ２２．８２３

（ｃ）组图像

阶数 信息熵 平均梯度

０．０ ７．４１９４ １０．８４３

自适应α阶 ７．４１６３ ２５．９０８

０．３ ７．４７１７ １３．６０１

０．５ ７．５１３９ １７．１１５

０．８ ７．３７５１ ２９．８１９

表２　自适应α阶微分对３种不同图像的处理时间

图像 图像ａ 图像ｂ 图像ｃ

狋／ｓ ０．０４７０ ０．０４７０ ０．０４７０

３　结　论

针对目前只能通过人为实验指定最佳分数阶微

分阶数的现状，笔者研究并提出了可以依据图像自

身梯度信息和人眼视觉特性等理论的能够自动生成

分数阶微分阶数的新方法。并依据信息熵和平均梯
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度等图像纹理分析的定量标准，对增强后的图像做

了比较分析。实验结果表明自适应α阶微分可以得

到连续变化的增强效果，适用于任意灰度图像的纹

理增强，较之固定分数阶微分节省了大量人工寻求

最佳分数阶微分阶数的时间，有利于实时性地处理

大量动态序列图像，使分数阶微分理论用于动态目

标跟踪和识别成为可能。同时实验结果也证明了对

依据图像梯度进行分数阶微分阶数自动调整的理论

分析的正确性。
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