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摘　要：采用附加自由度的方法来处理梁单元的端部释放，为单元端部释放的处理提供了一种

新的方法。根据具有附加自由度梁单元的应变矩阵，得到了扩充后的梁单元刚度矩阵，并推导出单

元自由度沿整体坐标系释放或沿单元局部坐标系释放两种情况统一的刚度矩阵转换公式。针对两

节点的梁单元采用ＵＬ列式，进行了非线性有限元分析，并编制了相应的分析计算程序。用此程序

分析了具有自由度释放的梁单元模拟大位移大转动的性能，并与现有方法进行了比较。算例结果

表明，附加自由度方法具有精度高，操作简便的优势。
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　　空间杆系结构的有限元方法中，常要处理单元

端部释放的情况。端部释放的单元是杆系结构中一

种重要的单元形式，在实际工程中已广泛应用。目

前处理梁单元端部释放的方法一般有两种：一种是

采用自由度缩聚的方法，这种方法对单元刚度矩阵

采用求逆的方式进行缩聚处理［１６］，不需要另外建立

节点，只要在单元内部对释放自由度进行缩聚，该方

法的优点在于建模方便，减少了自由度数目；缺点是
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精度有所损失，对于非线性问题的分析结果影响较

大，有时甚至不收敛；第２种方法采用自由度耦

合［７８］的方式进行处理，即建立重复节点，然后耦合

某些自由度。这种方法没有对刚度矩阵进行缩聚处

理，但需要有限元模型中允许多个节点的几何位置

可以重合。其优点在于保留了释放自由度，计算精

度高，缺点是有限元模型的建立和修改过程烦琐，容

易出错，不符合工程人员的习惯。考虑到实际工程

的需求，通过修改单元自由度数来完成该项功能。

采用单元附加自由度的方法进行梁端部释放的处

理，集合了上述２种方法的优点，既不需要处理重复

节点，建模简便，同时又能保留释放的自由度项，可

以完整的考虑刚度矩阵，计算分析精确。

１　梁单元端部释放产生附加自由度的

方程推导

　　文中主要是在２节点截面梁
［９１０］基础上进行推

导得到的，非线性格式采用 Ｕ．Ｌ．列式
［１１１３］，具体推

导过程如下。

方法的核心在于对梁单元从单元局部坐标到整

体坐标的转换矩阵进行内部处理，处理过程不影响

非线性迭代计算，因此具有很强的通用性，对应变位

移矩阵的处理最后等效成对单元转换矩阵的处理。

在有限元分析流程中需要增加和改动的部分如图１

所示：

图１　单元自由度释放非线性分析理论

已知：整体坐标系下为（狓，狔，狕），单元局部坐标

系为（狓′，狔′，狕′），假设：

λ０ ＝

犾狓′狓 犾狓′狔 犾狓′狕

犾狔′狓 犾狔′狔 犾狔′狕

犾狕′狓 犾狕′狔 犾

熿

燀

燄

燅狕′狕

， （１）

其中：犾狓′狓＝ｃｏｓ（狓′，狓）。

单元 局 部 坐 标 系 下，单 元 刚 度 矩 阵 为：

犓′犲＝∫犅′
Ｔ犇犅′ｄ犞。其中，单元局部坐标系下应变位

移矩阵为犅′＝［…　犅′犻　犅′犼　犅′犽　…］。

整 体 坐 标 系 下，单 元 刚 度 矩 阵 为：

犓犲＝∫犅
Ｔ犇犅ｄ犞。其中，整体坐标系下应变位移矩

阵为犅＝［…　犅犻　犅犼　犅犽　…］。

单元局部坐标系与整体坐标系之间应变位移矩

阵的转换公式为：犅犻＝犅′犻λ犻，其中λ犻＝
λ０ ０

０ λ
［ ］

０

。

定义４个矩阵，分别是整体坐标系下保留自由

度与原自由度的转换矩阵为犜ｒｅｌｅａｓｅｄ，整体坐标系下

释放自由度与原自由度的转换矩阵为犜ｒｅｌｅａｓｅｄ，单元

局部坐标系下保留自由度与原自由度的转换矩阵为

犜′ｒｅｓｅｒｖｅｄ，单元局部坐标系下释放自由度与原自由度

的转换矩阵为犜′ｒｅｌｅａｓｅｄ。

对于应变 位移矩阵进行处理可分成如下２种

情况：

情形一：对该单元犼节点整体坐标系下的某几

个自由度进行释放（见图２）

图２　整体坐标系下自由度释放处理

情形二：对该单元犼节点单元局部坐标系下的

某几个自由度进行释放（见图３）

图３　单元局部坐标系下自由度释放处理

这２种情形其实可以统一成采用不同的转换矩

阵来表示：

犅＝犅′犜， （２）
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　　情形一等效的转换矩阵为

犜＝

     

… λ犻 ０ ０ … ０

… ０ λ犼犜ｒｅｓｅｒｖｅｄ ０ … λ犼犜ｒｅｌｅａｓｅｄ

… ０ ０ λ犽 … ０

    

熿

燀

燄

燅

。

（３）

　　情形二等效的转换矩阵为

犜＝

     

… λ犻 ０ ０ … ０

… ０ 犜′ｒｅｓｅｒｖｅｄλ犼 ０ … 犜′ｒｅｌｅａｓｅｄ

… ０ ０ λ犽 … ０

    

熿

燀

燄

燅

。

（４）

　　即整体坐标系下，单元刚度矩阵为

犓犲 ＝犜
Ｔ犓′犲犜。 （５）

　　还原单元位移处理见图４。

图４　还原单元位移处理

２　２种坐标系下自由度释放的典型

示例

２．１　整体坐标系下自由度释放示例

以２节点截面梁单元为例，１个节点具有６个

自由度，如果在整体坐标系下释放１节点的狓方向

转角和２节点的狔方向平动位移，那么该梁单元自

由度数为１４，等效转换矩阵为

犜＝
λ犜

１
ｒｅｓｅｒｖｅｄ ０ λ犜

１
ｒｅｓｅｒｖｅｄ ０

０ λ犜
２
ｒｅｓｅｒｖｅｄ ０ λ犜

２
ｒ

［ ］
ｅｓｅｒｖｅｄ

，

（１）

其中：

犜１ｒｅｓｅｒｖｅｄ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ １

，犜１ｒｅｌｅａｓｅｄ＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

１

０

０

，

（２）

犜２ｒｅｓｅｒｖｅｄ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ １

，犜２ｒｅｌｅａｓｅｄ＝

熿

燀

燄

燅

０

１

０

０

０

０

，（３）

　　最后犜矩阵为１２×１４，形成的单元刚度矩阵为

１４×１４。

２．２　单元局部坐标系下自由度释放示例

如果在单元局部坐标系下释放１节点的狓方向

转角和２节点的狔方向平动位移，那该梁单元自由

度数为１４，等效转换矩阵为

犜＝
犜′１ｒｅｓｅｒｖｅｄλ ０ 犜′１ｒｅｌｅａｓｅｄ ０

０ 犜′２ｒｅｓｅｒｖｅｄλ ０ 犜′２ｒ
［ ］

ｅｌｅａｓｅｄ

，

（４）

其中：

犜′１ｒｅｓｅｒｖｅｄ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ １

，犜′１ｒｅｌｅａｓｅｄ＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

１

０

０

，

（５）

犜′２ｒｅｓｅｒｖｅｄ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ １

，犜′２ｒｅｌｅａｓｅｄ＝

熿

燀

燄

燅

０

１

０

０

０

０

，

（６）

　　最后犜矩阵为１２×１４，形成的单元刚度矩阵为

１４×１４。

３　数值算例分析

根据上述计算方法编制了非线性有限元程序，

并通过数值算例验证该方法的有效性。比对象为

ＡＮＳＹＳ的ＢＥＡＭ４４单元，ＡＮＳＹＳ中单元局部坐

标系下的自由度释放采用的是单元缩聚的方法，而

整体坐标系下的释放采用的整体坐标系下非释放自

由度耦合的方法。

３．１　线位移释放算例

如图５所示，直梁一端固结，一端简支，位于狓狕

平面内，承受跨中的集中弯矩 犕狔。横截面边长为

２００ｍｍ，犕狔＝０．２５犈犐π／犔，犈＝２０６ｋＮ／ｍｍ
２，犔＝

１ｍ。将直梁划分为４个单元，对与简支支座相连的
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梁单元端部进行自由度释放，释放情况如下：分别沿

整体坐标系和单元局部坐标系释放狓方向和狕方向

的线位移自由度。ＡＮＳＹＳ中的整体释放采用的是

耦合命令ＣＰ，局部释放采用的是单元局部坐标系下

的单元释放功能。计算时分１０级加载，ＡＮＳＹＳ和

计算结果详见表１。由表１可得，对于这种大位移

的情况，ＡＮＳＹＳ局部释放无法实现，原因是因为

ＡＮＳＹＳ采用的自由度缩聚的做法，这种缩聚的方

法减少了自由度，在大位移计算时容易产生不收敛

的计算问题。而文中的方法２种情况均可以实现，

而且整体释放跟悬臂梁计算结果完全一致，而局部

释放位移略小于整体释放的情况，这与工程实际完

全吻合。因此，文中的计算方法完全可信，且比已有

的处理方法有很大改进。

图５　算例１未释放模型图

表１　算例１计算结果

输出参数
犃点位移（ＡＮＳＹＳ）

悬臂梁 整体释放 局部释放

犅点位移（ＡＮＳＹＳ）

悬臂梁 整体释放 局部释放

狌／ｍｍ －９４．１６８ －９４．１６８ 不能计算 －３８７．９６０ －３８７．９６０ 不能计算

狑／ｍｍ －３７５．８８０ －３７５．８８０ 不能计算 －１０８３．９００ －１０８３．９００ 不能计算

θ狔／ｒａｄ ０．７８７ ０．７８７ 不能计算 ０．７８７ ０．７８７ 不能计算

输出参数
犃点位移（本文）

悬臂梁 整体释放 局部释放

犅点位移（本文）

悬臂梁 整体释放 局部释放

狌／ｍｍ －９４．３４０ －９４．３４０ －９４．３４０ －３８９．９７４ －３８９．９７４ －３８４．８６６

狑／ｍｍ －３７６．０４６ －３７６．０４６ －３７６．０４６ －１０８５．８８３ －１０８５．８８３ －１０８０．７４０

θ狔／ｒａｄ ０．７８６ ０．７８６ ０．７８６ ０．７８６ ０．７８６ ０．７８６

３．２　转角位移释放算例

如图６所示，直梁两端固接，位于狓狕平面内，

１／４跨承受集中力。截面几何和材料特性同文中算

例１。跨中犅节点释放情况考虑如下３种：犅节点

不释放，对两端固接梁进行分析，分别沿整体和单元

局部坐标系释放狔方向的转角角位移自由度。分２

种情况加载，情况一：只有荷载犘狕＝－１０００００ｋＮ，

情况二：犘狔＝犘狕＝－１０００００ｋＮ。计算时分１０级加

载，ＡＮＳＹＳ和文中计算结果详见表２和表３。由计

算结果可得，对于这种工程上经常出现的大位移大

转动问题，文中和 ＡＮＳＹＳ计算结果２种情况都非

常接近。其中情况１应该局部释放和整体释放都一

样，文中计算结果完全吻合，ＡＮＳＹＳ计算结果有微

小差别。情况二整体释放和局部释放会略有差别，

文中计算结果跟ＡＮＳＹＳ计算结果误差都在５％以

内。以上计算结果表明：证明文中的转角释放结果

真实可信，且计算效率高，建模方便。

图６　算例２释放后模型图

表２　算例２情况一计算结果（犘狕＝－１０００００犽犖）

输出参数
犃点位移（ＡＮＳＹＳ）

无释放 整体释放 局部释放

犅点位移（ＡＮＳＹＳ）

无释放 整体释放 局部释放

狌／ｍｍ －１．２５１ －０．３０２ －０．２３５ －０．５６７ ０．７９１ ０．７８５

狑／ｍｍ －６１．９５７ －６９．８９２ －６９．６０５ －７２．２８０ －１１６．１５０ －１１６．９７０

θ狔／ｒａｄ ０．１２２ ０．１５９ ０．１５９ ０．０５６ －０．１６８ －０．１６８
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续表

输出参数
犃点位移（本文）

无释放 整体释放 局部释放

犅点位移（本文）

无释放 整体释放 局部释放

狌／ｍｍ －１．６７２ －０．６８０ －０．６８０ －０．３７２ ０．４５０ ０．４５０

狑／ｍｍ －６０．８４０ －６８．０７４ －６８．０７４ －７０．８３４ －１１３．４１１ －１１３．４１１

θ狔／ｒａｄ ０．１２０ ０．１５５ ０．１５５ －０．０５５ －０．１６４ －０．１６４

表３　算例２情况二计算结果（犘狔＝犘狕＝－１０００００犽犖）

输出参数
犃点位移（ＡＮＳＹＳ）

无释放 整体释放 局部释放

犅点位移（ＡＮＳＹＳ）

无释放 整体释放 局部释放

狏／ｍｍ －６０．３４０ －５８．４２８ －５７．７９１ －６９．４７７ －６６．４６７ －６６．３２０

狑／ｍｍ －６０．３４０ －６７．３３９ －６７．２６４ －６９．４７７ －１０８．１３０ －１０８．１２０

θ狔／ｒａｄ ０．１１８ ０．１５０ ０．１５１ －０．０５５ －０．１５６ －０．１５９

θ狕／ｒａｄ －０．１１８ －０．１１２ －０．１１０ ０．０５５ ０．０５４ ０．０５２

输出参数
犃点位移（本文）

无释放 整体释放 局部释放

犅点位移（本文）

无释放 整体释放 局部释放

狏／ｍｍ －５８．５１３ －５６．４７４ －５６．４９８ －６７．１８７ －６４．１０４ －６４．０４４

狑／ｍｍ －５８．４９４ －６４．８２５ －６４．７７０ －６７．１７０ －１０４．５３４ －１０４．３７７

θ狔／ｒａｄ ０．１１４ ０．１４４ ０．１４４ －０．０５４ －０．１５１ －０．１５１

θ狕／ｒａｄ －０．１１４ －０．１０８ －０．１０８ ０．０５４ ０．０５２ ０．０５２

４　结　论

把端部释放的附加自由度处理方法引入到一般

有限元方法的计算当中，同时以几个算例对该方法

进行验证，得到以下结论：

１）单元局部坐标系下自由度释放时，采用附加

自由度的端部释放处理方法，可以有效消除缩聚因

素在有限元单元刚度计算中的影响，提高了计算结

果的精度，适合进行大位移非线性计算；

２）整体坐标系下自由度释放时，采用附加自由

度的端部释放处理方法，可以方便建模，不需要建立

重复节点，即能完成自由度的释放；

３）文中的自由度释放非线性分析理论和计算方

法，完成了基于有限单元计算方法系统的分析理论

创新，用相对简单的方式高效率完成结构分析中经

常出现的模拟计算问题，该理论适用范围广阔，不仅

对梁单元有效，对于其他单元（例如三节点等参梁单

元［１４，１５］）同样有效，理论通用性强。
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