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摘　要：为有效分析三维复合材料层合板非线性、单向耦合弹性问题，基于渐近变分方法构建

单斜对称的复合材料层合板的简化模型。推导了基于旋转张量分解概念的复合材料层合板能量表

达式；利用渐近变分法将三维层合板严格拆分为二维板分析和沿法线方向的一维非线性分析；进行

了降维后近似能量推导及ｒｅｉｓｓｎｅｒ形式转换；提供了三维场重构关系以得到沿厚度方向的准确应

力分布。通过对一具有四层复合层合板的柱形弯曲算例表明：基于该理论和重构过程开发的渐近

变分程序ＶＡＰＡＳ重构生成的三维应力场精确性较古典层合理论更好，与三维有限元精确解相

一致。
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　　近２０年来，复合材料由于其优良的工程属性和

制造技术在航天航空、机械、土木等领域的应用不断

增加。复合材料结构很多是厚度尺寸比其它２个方

向尺寸小得多的平板铺层结构，复合材料铺层设计

的灵活性为结构的应力计算、变形分析以及强度预

测带来额外的复杂性。基于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ薄板假设、由

三维弹性理论推导出的古典层合理论是最简单的复

合板分析理论，但若计入板厚，其精度较三维有限元

精 确 解 下 降 很 多。 Ｎｏｏｒ
［１３］、 Ｒａｍｅｓｈ

［４］、

Ｔｏｕｒａｔｉｅｒ
［５］、Ｉｃａｒｄｉ

［６］、Ｃｈｏ
［７］和 Ｋｉｍ

［８９］利用板厚相

对基准面上的变形很小的特点，将板的厚度坐标从

偏微分方程的独立变量中去掉，用精确的二维模型

代替三维模型以对古典模型不足之处进行改进，但

大部分研究都是基于特定的动力学假设（如沿厚度

方向的位移分布假设等），无法较好地反映层合板三

维效应和铺层之间的相互作用。

随着近年来计算硬件和软件的发展，可使用三

维有限元软件 ＡＮＳＹＳ或 ＮＡＳＴＲＡＮ对这类复合

层合板进行三维计算和分析，如王跃进等［１０］以

ＡＢＡＱＵＳ有限元软件为平台，对三维复合层合板渐

近损伤进行非线性分析；Ａｐａｌａｋ
［１１］的分析模型中对

复合材料层合板采用ＡＮＳＹＳ软件中的八节点三维

层状体单元进行应力求解。但仍有必要对这种结构

进行简化分析，首先，许多工程问题目前无法用三维

有限元分析处理，如实际的转子叶片由２００多层非

常薄的复合层构成，若使用三维有限元模型，每一铺

层至少需要一个单元进行模拟，该叶片模型很容易

超过１０９ 个自由度，由４个转子叶片构成的旋翼气

弹性三维有限元分析目前无法在计算机完成；对整

个结构进行有限元分析的起始准备工作，包括材料

种类的选择、层合和夹层结构的设计以及层合板铺

设方式设计中，有限元软件的实用性不大，当在层合

板结构的不同层的级别上对复合材料行为（应力、应

变分布）进行细节研究时，有限元软件提供的后处理

能力尤其有限。尽管三维有限元在连续介质力学框

架内能提供很好的准确性，但计算太费时，且耗费大

量的计算机资源，难以在规定的设计和分析时间内

完成预定目标，因此迫切需要一种高效、快速的专业

复合材料层合板分析方法和程序，以缩短设计时间，

降低计算成本。

文中以三维复合材料层合板的各向异性、弹性

问题 为 研 究 对 象，利 用 旋 转 张 量 分 解 概 念

（ＤＲＴ）
［１２１３］和渐近变分法［１４１５］（ＶＡＭ）对复合材料

层合板进行高仿真模拟和三维场精确重构研究，建

立一种简单的、便于工程应用的复合材料层合板简

化模型，解决复合材料层合板各向异性、非均匀性带

来结构复杂性的关键技术问题，为今后复合层合板

进一步研究与应用提供新的思路和理论依据。

１　理论基础

１．１　三维复合层合板能量表达式

复合材料层合板变形前基准面上任意一点位置

可由图１所示的笛卡尔坐标系狓犻 表示，式中狓α 是

基准面上相互正交的坐标，狓３ 是法向坐标（拉丁字

母下标犻，犼，犽代表１，２，３；希腊字母下标α代表１，２，

下同）。引入１组沿狓犻 方向的单位向量犫犻，板上任

一点的位置可由固定点犗到狓α 确定点的位置向量

狉^描述为

狉^（狓１，狓２，狓３）＝狉（狓１，狓２）＋狓３犫３， （１）

当定义板的中间层为其基准面时

〈^狉（狓１，狓２，狓３）〉＝狉（狓１，狓２）， （２）

式中尖括号表示沿板厚度的积分，下同。

图１　复合材料层合板变形前、后坐标系

板变形后，位置向量狉^转换为变形后的位置向

量犚^，后者可通过引入与板变形有关的另一组单位

向量犅犻唯一确定。犅犻仅是为方便表达向量和张量

引入的工具，其方向不必与变形面相切。犅犻和犫犻之

间的关系由方向余弦函数矩阵犆（狓１，狓２）确定为

犅犻＝犆犻犼犫犼犆犻犼 ＝犅犻·犫犼， （３）

　　变形板上任一点的位置向量犚^可表示为

犚^（狓１，狓２，狓３）＝犚（狓１，狓２）＋狓３犅３（狓１，狓２）

＋狑犻（狓１，狓２，狓３）犅犻（狓１，狓２）， （４）

式中狑犻是翘曲分量，在这里视为未知的三维函数求

解，以考虑包括翘曲变形在内的所有变形。

翘曲的引入使式（４）有６次冗余，需６个约束来

求解方程，与式（２）类似，可定义犚^在变形板的中间
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层，这样，翘曲函数必须满足３个约束：

〈狑犻（狓１，狓２，狓３）〉＝０， （５）

　　将犅３ 设为与板变形面垂直可确定其它２个

约束。

基于旋转张量分解理论［１２１４］，由局部小旋转的

条件，ＪａｕｍａｎＢｉｏｔＣａｕｃｈｙ应变分量可表示为

Γ犻犼 ＝１／２（犉犻犼＋犉犼犻）－δ犻犼， （６）

式中，犉犻犼是变形梯度张量的混合基分量。

犉犻犼 ＝犅犻·犌犽犵
犽·犫犼， （７）

式中，犌犽＝^犚／狓犻 为变形状态的协变基，可由广义

二维应变定义得到

犚，α ＝犅α＋εαβ犅β， （８）

犅犻，α ＝ （－犓αβ犅β×犅３＋犓α３犅３）×犅犻， （９）

式中：εαβ为ε阶二维广义应变；犓α犼为变形曲面的曲

率；（　），α＝（　）／狓α，下同。

假设应变很小，忽略一维广义应变和翘曲的乘

积项，层合板三维应变场可表示为

Γ＝Γ犺狑＋Γεε＋Γ犾α狑，α， （１０）

式中：

Γ＝ ［Γ１１　２Γ１２　２Γ２２　２Γ１３　２Γ２３　Γ３３］
Ｔ，（１１）

狑＝ ［狑１　狑２　狑３］
Ｔ， （１２）

ε＝ ［ε１１　２ε１２　ε２２　犓１１　犓１２＋犓２１　犓２２］
Ｔ，

（１３）

算子Γ犺，Γε，Γ犾α可参阅文献［１４］。

板每单位面积上的应变能可表示为

犝 ＝１／２〈Γ
Ｔ犇Γ〉， （１４）

式中犇是６×６阶对称材料参数阵。

通过引入板变形后的拉格朗日虚拟位移和旋转

变量，可得到载荷产生的虚功为

δ^犚＝δ珔狇犅犻犅犻＋狓３δ珔ψ犅犻×犅３＋δ狑犻犅犻＋δ
珔
ψ犅犻犅犻×狑犼犅犼，

（１５）

　　式中虚拟位移为

δ珔狇犅犻 ＝δ狌·犅犻， （１６）

　　虚拟旋转为

δ犅犻＝ （－δ珔ψ犅β犅β×犅３＋δ珔ψ犅３犅３）×犅犻。（１７）

　　由于应变和翘曲变形很小，可安全地忽略虚拟

旋转中翘曲与荷载的乘积项，得到荷载τ犻犅犻，β犻犅犻，φ犻

犅犻（分别作用在顶面、底面和厚度方向）产生虚拟位

移所做的虚功为

δ珨犠 ＝ （τ犻＋β犻＋〈φ犻〉）δ珔狇犅犻

＋δ珔ψ犅α［犺／２（τα－βα）＋〈狓３φα〉］

＋δ（τ犻狑犻
＋
＋β犻狑犻

－
＋〈φ犻狑犻〉）， （１８）

式中（　）
＋ ＝（　）｜狓３＝犺／２，（　）

－ ＝（　）｜狓３＝－犺／２，

下同。

根据虚功原理，复合层合板变形后的能量问题

完整的表述为

δ犝－δ珨犠 ＝０， （１９）

　　能量的泛函为

 ＝犝＋犠， （２０）

　　在式（５）约束下的总能量中，狑是建模中唯一需

确定的未知量，可由对总能量最小化求得。

δ ＝０。 （２１）

　　式（２０）仅是原三维板弹性问题的另一表达形

式。若直接进行求解，将会遇到与原三维板弹性问

题相同的困难。若板由多层复合层构成，该计算过

程将变得十分繁琐。文中借助渐近变分法渐近计算

三维翘曲函数，可使计算得到简化。为考虑任何横

截面形状和各向异性材料，首先应用有限元方法将

三维翘曲场离散为

狑（狓１，狓２，狓３）＝犛（狓３）犞（狓１，狓２）， （２２）

式中：犛（狓３）表示单元形函数，犞 是横断面节点翘曲

位移。将式（２２）代入（１９）中，可得到离散形式的总

能量为

２ ＝犞
Ｔ犈犞＋２犞

Ｔ（犇犺εε＋犇犺犾１犞，１＋犇犺犾
２
犞，２）

＋ε
Ｔ犇εεε＋犞

Ｔ
，１犇犾

１
犾
１
犞，１＋犞

Ｔ
，２犇犾

２
犾
２
犞，２

＋２（犞
Ｔ
，１犇犾

１εε＋犞
Ｔ
，２犇犾

２εε＋犞
Ｔ
，１犇犾

１
犾
２
犞２）＋２犞

Ｔ犔，

（２３）

式中，犔＝－犛＋Ｔτ－犛
－Ｔ

β－〈犛
Ｔ

φ〉为荷载相关项。

新引入的与几何形状和材料属性有关的变量

包括：

犈 ＝ 〈［Γ犺犛］
Ｔ犇［Γ犺犛］〉，犇犺ε ＝ 〈［Γ犺犛］

Ｔ犇Γε），

犇犺犾
１
＝〈［Γ犺犛］

Ｔ犇［Γ犾
１
犛］〉，犇犺犾

２
＝〈［Γ犺犛］

Ｔ犇［Γ犾
２
犛］〉，

犇εε ＝ 〈Γε
Ｔ犇Γε），犇犾１犾１ ＝ 〈［Γ犾１犛］

Ｔ犇［Γ犾
１
犛］〉，

犇犾
１
犾
２
＝〈［Γ犾

１
犛］Ｔ犇［Γ犾

２
犛］〉，犇犾

２
犾
２
＝〈［Γ犾

２
犛］Ｔ犇［Γ犾

２
犛］〉，

犇犾
１ε＝ 〈［Γ犾

１
犛］Ｔ犇Γε〉，犇犾２ε＝ 〈［Γ犾２犛］

Ｔ犇Γε〉，

（２４）

　　式（５）的离散形式为

犞Ｔ犎ψ ＝０， （２５）

式中：犎＝〈犛Ｔ犛〉；ψ是犈 的正交化核心矩阵，ψ
Ｔ犎

ψ＝１。这样三维翘曲函数的求解问题转化为在式

（２５）约束下式（２３）最小化。

１．２　降维后的近似能量公式推导

众所周知，弹性体的形态完全由其能量所确定。

渐近变分法（ＶＡＭ）是一种有效的数学工具，可用２

维能量尽可能准确地再现３维能量。对复合层合板

结构，可选择犺／犾和广义二维应变的阶数狀作为渐

近变分计算所需的小参数。式（１０）的第一项是‖犞

‖／犺的阶数，最后二项是‖犞‖／犾的阶数，很明显比

第一项阶数高，利用该特征可避免求解未知函数的

导数。各分量的阶数为
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εαβ ～犺καβ ～狀，犳３ ～μ（犺／犾）
２狀，

犳α ～μ（犺／犾）狀，犿α ～μ犺（犺／犾）狀， （２６）

式中μ为材料项的阶数。

应用 ＶＡＭ，首先需根据泛函的不同阶数找到

主导项。由于总能量中只有翘曲是变化的，只需找

到仅含有翘曲的主导项或翘曲与其它量乘积项（如

广义应变和荷载）的主导项。

对式（２３）零阶近似后泛函的主导项为

２


０
＝犞

Ｔ犈犞＋２犞
Ｔ犇犺εε， （２７）

　　借助拉格朗日乘子 Λ通过对变量的常规计算

可得到式（２５）约束下式（２７）的欧拉 拉格朗日方

程为

犈犞＋犇犺εε＝犎ψΛ， （２８）

　　考虑内核矩阵ψ的属性，拉格朗日乘子Λ为

Λ＝ψ
Ｔ犇犺εε， （２９）

　　将式（２９）代回式（２８），可得

犈犞 ＝ （犎ψψ
Ｔ
－犐）犇犺εε。 （３０）

　　由于式（３０）右边与犞 的零空间犈 正交，存在唯

一解与零空间犈线性独立，可选择任何约束以获得

犞 的解为

犞 ＝犞

＋ψλ， （３１）

式中：犞为线性体系解，λ可由式（２５）确定为

λ＝－ψ
Ｔ犎犞， （３２）

　　式（３２）代入式（３１），则式（２５）约束下式（２３）的

最小化解为

犞 ＝ （犐－ψψ
Ｔ犎）犞

＝犞^０ε＝犞０， （３３）

　　将式（３３）代入式（２７）得到渐近修正到μ狀
２ 阶的

总能量泛函为

２０
＝ε

Ｔ（^犞Ｔ０犇犺ε＋犇εε）ε。 （３４）

　　这一近似能量与古典分层板理论得出的结果相

吻合，但并未建立在Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ动力学假设基础上，

且尽管能量形式相同，但由ＶＡＭ 推导出的横向法

线方向应变并不为零。

注意到零阶近似得到的翘曲是狀阶，根据ＶＡＭ

原理，为接受零阶近似结果，必须检查下一阶近似是

否高于此阶近似。为得到一阶近似翘曲，对零阶近

似翘曲进行如下摄动

犞 ＝犞０＋犞１。 （３５）

　　将式（３５）代入式（１０）及（２３），可得到一阶近似

为主导项的总能量泛函为

２１



＝犞
Ｔ
１犈犞１＋２犞

Ｔ
１犇１ε，１＋２犞

Ｔ
２犇２ε，２＋２犞１

Ｔ犔，

（３６）

式中犇１＝（犇犺犾
１
－犇Ｔ犺犾

１
）^犞０－犇犾

１ε
，犇２＝（犇犺犾

２
－犇犜犺犾

２
）

犞^０－犇犾
２ε
。

由式（２３）可知荷载的阶数与不同的翘曲函数的

阶数有关。同零阶近似一样，可求解一阶翘曲场为

犞１ ＝犞１１ε，１＋犞１２ε，２＋犞１犔。 （３７）

　　得到渐近修正到μ（犺／犾）
２狀阶的总能量泛函

２


１
＝ε

Ｔ犃ε＋ε，１
Ｔ犅ε，１＋２ε，１

Ｔ犆ε，２

＋ε，２
Ｔ犇ε，２＋２ε

Ｔ犉＋犘， （３８）

式中：

犃＝犞^
Ｔ
０犇犺ε＋犇εε，　犅＝犞^

Ｔ
０犇犾

１
犾
１
犞^０＋犞

Ｔ
１１犇１　

犆＝犞^
Ｔ
０犇犾

１
犾
２
犞^０＋１／２（犞

Ｔ
１１犇２＋犇

Ｔ
１犞１２），

犇＝犞^
Ｔ
０犇犾

２
犾
２
犞^０＋犞

Ｔ
１２犇２

犉＝犞^
Ｔ
０犔－１／２（犇

Ｔ
１犞１犔，１＋犞

Ｔ
１１犔，１＋

犇Ｔ２犞１犔，２＋犞
Ｔ
１２犔，２），

犘＝犞
Ｔ
１犔犔。 （３９）

１．３　将近似能量转换为犚犲犻狊狊狀犲狉模型形式

经二次渐近修正近似能量可直接使用，因包含

广义应变量的导数，涉及到更复杂、超过必要的边界

条件。为得到实用的能量方程，可将近似能量转换

为工程常用的Ｒｅｉｓｓｎｅｒ模型形式。

在Ｒｅｉｓｓｎｅｒ模型中有２个增加的横向剪切应变

自由度γ＝［２γ１３　２γ２３］
Ｔ，将其纳入横向法向旋转

中。可将古典应变量表示为Ｒｅｉｓｓｎｅｒ模型的应变量

形式为

ε＝犚－犇αγ，α， （４０）

式中：

犇１ ＝
０ ０ ０ １ ０ ０［ ］
０ ０ ０ ０ １ ０

Ｔ

，

犇２ ＝
０ ０ ０ ０ １ ０［ ］
０ ０ ０ ０ ０ １

Ｔ

，

犚＝ ε

１１ ２ε


１２ ε


２２ 犓

１１ 犓
１２＋犓


２１ 犓［ ］２２

Ｔ。

（４１）

　　将式（４０）代入式（３８），可得到Ｒｅｉｓｓｎｅｒ模型应

变表示的修正到二阶的总能量泛函为

２犚
＝犚

Ｔ犃犚－２犚
Ｔ犃犇αγ，α＋犚

Ｔ
，１犅犚，１＋２犚

Ｔ
，１犆犚，２

＋犚
Ｔ
，２犇犚，２＋２犚

Ｔ犉＋犘。 （４２）

１．４　三维场重构关系推导

经渐近修正的Ｒｅｉｓｓｎｅｒ形式近似能量尽可能接

近总能，可使用该模型进行静动态、屈曲和气弹性分

析，但降维模型的可靠性取决于其对原结构三维场

预测的准确性，因此需提供重构关系以完善降维模

型。文中通过二维变量和狓３ 来重构三维位移、应变

和应力场。

对二阶渐近修正的近似能量，可基于渐近修正

的严格定义，由式（１）、（３）、（４）可得一阶渐近修正的

三维变形为

犝３犱 ＝狌２犱＋狓３

犆３１

犆３２

犆３３－

熿

燀

燄

燅１

＋犛犞０＋犛珚犞１。（４３）
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式中：犝３犱是三维变形的列阵，狌２犱是板的变形。犆犻犼是

由式（３）得到的全局旋转张量分量。

从式（１０）得到一阶渐近修正的三维重构应变场

Γ＝Γ犺犛 犞０＋珚犞（ ）１ ＋Γεε＋Γ犾１犛犞０，１＋Γ犾２犛犞０，２。

（４４）

　　然后，可使用三维本构关系得到三维应力σ犻犼。

２　算　例

基于前述理论和重构关系开发了渐近变分法

板／壳计算机分析程序（ＶＡＰＡＳ）对一具有４层复合

材料层合板柱形弯曲问题进行分析。重构的三维应

力分布与三维有限元精确解和古典层合理论解

（ＣＬＴ）进行比较以验证该理论和程序的有效性、准

确性。

２．１　模型参数

复合材料工程弹性常数列于表１中。

表１　复合材料工程弹性常数

犈１／ＧＰａ 犈２／ＧＰａ 犌１２／ＧＰａ 犌２２／ＧＰａ ν１２ ν２２

１７２．４ ６．９ ３．４５ １．３８ ０．２５ ０．２５

复合材料层合板构型（如图２）：板长犔＝１０ｃｍ，

板厚犺＝２．５ｃｍ，厚长比犺／犔＝０．２５；各层的倾角由

底至顶分别是［０．５°／９０．５°／９０．５°／０．５°］，此类型板

的属性和性能非常接近于具有柔性核心的夹心板模

型。狓１ 为纤维方向，狓２ 为层合板面内垂直纤维方向

的方向，狓３ 为层合板铺层叠加的厚度方向。板两端

简支，承受正弦变化荷载：

图２　复合材料层合板柱形弯曲问题模型（４层）

τ３ ＝β３ ＝
狆０
２
ｓｉｎ

π狓１（ ）犔
，τα ＝βα ＝０。 （４５）

２．２　数值分析与讨论

沿厚度方向分布的三维应力场数值分析结果如

图３ 所示。图中“ＣＬＳ“表示古典层合理论解，

“ＶＡＰＡＳ”表示变分渐近法解；“Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ”表示

三维有限元精确解。

图３　沿厚度方向分布的三维应力场６个分量数值分析结果
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　　限于篇幅，只在图３绘出大多数板分析程序无

法准确预测的沿厚度方向应力变化，应变与应力变

化规律相同，未在此绘出。值得注意的是，因二维变

量是狓１ 的正弦或余弦函数，应力分量σ２３绘于狓１＝０

或狓１＝犔处，而其余应力分量狓１＝犔／２处。

可看出，对于沿厚度方向的平面应力分量σ１１、

σ１２、σ２２，所有 ＶＡＰＡＳ解均与三维有限元精确解吻

合较好，而ＣＬＴ解在边缘层合板厚度范围内与精确

解存在较大偏差；对于横向应力分量σ１３、σ２３，ＣＬＴ

计算结果均为零，ＶＡＰＡＳ可获得比ＣＬＴ解更精确

的结果；对于横向法线方向应力σ３３，ＣＬＴ无法获得

满意的数值计算结果，而 ＶＡＰＡＳ与精确解一致；

ＶＡＰＡＳ将原由多层层合板构成的三维板模型等效

为单层板模型，与三维有限元相比，ＶＡＰＡＳ可节省２

～３阶计算量，在一般台式机上１ｓ内完成所有计算。

３　结　论

１）基于渐近变分方法，建立了单斜对称材料构

成的复合层合板完整的渐近修正理论和重构关系，

并转换为工程常用的Ｒｅｉｓｓｎｅｒ形式，该方法和理论

可进一步扩展到壳体结构中去（板可视为衰退的、无

初始曲率的壳体）。

２）使用渐近变分法和最低总势能原则求解未知

的二维翘曲函数，不需任何动力学假设，也不同于传

统的板理论假设翘曲场的一般形式，用高阶翘曲作

参数来求解假设函数中的未知参数的方法。整个过

程便于迭代应用。

３）通过对一具有四层复合层合板的柱形弯曲算

例表明：基于该理论和重构过程开发的渐近变分程

序ＶＡＰＡＳ重构生成的三维应力场精确性较古典层

合理论更好，可与三维有限元计算结果相媲美；且计

算量小（与三维有限元相比，可节省２～３阶计算

量），运行速度快，说明了该方法和程序用于复合层

合板三维场重构的有效性和实用性。
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