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摘　要：针对螺旋锥齿轮齿形误差难以精确修正的问题，在国产３９０６型齿轮测量中心上，采用

坐标测量法获得了螺旋锥齿轮的齿面形状；提出进行齿深控制的锥齿轮测量齿面切齿调整参数非

线性最小二乘优化反调方法，并建立了反调优化的数学模型；采用该方法对磨齿后的某弧齿锥齿轮

小轮进行反调计算，结果表明该方法能较为精确地获取锥齿轮副的切齿调整参数。
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　　弧齿锥齿轮及准双曲面齿轮（简称螺旋锥齿轮）

的齿面几何形状在很大程度上决定了锥齿轮副轮齿

接触区形态，对锥齿轮实际齿面相对于基准齿面的

偏差进行测量是控制锥齿轮接触质量的重要技术手

段。锥齿轮由于其齿面结构的复杂性，加工中的调

整误差及热处理变形往往导致最后得到锥齿轮实际

齿面偏离理论齿面，其实际得到接触区也与理论计

算不同。在目前的生产实践中为了修正误差，往往

需要工人不断地修正机床调整参数进行反复的试

切，然后通过滚动检查来判断实际的接触区形态是

否与理论计算一致，这个过程工程上称之为切齿调

整参数反调。通常整个反调过程十分繁琐，一般要

持续几天时间。另一方面由于目前的滚动检查机无

法获得接触区的准确参数，即使能够通过手工反调

得到相近的接触区形态，也无法保证最后得到的齿

面形状与设计的理论齿面一致［１２］。

随着齿轮测量中心在锥齿轮齿形测量上的广泛

应用，测取齿面形状已经不存在问题，这就使得实现

锥齿轮齿面实际切齿参数的准确反求及修正成为可

能［１２］。国内外学者在这方面进行了一些研究，文献
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［３ ４］研究了机床调整参数对齿面加工误差的影

响，以便于齿面误差的手工反调，文献［５ ７］提出了

解非线性超定方程组的方法实现机床调整参数自动

反求，文献［８ ９］研究了采用优化方法修正齿面误

差，但是未能考虑对齿根深度的控制。笔者针对这

一问题，研究了锥齿轮齿面坐标测量及考虑齿深控

制的切齿参数的非线性最小二乘反调方法，具有更

高的反求成功率，对提高锥齿轮新产品的试切效率，

保证所加工的齿轮接触性能与理论设计一致有很强

的实用价值。

１　锥齿轮齿形测量方法

对锥齿轮齿形进行测量是为了获得其数字化齿

面，以此作为齿面的反求基准。如图１所示，进行测

量以前，先将待测齿轮正确安装在齿轮测量中心上

并标定测头中心的坐标位置。

图１　３９０６型齿轮测量中心测量示意图

根据锥齿轮几何参数将被测齿面在轴截面划分

为如图２所示的拓扑网格。对于几何参数未知的齿

轮，为了确定齿面测量范围，可通过手动操作方式驱

动测头及齿轮测量中心回转工作台运动，保持测头

犜坐标为零，使测头与齿面在４个角点犃、犅、犆、犇

接触至测头示值为零，读取该４点的坐标值，根据该

４点坐标在齿轮轴截面内划分测量网格
［１］。

图２　齿面测量范围与测量路径

通常将齿面测量范围沿齿长和齿高方向化为

犿×狀个网格点。以犆点为测量起始点，按图２所示

测量路径测量，第犻个测量网格点的犚、犔坐标值，可

由４角点的犚、犔坐标值线性插值计算求得。

由于锥齿轮齿面螺旋角沿齿长方向的变化不是

线性的，为防止在测量过程中测头示值超出测头的

量程，由式（１）计算，可将齿面上第犻个网格点处的

回转坐标值θ犻进行适量补偿，即

θ犻 ＝θ犻犽·α， （１）

式中：犽＝０．１～０．２；α＝π／犣为半角齿距，犣为齿轮

齿数；对应于左右齿面。

利用计算所得的犿×狀个网格点的犚、犔坐标值

来控制测头运动轨迹和回转工作台的回转运动，使

测头、齿面与测量网格点接触，获取各点的坐标值和

测头示值，将测头示值与犜 坐标叠加，求得齿面上

被测网格点在犣犗犚平面内对应的测头中心的坐标

犚ｐ犻，其中１≤犻≤犿×狀。以齿面网格中点犕 为参考

点，将其余各点绕齿轮轴线旋转－φ犻后，可求得实际

齿面上各测量网格点对应的测头中心的坐标：

φ犻 ＝θ犻－θＭ，

犚ｐ犻 ＝犕（犽，－φ犻）·犚ｐ犻， （２）

式中：犕（犽，φ犻）为矢量绕犽轴旋转φ犻角的变换矩阵；

θＭ 为齿面网格中点犕 对应的回转坐标值。

由犿×狀个测头中心位置坐标，采用Ｂ＿Ｓｐｌｉｎｅ

方法可构造测头中心曲面犚ｆｐ。对测头中心曲面进

行测头半径补偿，由式（３）计算得到实际齿面测量网

格点的径矢犚犻和法矢狀犻为

狀犻 ＝狀
ｆ
ｐ（狌犻，狏犻），

犚犻 ＝犚
ｆ
ｐ（狌犻，狏犻）±狉ｐ·狀犻， （３）

式中：正负号由法矢狀的方向而定，如狀指向两轮齿

的空域取“－”，相反狀取“＋”；狉ｐ为测头半径。

在获取基准齿面的过程中，可将待测齿轮的单

一齿面作为基准齿面，同时也可将多个同侧齿面的

坐标取均值后构造的曲面作为基准齿面。

２　锥齿轮切齿调整参数的反调方法

２．１　数学模型建立

由文献［１０］可知，锥齿轮齿面几何形状由切齿

加工中所采用的刀具和机床的调整参数完全确定。

以齿轮副的轴交错点为起始点，齿面上任意一点的

径矢犚ｄ可以表示成刀具参数及机床调整参数的函

数。切齿调整参数反调问题的实质就是得到一组刀

具和机床调整参数，使得由该组参数计算的理论齿
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面与测量标准齿面一致［１１１２］，将改组调整参数值减

去加工实际采用的切齿调整参数值便得到切齿参数

的反调量。在锥齿轮齿形测量过程中一般以犿×狀

个网格点表征数字化齿面，因此齿面的反求问题可

以等效为求解一理论齿面，使得由反求参数形成的

轮齿齿面和通过测量建立的基准齿面于测量网格点

处重合［１３１４］，即有

犳犻（狓）＝狘犚ｄ犻（狉，φ，犡ｐ，犡ｂ，犈ｍ，Γ，犛，

犚ａｑ，犻０，犼０；θ，狇）－犚ｃ犻狘＝０ （４）

式中：犚ｃ犻为以齿轮的轴交错点为矢量起点的齿面测

量点径矢；犳犻（狓）为测量点处反求齿面与测量齿面的

偏差量；φ为刀齿压力角；狉为刀盘半径；犡ｐ 为水平

轮位修正量；犡ｂ 为床位；犈ｍ 为垂直轮位；Γ为机床

安装根锥角；犛为径向刀位；犚ａｑ为滚比；犻０ 为基本刀

倾角；犼０ 为基本刀转角；狇为摇台角；θ为产形面轴截

面角位置参量。

一般情况下测量网格在齿高方向上取５点，齿

长方向上取９点，则式（４）有４５个方程。方程数多

于参变量的个数，因此该方程组为一超定方程组。

超定方程组可以求解其精确解和近似解。笔者尝试

过将理论齿面作为目标，然后人为将某些参变量的

数值改变，采用超定方程组求解算法求解，发现仅在

参变量的变动很小（小于０．１时）的情况下才能够求

得精确解，当参变量变动较大或目标采用测量齿面

都无法求解。求解失败是由于在解该问题时将齿面

的测量误差、热处理误差都认为是由调整参数引起，

这不符合实际；而且求解算法中需要对各参变量求

偏导数，当且仅当参变量偏差值很小时数值算法中

的Δ犳／Δ狓≈犳／狓才成立。

相比之下采用非线性最小二乘优化方法求解该

方程组的近似解更为可行，只要能够将由该组近似

解确定的齿面与基准齿面于测量网格点处的法向综

合偏差控制在合理的范围内，同样能够满足工程

需要［８９］。

由此得到齿形的综合偏差为

犉１（狓）＝
１

２∑
犿×狀

犻＝１

犳犻
２（狓）。 （５）

　　利用式（５）进行优化计算仅能控制反求齿面和

测量基准齿面的齿形偏差，不能保证反求齿轮的实

际根锥与设计根锥一致，因此优化时需要对齿深进

行控制。这里提出２种齿深控制的方法。

２．１．１　采用控制床位方法控制齿根

在锥齿轮的切齿加工中，床位是控制齿轮加工

齿深的调整参数。通过研究发现在采用普通滚切法

加工时，齿轮的切齿调整参数计算中床位与水平轮

位存在确定的函数关系：

犡ｂ＝ （犡ｐ－犣ｆ）／ｓｉｎΓ， （６）

式中犣ｆ为根锥顶点到轴交错点的距离。

因此在优化计算过程中可以减少床位这一优化

变量，床位按式（５）通过水平轮位来求得。但在采用

滚切修正及刀倾法加工时，床位不能通过其他调整

参数及齿轮的基本几何参数获得，因此不能采用这

种方法控制齿根，而需要采用优化方法来控制。

２．１．２　采用优化方法控制齿根

这种方法将实际计算齿根与理论设计齿根沿齿

轮径向的差值犵犻（狓）作为齿根误差，在优化齿面误

差的同时优化齿根误差，如式（７）所示。

犵犻（狓）＝狘犚ｆ犻（狉，φ，犡ｐ，犡ｂ，犈ｍ，Γ，犛，

犚ａｑ，犻，犼，２犆，６犇，２４犈，θ，狇）－犚ｌ犻狘， （７）

式中：犚ｆ犻为实际计算齿根点到齿轮轴线的距离；犚ｌ犻

为理论设计齿根点到齿轮轴线的距离。则齿根的综

合偏差为

犉２（狓）＝
１

２∑
犿

犻＝１

犵
２
犻（狓）。 （８）

综合齿面偏差及齿根偏差２种优化，得到最终的优

化目标函数

犉（狓）＝ω１·犉１（狓）＋ω２·犉２（狓）， （９）

式中：ω１、ω２ 分别为齿面偏差目标函数及齿根偏差

目标函数在优化过程中所占的权值；犿、狀分别为齿

面沿齿长和齿高方向的测量网格点数。

另外，值得注意的是在采用刀倾法加工时，加工

出来的齿根误差通常与设计齿根相差较大，此时应

该以由理论计算得到的调整卡初值加工出来的齿根

深度为齿根控制目标。同时在优化过程中由于机床

安装根锥角、基本刀倾角及基本刀转角对齿根深度

的影响很大且不容易控制，因此在采用刀倾法加工

时不应该将其作为优化变量。

２．２　齿形偏差的计算

根据锥齿轮的基本机床模型如图３所示，可确

定产形轮和工件之间的位置及相对运动，运用空间

齿轮啮合理论可推导出锥齿轮的齿面方程［１］

犞ｄ＝犞ｌ＋犞Ｒ＋犫ｔ狋， （１０）

式中：狋为共轭接触点沿刀刃母线的切矢；犞ｌ为刀盘

中心到齿面轴交错点的矢量；犞Ｒ 为共轭接触点对应

刀尖点到刀盘中心的矢量；犫ｔ为共轭接触点到刀尖

的距离，它可以根据啮合方程求得。犞ｄ 在切齿调整
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参数确定的情况下，是狇和θ的函数，即给定（狇犻，θ犻）

可得齿面网格点阵列犞ｄ犻（狇犻，θ犻）（犻＝１，２，…，犿×狀）

的坐标。

图３　锥齿轮切齿基本机床模型

定义理论齿面点犚ｄ犻与齿面测量点犚ｃ犻的距离为

齿面偏差量犳犻（狓）。犚ｄ犻与犚ｃ犻一一对应，且将它们旋

转投影到齿轮轴截面内重合，即有相同的沿齿轮径

向及轴向的度量犚犻，犔犻，同时犚ｄ犻又由齿面网格点阵

列犞ｄ犻确定。由此可列出

犔犻（狇犻，θ犻）＝－犞ｄ犻·狆＝犚ｃ犻·犽，

犚犻（狇犻，θ犻）＝狘狆×犞ｄ犻狘＝ （犚ｃ犻·犻）
２
＋（犚ｃ犻·犼）槡

２
烍
烌

烎
。

（１１）

　　解出式（１１）所示的二元非线性方程组得出各理

论齿面点对应的（狇犻，θ犻）。再将其带入式（１０）得到齿

面网格点阵列犞ｄ犻。

在切齿加工时，摇台和工件存在相对滚切运

动，按式（１０）求得的齿面网格点是在与工件固连

的运动坐标系中表示的，不能反映齿面的真实形

状，必须进行相应转换将求得的坐标点在同一坐标

系中表示。

如上所述首先求出齿面中点犞ｄ犻对应的（狇２３，

θ２３）参数，进而求得齿面中点犞ｄ２３（狇２３，θ２３）。以计算

该点对应的运动坐标为基准坐标，将其他网格点绕

齿轮轴线狆旋转Δ狇角转换到该坐标系内，则得到

各齿面网格点在齿轮自身坐标系的表示。之后将其

绕犼轴旋转μ角转化到静坐标系内，再将其绕犽轴

旋转γ角使得齿面中点位于犻ｓ犗ｓ犼ｓ 平面，最后才得

到理论齿面点的径矢犚ｄ犻，如式（１２）所示。

犚ｄ犻 ＝犕（γ）犽犕（μ）犼犕（Δ狇）狆犞ｄ犻，

Δ狇＝ｓｇｎ（狇犻－狇２３），

μ＝π／２＋Γ，

γ＝ａｒｃｔａｎ
犞ｄ２３·犻
犞ｄ２３·（ ）犼 ， （１２）

式中ｓｇｎ为符号函数，右旋构件取正，左旋构件取

负。将式（１２）代入式（４）中便可计算出齿面偏差量

犳犻（狓）。

２．３　齿根偏差计算

在铣齿加工过程中铣刀盘的刀尖加工出齿根，

对应齿面方程（１０）中犫ｔ 值为０时求得的共轭接触

点，因此要求得犚ｆ犻，需要求解如下的二元非线性方

程组：

犔犻（狇ｔ，θｔ）＝－犞ｄ犻·狆＝犚ｄ犻·犽，

犫ｔ犻（狇ｔ，θｔ）＝０
烍
烌

烎。
（１３）

解出式（１３）所示的二元非线性方程组得出各齿根点

对应的（狇ｒ犻，θｒ犻），再将其带入方程（１０）得到齿根点阵

列犞ｆ犻（狇ｒ犻，θｒ犻）（犻＝１，２，…，犿×狀），则式（７）中实际齿

根的度量值为

犚ｆ犻 ＝ 狆×犞ｆ犻 。 （１４）

设计齿根的度量值犚ｌ犻可按如下步骤求解：

令 犚１ ＝犚ａ－犺ｅｃｏｓδａ，犔１ ＝犔ａ＋犺ｅｓｉｎδａ，

犚２ ＝犚１－犅ｓｉｎδｆ／ｃｏｓθｒ，犔２ ＝犔１－犅ｃｏｓδａ／ｃｏｓθｒ，

（１５）

式中：犚ａ为外圆半径；犺ｅ 为理论全齿高；δａ 为面锥

角；犔ａ为轮冠至轴交错点的距离；犅为齿宽；δｆ为根

锥角；θｒ为齿根角。则理论齿根线方向矢量犞ｆ及起

点径矢犞ｅ的计算式为

犞ｆ＝ ｛犚１－犚２，犔１－犔２，０｝，犞ｅ＝ ｛犚１，犔１，０｝。

（１６）

由此得到任意一齿面点对应的齿根矢量犞ｒ犻的计算

式为

犞ｒ犻 ＝犞ｅ＋犾ｔ犻犞ｆ／犞ｆ ，

犾ｔ犻 ＝ （犔犻－犔１）／ｃｏｓδｆ， （１７）

则 犚ｌ犻 ＝犞ｒ犻·犞犻， （１８）

式中犞犻＝｛１，０，０｝，将计算得到犚ｆ犻、犚ｌ犻代入式（７）得

到齿根误差。当采用刀倾法加工齿轮时令犚ｌ犻＝犚
０
ｆ犻，

犚０ｆ犻为由优化初值计算得到的齿根高。

４　实验研究

利用以上所述的方法，在３９０６型齿轮测量中心

上对某车型主传动锥齿轮副小轮进行了测量，该齿
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轮副的基本参数如表１所示，为了减少热处理误差，

该齿轮经过 ＨＧＭ 方法磨齿加工，测量得到该齿轮

副的齿形误差云图如图４所示。采用第２节所述的

方法对该齿轮的切齿调整参数进行反调，考虑机床

的传动比一般由数控系统的电子展成保证，误差很

小，刀盘的压力角及半径均修整得很精确，因此未将

这３个参数作为优化变量，反调后重新对其进行测

量，得齿形误差云图如图５所示。表２、３、４分别列

出了凹面反调前后的切齿调整参数及齿面误差数

值。由表可见齿形误差明显较小，齿形误差均在

０．０１ｍｍ以内，考虑齿面在加工及测量中均存在误

差，这样的反调误差不可避免，但这样的小误差对齿

轮副的接触区影响不大，能够满足工程需要。

表１　实验锥齿轮副基本参数

齿轮 齿数 旋向 安装距／ｍｍ 偏置距／ｍｍ

小轮 １１ 左 １００．００

大轮 ４３ 右 ５９．００
３０．００

图４　反调前的齿面误差云图

图５　反调后的齿面误差云图

表２　凹面反调前后的切齿参数比较 ｍｍ

项目
安装

根锥角
水平轮位 垂直轮位 床位 径向刀位 滚比 刀尖直径

刀齿　

齿形角／（°）

调整值 １８°４０′ －２．２５２ ２３．４２５ ０．９４３ ７４．１２７ ３．９４１７２７３ １４７．６１５ １５

反求值 １８°４３′ －３．１０３ ２３．７０３ ０．０３６ ７４．３７１ ３．９４１７２７３ １４７．６１５ １５

反调量 ３′ －０．８５０ ０．２８０ －０．９１０ ０．２４４ ０ ０ ０

表３　凹面测量网格点反调前的齿面误差 μｍ

齿高方向
齿长方向

第１点 第２点 第３点 第４点 第５点 第６点 第７点 第８点 第９点

第１点 －３６．２ －１８．９ －６．９ ２．５ ７．４ １０．０ ９．２ ２．８ －６．５

第２点 －３８．８ －２６．３ －１１．８ －２．２ ０．４ ５．４ ５．８ －０．７ －１０．７

第３点 －４０．５ －２６．９ －１２．６ －６．５ －０．４ ３．４ １．７ －３．０ －１３．９

第４点 －４３．６ －２８．７ －１７．１ －８．５ －２．９ ０．０ －２．９ －５．９ －１３．３

第５点 －４４．９ －３２．０ －１９．２ －１２．０ －５．６ －３．５ －４．２ －１０．０ －１７．７

表４　凹面测量网格点反调后的齿面误差 μｍ

齿高方向
齿长方向

第１点 第２点 第３点 第４点 第５点 第６点 第７点 第８点 第９点

第１点 ０．３ １．５ ０．８ ０．８ －０．３ －０．３ ０．５ －０．４ ０．３

第２点 １．７ －１．４ ０．６ ０．８ －３．１ －０．１ ２．０ ０．９ １．３

第３点 ３．８ １．５ ３．３ －０．３ ０．０ １．７ ２．１ ２．２ １．１

第４点 ３．９ ３．０ ２．０ １．５ １．０ １．６ ０．３ １．８ ５．２

第５点 ５．６ ２．８ ２．８ １．４ １．２ １．３ １．３ ０．６ ２．１
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５　结　论

笔者研究了基于齿轮测量中心的锥齿轮齿形坐

标测量方法；利用测量的齿面网格点坐标，运用非线

性最小二乘优化方法反求锥齿轮副的切齿调整参数

及刀盘参数；提出在采用优化方法反调切齿调整参

数的过程中必需对切齿深度进行控制以获得设计的

齿根，同时提出根据锥齿轮加工方法的不同，在反调

过程中采用不同的齿深控制方法。最后通过齿形测

量及反调计算实例证明所述方法能够较为精确地反

求出锥齿轮副切齿调整参数，同时有效地控制齿根

深度。该方法对锥齿轮生产企业样品齿轮的反求及

现场切齿调整参数的反调有较强的实用价值。
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