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#$重庆大学教授$博士生导师$主要研究方向为齿轮传动系统的设计%分析与制造$新型齿轮传动$
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要!以平行轴变齿厚斜齿轮传动为研究对象$根据齿轮啮合原理及小%大齿轮的齿面方程$

分别建立其标准安装以及存在中心距安装误差%轴线安装误差和综合安装误差时轮齿接触的数学

模型$通过
L/:'/M

编程进行求解$得到不同安装情况下轮齿的接触轨迹及传动误差并进行了对比

分析'结果表明$该齿轮传动对轴线安装误差较敏感$形成了边缘接触并且引起周期性的传动误差

为该齿轮传动的设计与分析奠定了基础'

关键词!变齿厚斜齿轮&齿面方程&接触轨迹&传动误差
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变齿厚斜齿轮"又称渐开线锥形斜齿轮#是渐开

线齿轮的一般情况$在垂直于轴线的各个端截面中的

齿形都是渐开线$只是各端截面的变位系数不同(

#

)

'

变齿厚斜齿轮可以设计成平行轴%相交轴和交错轴的

传动形式'其中$平行轴变齿厚斜齿轮传动能很方便

地通过轴向移动调节两齿轮的侧隙$而中心距不变$

从而能实现小回差的精密传动$同时还可以大大减少

振动和噪声$另外$变齿厚斜齿轮的加工比较容易$可

以通过一般的
1)1

滚齿机滚制而成$不需要专用加

工机床及复杂的机器设定$在制造弹性和成本上有优

势'因此$平行轴变齿厚斜齿轮传动适用于某些精密

的对回差要求严格的传动机构"机器人手臂%伺服系

统等#中'近年来$它又被用于具有高新技术的特殊

传动装置中"如起重运输%印刷机械%轻纺机械%雷达

转向和跟踪系统#等'国内外对变齿厚斜齿轮的研究

主要集中在变齿厚斜齿轮的基本理论%几何参数计

算%加工及测量等方面(

$>#*

)

'为了提高变齿厚斜齿轮

的啮合精度$使之能在精密传动装置中广泛应用$对

平行轴变齿厚斜齿轮传动的齿面接触特性进行研究$

具有重要的理论及现实意义'
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变齿厚斜小%大齿轮的齿面方程

根据
L5:&J8P

(

##

)以及
H9/

;

(
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)的变齿厚斜齿轮

的齿面生成理论$按照如图
#

所示的加工方式$当用

齿条刀具的齿面
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单位法矢量为
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图
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利用齿条刀具加工变齿厚斜齿轮示意图
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平行轴变齿厚斜齿轮传动接触的数

学模型
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!

标准安装时接触数学模型

为了研究标准安装时平行轴变齿厚斜齿轮传动

的齿面接触情况$建立如图
$

所示的啮合坐标系!
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和
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则分别为小齿轮和大齿轮在啮合过程中转过

的角度$
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为中心距'

图
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标准安装啮合坐标系

根据齿轮啮合原理的坐标变换理论(

#$

)

$小齿轮

齿面上任意一点在在空间坐标系
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同理$可以得到大齿轮齿面上任意一点在空间

坐标系
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在齿轮啮合过程中$两齿面连续相切接触'由
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此$在固定坐标系中$任一时刻两齿轮都有公共接触

点$且公共接触点处都有公法线(

#!4#"

)

$即有如下的称

之为齿轮接触基本方程组的
$

个方程成立
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上述
$

个方程为矢量方程$将其向坐标轴投影

后可写成标量方程'其中$由于有
"
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由上面的
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未知数有
(

#

%

)

#

%

$

#

%

(

$

%

)

$

和
$

$

共
A

个$若把
$

#
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已知$则平行轴变齿厚斜齿轮接触分析的方程组即

为
"

个方程%

"

个未知数的非线性方程组'
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安装误差时接触数学模型

齿轮实际装配时$可能发生的装配误差有
$

种$

分别为中心距安装误差和轴线安装误差$其中轴线

安装误差又可分为水平轴线安装误差$垂直轴线安

装误差'

为了研究存在安装误差时平行轴变齿厚斜齿轮

传动的齿面接触情况$建立了如图
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安装误差坐标系

根据齿轮啮合原理的坐标变换理论(
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图
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#表示理想齿轮传动的两齿面沿着一条线
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$

接触'现假定两齿轮有安装误差$并且齿轮的两

轴线相交或相错'这样$小齿轮齿面的边缘
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将于大

齿轮的齿面
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在点
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接触(

#A

)

$如图
B

"

M

#所示'

图
<

!

线接触%边缘接触示意图

齿轮对由线接触变成了边缘接触'上述的齿轮

接触非线性方程组已经不能成立$须用下面的方程组

!

#

*

"

(

#

"

)

#

#$

)

#

$

$

#

#

"

!

$

*

"

(

$

$

)

$

$

$

$

#$

&

"

(

#

"

)

#

#$

)

#

$

$

#

#

+

"

$

*

"

(

$

$

)

$

$

$

$

#

"

*

&

'

(

'

"

#*

#

式中!

!

#

*

"

(

#

"

'

#

#$

'

#

$

$

#

#为变齿厚小齿轮的齿面边

缘&

&Y

+

!

#

*

+

'

#

为边缘的切线'

!
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若把
$

#

设为已知$则方程组是
#

个含有
B

个未

知数
)

#

%

$

#

%

(

$

%

)

$

和
$

$

的非线性方组'

;

!

平行轴变齿厚斜齿轮传动接触分析

;:8

!

变齿厚斜齿轮的齿面生成

由上述推导的变齿厚斜齿轮相关公式$根据表

#

中给定的参数$运用
L/:'/M

编程可以获得变齿厚

斜小%大齿轮齿面上点的三维坐标数据$并生成其精

确的齿面'

表
8

!

变齿厚小%大齿轮的参数

齿数
0

#

齿数
0

$

压力角

'

1

,"

Z

#

模数
<

1

,

JJ

齿顶倾角

#

,"

Z

#

$* $* $* ! A

螺旋角

"

#

,"

Z

#

螺旋角

"

$

,"

Z

#

齿宽
=

#

,

JJ

齿宽
=

$

,

JJ

中心距
3

,

JJ

G

"右旋#

[G

"左旋#

#" #" #*G

图
=

!

齿面接触分析框图

;:9

!

标准安装的齿轮接触分析实例

齿轮接触分析可以用于模拟两齿轮的接触情

形$找出两齿轮在啮合的过程中接触点在两齿面上

的位置$并可以决定相对应的角位移'若是在两齿

轮放置位置出现误差时$仍可以用齿轮接触分析对

接触点的位置及对应的角位移进行求解'文中利用

前面建立的数学模型$结合表
#

给定的参数$根据图

"

的程序框图$利用
L/:'/M

编程$对其接触的非线

性方程组进行求解$可以得到不同安装状态下的接

触轨迹及传动误差'

!>$>#

!

标准安装

图
A

为标准安装状态下$当
$

#

分别转过
[GZ

$

[AZ

$

[!Z

$

*Z

$

!Z

$

AZ

$

GZ

时$小齿轮的齿面接触线'

将接触分析的计算结果的
$

$

值及
$

#

分别转过

的角度代入下式"

##

#中

?9

"

"

$

$

%

$

$*

#

%

0

#

0

$

"

$

#

%

$

#*

#$ "

##

#

式中!

HI

为大齿轮的传动误差数值&

$

#

%

$

$

为小齿

轮%大齿轮分别转过的角度&

0

#

%

0

$

为小齿轮%大齿轮

的齿数&

$

#*

%

$

$*

为小齿轮%大齿轮的初始转过角度'

可得标准安装时$平行轴变齿厚斜齿轮传动的

传动误差为
*

'

图
>

!

标准安装不同瞬时的接触线

!>$>$

!

中心距安装误差

为了研究该齿轮传动在存在中心距安装误差时

的接触情况$假设中心距从
3

变化为
3\

%

3

$且

%

+

5

Y

%

/

5

Y

%

0

5

Y*>"JJ

$因为大%小齿轮的两轴

线仍然平行$所以啮合状态和标准安装状态相同'

图
C

为存在中心距安装误差且
%

+

5

Y

%

/

5

Y

%

0

5

Y*>"JJ

时$当
$

#

分别转过
[GZ

$

[AZ

$

[!Z

$

*Z

$

!Z

$

AZ

$

GZ

的接触线'

图
?

!

中心距安装误差下不同瞬时的接触线

B
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有中心距安装误差时$将接触分析的计算结果

$

$

值及
$

#

分别转过的角度代入式"

#*

#$可得存在中

心距装误差时$平行轴变齿厚斜齿轮传动的传动误

差仍为
*

'

!>$>!

!

轴线安装误差

为了研究该齿轮传动在存在轴线安装误差时的

接触情况$假设中心距
3

不变$水平轴线安装误差

和垂直轴线安装误差同时存在$且
%&

2

Y*>"Z

$

%&

7

Y

[*>"Z

'图
?

为
$

#

分别转过
[AZ

$

[!Z

$

*Z

$

!Z

$

AZ

$

GZ

时$该安装状态下的接触迹线'

图
@

!

水平%垂直安装误差的接触轨迹

图
G

为该安装状态下的传动误差曲线$曲线表

示了每个周期内"小齿轮转过!A*
0

#

度#的传动误差$横

轴代表小齿轮转过的角度$纵轴代表传动误差值$单

位为弧秒"

-/K

,

9

#'

图
A

!

水平%垂直轴线安装误差的传动误差曲线

分别计算仅存在水平轴线安装误差且
%&

2

Y

*>"Z

及仅存在垂直轴线安装误差且
%&

7

Y[*>"Z

时

的传动误差曲线$如图
#*

%图
##

所示'

图
8B

!

水平轴线安装误差的传动误差曲线

图
88

!

垂直轴线安装误差的传动误差曲线

!>$>B

!

综合安装误差

综合以上各种安装情形$即假设中心距安装误

差%水平轴线安装误差和垂直轴线安装误差同时存

在$且
%

+

5

Y

%

/

5

Y

%

0

5

Y*>"JJ

$

%&

2

Y*>"Z

$

%&

7

Y

[*>"Z

'图
#$

为
$

#

分别转过
[AZ

$

[!Z

$

*Z

$

!Z

$

AZ

$

GZ

时$该安装状态下的接触迹线$图
#!

为该安装状态

下的传动误差曲线'

图
89

!

综合安装误差的接触轨迹

"
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图
8;

!

综合安装误差的传动误差曲线

通过对不同安装误差状态下的接触情况进行分

析%对比可以得知!

#

#当存在中心距安装误差时$接

触状态和标准安装状态时相同$几乎不引起传动误

差$只是接触线的位置沿齿高方向移动$即平行轴变

齿厚斜齿轮传动对中心距安装误差并不敏感'

$

#由

于轴线安装误差的存在$齿面接触变成了边缘接触$

并引起传动误差的明显改变$传动误差曲线的变化

都是以其啮合周期为周期的$且在啮入%啮出时发生

突变'

!

#垂直安装误差对传动误差的影响比水平轴

线安装误差明显'

<

!

结
!

论

从齿轮啮合原理及加工的角度$针对平行轴变

齿厚斜齿轮传动$分别推导出了变齿厚斜小%大齿轮

的齿面方程$并且在同一固定坐标系中$建立了该齿

轮传动轮齿接触分析的数学模型$其模型分别了考

虑标准安装及安装误差时的轮齿接触分析'利用

L/:'/M

编程对该轮齿接触模型的非线性方程组进

行了求解$综合分析了标准安装%中心距安装误差及

轴线安装误差对轮齿接触的影响$获得了不同安装

状态下的接触轨迹及传动误差$得到了平行轴变齿

厚斜齿轮传动轮齿接触的变化规律'
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