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要!对离散齿谐波传动啮合副进行力学分析$基于变形协调方程计算作用于离散齿上的

力$并根据赫兹方程求解啮合副处的接触应力&由离散齿谐波传动的周期性$通过连续取波发生器

的输入角值$得到离散齿谐波传动啮合力和接触应力在刚轮齿廓'波发生器和离散齿体上的分布&

对刚轮齿廓出现与未出现顶切现象$得到啮合力和接触应力在接触面上的变化趋势$以及传动中出

现高啮合力和高接触应力的位置$为进一步的强度校核和结构优化设计提供依据&

关键词!离散齿谐波传动%啮合力%接触应力%重合度%顶切现象

!!

中图分类号!

LM#!)'@!

文献标志码!

N

G*&*#+1E("#"#$

%

&'&())(+1*#"/1(".#1.'"

2

&.+*&&)(+.E*

/'&1+*.*.**.EE#+<("'1/+',*&

73$46.

/

$

F3+%&)

/

$

!"#$6@&C&')

Q

$

73$4!@.)

9

')

/

"

/'DH2%%&%0L-/.9

R

%-:/:5%.DH58.H8/.IE.

3

5.88-5.

3

%

Q'DH2%%&%0J8H2/.5H/&E.

3

5.88-5.

3

$

U85

h

5.

3

6.578-95:

;

%0N8-%./,:5H9k N9:-%./,:5H9

$

U85

h

5.

3

#**#B#

$

125./

#

!-&.+#1.

!

J8H2/.5H/&/./&

;

9590%-:28I59H-8:8:88:22/-F%.5HI-578

3

8/-

R

/5-59H/--58I%,:'L280%-H8%.

I59H-8:8:88:259H/&H,&/:8IQ/98I%.:28I80%-F/:5%.H%%-I5./:5%.8

4

,/:5%.

$

/.I:28H%.:/H:9:-899%0

F8925.

3R

/5-59%Q:/5.8IQ

;

M8-:T8

4

,/:5%.'NHH%-I5.

3

:%:-/.9F5995%.

R

8-5%I5H5:

;

%0:28I59H-8:8

3

8/-

2/-F%.5HV/78/.I:285.

R

,:/.

3

&87/&,89%0H%.:5.,%,99/F

R

&5.

3

V/78

3

8.8-/:%-

$

:28I59:-5Q,:5%.%0

I59H-8:8:88:22/-F%.5HI-578F8925.

3

0%-H8/.IH%.:-/H:9:-8995.-5

3

5I:%%:2

R

-%05&8

$

:%%:2V/78

3

8.8-/:%-

/.II59H-8:8:88:259%Q:/5.8I'U

;

9:,I

;

5.

3

:28:%

R

H,::5.

3R

28.%F8./5.-5

3

5I:%%:2

R

-%05&89

$

:28H2/.

3

8

:-8.I%0F8925.

3

0%-H8/.IH%.:/H:9:-899%.:28H%.:/H:9,-0/H8590%,.I

$

/.I

R

%95:5%.90%-25

3

2F8925.

3

0%-H8/.I25

3

2H%.:/H:9:-8995.:-/.9F5995%./-8/&9%0%,.I

$

5.%-I8-:%

R

-%75I8-808-8.H80%-0,-:28-

5.:8.95:

;

/.I9:-,H:,-8%

R

:5F5T/:5%.I895

3

.'

3*

%

4(+/&

!

I59H-8:8 :88:2 2/-F%.5H I-578

%

F8925.

3

0%-H8

%

H%.:/H: 9:-899

%

H%5.H5I8.H8 I8

3

-88

%

:%

R

H,::5.

3R

28.%F8.%.



 http://qks.cqu.edu.cn

!!

谐波传动广泛应用于航空航天'数控机床和各

种自动控制系统等领域&谐波传动由于采用了柔轮

结构使其能够获得速比大和结构紧凑等一系列其他

传动形式无法取代的优点$也正是因为柔轮特性使

得谐波传动存在传动刚度差'近似啮合传动质量不

理想及轴向尺寸略大等问题%同时由于柔轮材料强

度的限制$谐波传动单级传动比下限在
>*

左右$而

传动比在
#>

至
"*

范围的减速需求量占
">j

$因此

降低单级传动比以及如何提高谐波传动性能方面的

研究大多围绕柔轮进行$如改善齿廓曲线$提高啮合

质量&

离散齿谐波传动是对谐波传动结构的改进和扩

展!用离散齿轮代替柔轮$解决采用柔轮带来的刚度

问题%刚轮曲线不是渐开线而是按等速共轭原理设

计的离散齿包络线$并且啮合齿数多$解决了谐波传

动精度问题%离散齿谐波传动比的范围可在
#)

至

>*

范围内$这是谐波传动不能达到的$以满足实际

应用的需求&因此$对离散齿谐波传动的研究极具

理论价值和应用前景(

#<!

)

&

5

!

离散齿谐波传动结构

离散齿谐波传动由离散齿轮'刚轮和波发生器
!

个基本构件组成$图
#

为离散齿谐波传动结构简图&

图
5

!

离散齿谐波传动结构简图

其中$波发生器与谐波传动相同$由一个双波或

多波的凸轮外套一薄壁轴承组成$以椭圆凸轮最为

常用%离散齿轮是由一个开有若干径向槽的圆环和

置于槽中的一组中间可动件...离散齿组成$离散

齿可以是球形'圆柱形或两侧做成平面的圆柱体$以

圆柱形较好$齿槽则与离散齿相匹配%刚轮与谐波传

动类似$为一刚性厚环$环内壁开有轮齿&刚轮齿廓

曲线不是渐开线而是按等速共轭原理设计的离散齿

包络线$即选定离散齿形状后$在椭圆凸轮波发生器

驱动下$用等速共轭原理计算出离散齿的包络线$即

刚轮的齿廓曲线&运动传递是在波发生器的作用

下$使离散齿运动$与刚轮'离散齿体互相作用实现

传动&不同的输入输出构件'波发生器波数以及刚

轮齿廓工作区间等$可以得到多种不同的离散齿传

动方案$设计者根据使用需求进行选择&

7

!

离散齿啮合副受力分析与计算

离散齿谐波传动是过约束机构$受力复杂$在分

析受力时需要考虑变形协调方程&以椭圆凸轮波发

生器'圆柱形离散齿为例$对离散齿谐波传动进行受

力分析$令波发生器作为输入构件$离散齿体作为输

出构件$刚轮固定&椭圆凸轮波发生器中心对称$运

动时$处于啮合状态的离散齿位于相对转动轴中心

对称的两个区域内$且两啮合区内相应的离散齿受

力等值反向&为了减少计算量$只计算其中一个啮

合区内离散齿的受力(

@<=

)

&

图
)

为离散齿受力图&

(+

*

为固定坐标系%

()+

*

)

为波发生器的连体坐标系$

()

轴对应波发生器

的短半轴$

*

)

轴对应波发生器的长半轴&假设波发

生器的输入角
7

_*

为运动的起始位置$令与波发生

器长半轴接触的离散齿标号为
*

$顺时针依次递推$

第
6

个离散齿中心与
*

轴的夹角为
J

6

&

图
7

!

单个离散齿受力图

765

!

受力平衡方程

离散齿受波发生器'离散齿体和刚轮三方面的

作用力&离散齿谐波传动的传动效率高!其共轭齿

廓间的运动不是纯滑动的$而是滚动或者滚动带有

滑动%啮合零部件的表面加工质量要求高$摩擦系数

小&摩擦力对整个结构受力状态的影响很小$在计

算时$忽略相互接触物体间的摩擦&略去物体本身
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的重力以及物体运动所受的惯性力$离散齿的受力

平衡方程为(
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式中!

2

M6

'

2

O6

'

2

D6

分别为波发生器'刚轮和离散齿体

对离散齿的法向作用力%

*

M6

'

*

O6

'

*

D6

"图
!

#为
!

个作

用力方向与
(

轴的夹角$是离散齿传动结构尺寸和

运动位置的函数$可由几何参数计算&

图
8

!

离散齿受力与作用角

设输入力矩为
P

*

$每个啮合区内啮合齿数为

=

&由于
2

M6

的反作用力
2)

M6

对转动轴的力矩之和等

于作用在波发生器上的输入力矩
P

*

$两个啮合区域

具有对称性$则力矩平衡方程为

P

*

!

)

+

=

6

!

#

2)

M6

4

6

95.

-

6

& "

)

#

式中
4

6

表示离散齿中心到旋转轴的距离&

767

!

变形协调方程

每个离散齿的
!

个啮合点处会产生接触变形$

!

个接触变形共同作用导致波发生器旋转一个很

小的角度
"

(

6

&在离散齿与波发生器的接触点$由

于
!

个接触变形量导致该点沿
2

M6

方向的位移
.

#6

等于波发生器旋转一个微角度$该点沿
2

M6

方向的

位移为

.
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"
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式中!

+

M6

'

+

O6

'

+

D6

分别为离散齿与波发生器'刚轮和

离散齿体的法向接触变形量%

6_#

$

)

$1$

=

&图
@

'

=

分别为
.

#6

与
.

)6

的示意图&

图
9

!

!

5'

的示意图

图
=

!

!

7'

的示意图

!!

根据变形协调条件(

>

)

$在某瞬时$处于啮合状态

的各离散齿其接触变形导致波发生器旋转的微小角

度是相同的
"

(

6

_

"

(

6\#

"

6_#

$

)

$1$

=[#

#$如图
"

$

带入式"

!

#'"

@

#'"

=

#可得同一啮合瞬时处于啮合状

态的相邻两个离散齿的变形协调关系&

4

6

95.
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6

4
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"

#.*

O6

"*

M6

#

.+

D6

H%9

"

#

,

)

"-

6

#

+
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"
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"
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#

$

)

$1$

=

"

#

# "

"

#

图
:

!

啮合离散齿间变形协调关系
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768

!

作用力与接触变形的关系

由力与弹性变形关系知(

B?#*

)

$

!

处啮合副作用力

与接触变形的关系为

2

M6

!

,

M

+

M6

$

2

O6

!

,

O

+

O6

$

2

D6

!

,

D

+

D6

"

#

$

&

"

A

#

!!

某一啮合瞬时$处于啮合状态的所有离散齿的

受力可由式"

A

#求出$每个离散齿受三方面作用力$

有
=

个齿啮合$共
!=

个未知数&由受力平衡方程

"

#

#可以确定
)=

个方程%由力矩平衡方程"

)

#可确定

一个方程%由变形协调方程"

"

#可确定
=[#

个方程$

共
!=

个方程&未知数与方程数相等$可求出波发生

器某输入角下处于啮合状态的所有离散齿受力&

8

!

啮合处接触应力的计算

计算离散齿与刚轮'波发生器和离散齿体的接

触应力时$将
!

处啮合副看成轴线平行的两圆柱体

接触&由赫兹公式可知

/!

2

#

F

#

*

#

$

#

.

#

$

)

#

"

%

)

#

Q

#

.

#

"

%

)

)

Q槡 )

$ "

>

#

式中!

2

分别代表
2

M6

'

2

O6

'

2

D6

'

$

#

'

$

)

通过离散齿的

结构参数计算&

9

!

作用力和接触应力分布

运用上述受力分析方法(

##?#)

)

$可以求出波发生

器某输入角下处于啮合状态的所有离散齿受力&通

过取大量的
7

值$即可得到作用力沿波发生器'离散

齿体和刚轮的分布&

在椭圆凸轮波发生器离散齿传动过程中$单个

离散齿从进入到退出啮合需要波发生器转过
#

,

)

"刚轮齿廓未发生顶切#$由于在这个过程中不断会

有其他离散齿进入退出啮合$每个离散齿的受力是

所有处于啮合状态离散齿共同作用的结果$因此在

这种情况下建立方程组求受力分布很繁琐&现采用

另外一种方法$即波发生器每转过
)

#

,

;

O

"

;

O

是刚

轮齿数#$齿顶处有一个离散齿进入啮合$齿根处另

一个离散齿退出啮合$将这个过程每个处于啮合状

态的离散齿作为单个离散齿进入退出啮合过程的一

部分进行组合$进而使之能够表达单个离散齿从进

入到退出啮合作用力在接触面上的分布&

如图
A

所示$实线表示周期起始时各离散齿的

位置$虚线表示波发生器转过
)

#

,

;

O

后各离散齿的

位置&

图
C

!

波发生器转过
7

"

!

5

3

前后各离散齿位置示意图

当波发生器转过
)

#

,

;

O

$离散齿带动离散齿体

旋转
)

#

,"

;

O

i6

O

MZ

#"

6

O

MZ

为传动比#&由图
A

知$离散

齿
#

转过
)

#

,"

;

O

i6

O

MZ

#即离散齿
)

周期起始时的位

置$离散齿
)

转过
)

#

,"

;

O

i6

O

MZ

#即离散齿
!

周期起

始的位置$以此类推&处于啮合状态的每个离散齿

都可以表示单个离散齿从进入到退出啮合过程中的

一部分$组合到一起即为单个离散齿由进入到退出

啮合的过程&如图"

>

#'"

B

#'"

#*

#所示$图上的数字

#

'

)

'

!

'

@

'

=

表示波发生器旋转
)

#

,

;

O

相应标号的离

散齿在各自刚轮'波发生器和离散齿轮的运动路径$

以
=

'

@

'

!

'

)

'

#

的顺序进行组合为一个离散齿由进入

到退出啮合的运动路径&在此基础上将输入角
)

#

,

;

O

进行等分
%

$计算处于啮合状态的
=

个离散齿在

这
%\#

个输入点的受力$将这
=

段受力值进行叠

加即可&

图
D

!

各离散齿的运动路径在刚轮上的叠加

图
J

!

各离散齿运动路径在波发生器上的叠加

>!
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图
5;

!

各离散齿的运动路径在离散齿体上的叠加

=

!

实例与分析

=65

!

刚轮齿廓未发生顶切的受力分析

已知一离散齿谐波传动机构$运动由波发生器

输入$离散齿体输出$刚轮固定&传动主要结构参数

为波发生器长半轴和短半轴分别为
3_=>FF

'

4_

="FF

$离散齿半径
E_=FF

$离散齿宽度
F

#

_

#=FF

$离散齿齿数
;

Z

_)>

$刚轮齿数
;

O

_)"

%假

设弹性模量
Q_)#*ZS/

$泊松比
%

_*O!

%输入力矩

P

*

_)*(

*

F

&此时$刚轮齿廓未发生顶切$传动

重合度为
;

Z

,

)

$离散齿啮合数量保持不变&取波发

生器旋转
7

_)

#

,

;

O

过程中的
=*

个等距点进行计

算$得到
=*iA

组
2

M6

'

2

O6

'

2

D6

和
/

M6

'

/

O6

'

/

D6

值$并使

之与其啮合位置对应$计算结果如图
##

$

#>

所示&

(

O

表示离散齿和刚轮的啮合点与刚轮齿顶相对于

旋转轴的夹角%

(

M

表示离散齿和波发生器的啮合点

与波发生器短半轴相对于旋转轴的夹角&

图
55

!

6

3

在刚轮齿廓上的分布

图
57

!

6

N

在波发生器上的分布

图
58

!

6

I

在离散齿体上的分布

图
59

!$

3

在刚轮齿廓上的分布

图
5=

!$

N

在波发生器上的分布

图
5:

!$

I

在离散齿体上的分布

B!
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图
5C

!

8

个作用力随波发生器转角的变化

图
5D

!

8

个接触应力随波发生器转角的变化

图
##

$

#"

为作用力与接触应力在各接触面的

分布%图
#A

和
#>

为作用力与接触应力随波发生器

转角的变化&可知离散齿从进入到退出啮合$受波

发生器'刚轮和离散齿体的作用力以及接触应力表

现出从零开始由小变大再变小至零的变化趋势$使

传动过程平稳&在刚轮靠近齿顶的部分呈现出接触

应力高$承载能力差的特点$对此可以进行齿廓修形

改善受力分布$提高承载能力&

=67

!

刚轮齿廓发生顶切的受力分析

离散齿运动由波发生器输入$离散齿体输出$刚

轮固定&传动主要结构参数!波发生器长半轴和短

半轴分别为
3_=*OAFF

'

4_@BO!FF

$离散齿半径

E_#O=FF

$离散齿宽度
F

#

_#=FF

$离散齿理论齿

数
;

Z

_>*

$做抽齿处理后实际齿数
;)

Z

_@*

$刚轮齿

数
;

O

_A>

%弹性模量
Q_)#*ZS/

$泊松比
%

_*O!

%

输入力矩为
P

*

_!(

*

F

&

上述结构参 数下$刚轮 齿 廓 发 生 顶 切$如

图
#B

"

Q

#$因此在分析离散齿传动受力时$需计算传

动重合度$将传动过程按参与啮合的离散齿数量分

别计算$再进行整合$即可得到整个过程的啮合力变

化情况&

图
5J

!

刚轮齿廓发生与未发生顶切形状

!!

根据重合度的计算(

#A

)得到上述参数下重合度

#

_AO=A!)

&对于双波波发生器$同时啮合的离散

齿齿数必为偶数$且相对于旋转轴中心对称$因此本

例中处于啮合状态的离散齿齿数为
"

或
>

!以
7

_*

作为运动的起始位置$以
)

#

,

;

O

为周期$运动开始

为
"

齿啮合$当波发生器旋转到一定角度$变为
>

齿

啮合&由于啮合区域具有对称性$只需计算其中一

个啮合区域"

!

齿与
@

齿的啮合#&计算同样取
=*

个点$计算结果见图
)*

$

)=

&

图
7;

!

6

3

在刚轮齿廓上的分布

"刚轮齿廓发生顶切#

图
75

!

6

N

在波发生器上的分布

"刚轮齿廓发生顶切#

*@
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图
77

!

6

I

在离散齿体上的分布

"刚轮齿廓发生顶切#

图
78

!$

3

在刚轮齿廓上的分布

"刚轮齿廓发生顶切#

图
79

!$

N

在波发生器上的分布

"刚轮齿廓发生顶切#

图
7=

!$

I

在离散齿体上的分布

"刚轮齿廓发生顶切#

!!

图
)*

$

)=

即为离散齿从齿顶进入啮合到齿根

退出啮合过程的受力计算结果$假设此离散齿用
0

表示&当离散齿
0

刚进入啮合在齿顶附近$传动为

@

齿啮合$离散齿
0

的受力为图
)*

$

)=

中第
#

段细

点部分$其受力不是从零开始$而是相对较大的一个

值&随着波发生器的转动$另一处在啮合状态并在

齿根附近的离散齿
#

退出啮合$其受力是逐渐减小

到零至退出的$因此其他离散齿的受力状态不会突

变$离散齿
0

的受力如图
)*

$

)=

第
#

段粗点到细点

的过程$此时为
!

齿啮合&波发生器继续转动$在某

一时刻$齿顶处会有新的离散齿
Q

参加啮合$离散

齿
Q

所受作用力不是从零开始$因此其他
!

个离散

齿的受力会发生突变$离散齿
0

的受力如图
)*

$

)=

第
#

段粗点到第
)

段细点的过程$此时为
@

齿啮合&

随着波发生器继续转动$在齿根处会有离散齿退出

啮合$齿顶处会有离散齿进入啮合$如此循环下去$

直到离散齿
0

运动到齿根退出啮合$其受力及接触

应力可由图
)*

$

)=

表述&

由结果可以看出$由于刚轮齿廓发生顶切$导致

同时啮合齿数减少$使得每个离散齿的负担增加%刚

进入啮合的离散齿受力情况恶劣$接触应力高%当齿

顶处的离散齿进入啮合时$每个离散齿的受力发生

变化$导致传动不平稳&因此在结构设计时$可以通

过齿廓修形乃至对波发生器轮廓进行修整$依据包

络与反包络原理$使机构的重合度增大$提高传动的

承载能力和平稳性&

#@
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:

!

结
!

论

#

#建立了离散齿谐波传动啮合副受力分析模型

以及接触应力算法$并给出了啮合力和接触应力在

接触面分布的计算与分析方法&

)

#对于刚轮齿形未发生顶切的离散齿传动结

构$离散齿由进入到退出啮合的过程受力状态呈平

稳变化趋势%刚轮靠近齿顶部位出现接触应力高$承

载能力差的特点&

!

#对于刚轮齿形发生顶切的离散齿传动结构$

在传动过程中$离散齿的受力状态会发生突变$影

响传动的平稳性%相对于未发生顶切的情况$单个

离散齿受力较大$影响传动的承载能力%在离散齿

刚进入啮合的一段时间内$离散齿受力较大$接触

应力高&
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