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稳定化方法$在处理两相流不连续问题时$引入修正扩展有限元方

法使混合单元附加形函数满足单位分解原理$给出一种模拟两相流体流动问题的扩展有限元方法&

在模拟两相流体流动过程中采用水平集方法捕捉流体运动界面&利用编制的计算程序模拟液体自

由晃动问题$数值模拟结果与理论解一致&进一步采用本文方法和有限元方法模拟了溃坝流动问

题$并将数值结果与实验结果进行比较$结果表明本文方法更有效&本文方法能够准确捕捉流体运

动过程中两相界面的变化$且具有在计算过程中无需进行网格重构的优点&
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两相流动问题广泛存在于能源与动力(化工(核

反应堆等工程设备与生产工艺当中&两相流的数值

模拟方法的研究长期以来倍受人们的关注&

目前$模拟两相流的数值方法主要有拉格朗日

法)

*

*

(混合拉格朗日欧拉法)

(

*和欧拉法)

!

*等&在拉

格朗日法中$网格随界面运动而发生变形和扭曲$有

时会导致网格因变形过大而畸变&尽管针对拉格朗

日法引入了一些新算法$一定程度上解决了网格畸

变等问题$但不能像欧拉法那样自然的反映大变形

情况&混合拉格朗日欧拉法主要有
1GR
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L$,

U
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*法&

在利用
PRG

法模拟两相流过程中$需要进行网格重

分$以保证相界面与网格边界对齐&采用固定网格

的欧拉法是目前两相流数值模拟最为通用的方法&

基于界面标记点的
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#方法和
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#方法是一类早期的固定网格

方法&
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等将标记点改进为标记函数$提出了
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7$%,H8$00%,5M

#方法)
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&该方法通过计算含

标记函数的输运方程达到追踪界面的目的$但需要

进行较复杂的界面重构&水平集"

%878%98:

#方法是

[928-

等提出的一种运动界面捕捉技术)

A

*

$该方法

通过定义符号距离函数$相界面可以由距离函数的

零等值线确定&水平集方法在两相流有限元方法中

已经得到应用)

>

*

&

在以上各种模拟两相流的常规方法中$通常需

要相界面两侧的网格对齐$或者在相界面增大网格

密度$进行网格重构等&
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等提出的扩展

有限元方法"

@XG<
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*

$是为避免网格重构而提出

的一个解决方法$该方法最初用来解决裂纹尖端不

连续场问题&扩展有限元的网格生成不需要考虑界

面的存在$其基于单位分解法)

B

*

$在单元形函数中增

加与界面相关的附加形函数$改善有限元逼近空间&

在常规扩展有限元方法"

9:/.M/-M@XG<

#中$混合

区的混合单元并不能满足单位分解的要求&为此$

出现了解决这一问题的几种方法)

?=*)
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&

12899/

等最早将扩展有限元方法用于两相流数

值模拟中)

**

*

$他们用基于特征分裂法离散控制方程$

被相界面贯穿的单元通过引入附加函数来描述不连

续性$并对气泡上升问题进行了数值模拟研究$得到

与实验规律一致的结果&但其未对混合区的混合单

元进行有效处理$混合单元不满足单位分解原理&
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则采用一种与无网格方法类似$基于移动最小

二乘法"

<RE

#的本质扩展有限元方法 "

5.:-5.95L

@XG<
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$模拟分析了气泡在不同
<$-:$.

数下的运

动状态&该方法不需要引入附加节点未知量$但在加

强区节点权函数计算过程中$与无网格法类似$需要

遍历影响区内的每个节点$计算规模较大&

笔者采用
E6V̀

+

VEV̀

)

*!=*A

*有限元格式离散流

体动力学控制方程$界面贯穿单元的形函数通过引

入附加函数来改善逼近空间$并首次采用修正+加权

扩展有限元方法"
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#使混

合单元满足单位分解原理&两相流的相界面采用水

平集函数描述$捕捉两相界面的运动&通过液箱晃

荡及溃坝问题的数值模拟$验证了方法的正确性和

有效性&
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两相流控制方程

两相流体求解域如图
*

所示&

图
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两相流体流动的求解域

图
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区域中包含
(

种互不相融合的不可压缩流

体
4
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和
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&在两相流体流动过程中$相界面
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5.:

随

时间变化&边界包含
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为流体密度%
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为速度场%
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为附加重力项%

%

为柯西应力$可分解为偏斜应力
&

和静水压力
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为粘性系数&
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在忽略表面张力的情况下$应力场和速度场在

相界面需满足以下条件
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为相界面的法向矢量&

对于两相流体$
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式中$

*

为水平集函数$该函数用于跟踪描述两相流

体的界面$这里
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修正扩展有限元方法

考察两相流求解区域$
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( 被分割成一系列的
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子单元
4

X

$

'

为单元节点集合&假设插值形函数为

D

&

"

=

#$常规扩展有限元速度场插值形式可描述为!

,
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#
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#

由于相界面的存在而需要增加自由度的单元节点集

合$称之为
'

5

$

'

5

D

'

$如图
(

"

/

#所示&其中
,

&

为有

限元节点未知量$

M

&

为由于附加节点而产生的附加

变量$

0

&

"

=

$

(

#为附加形函数&按照以下方式定义!
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被附加形函数加强的单元分两类$参见图
(

"

S

#&一类是界面贯穿单元$这类单元全部节点都被

附加形函数加强$将这些单元称为全加强单元&由

于附加函数基于单位分解法$故全加强单元满足

"

&

C

'

5

D

"

*

#

"

*

&第二类单元与全加强单元相邻$但

并非所有节点都被附加形函数加强$将其称为部分

加强单元或混合单元&混合单元不具备单位分解性

质$会产生多余项$影响插值精度&

图
;

!

扩展有限元模型中节点和单元分类

为改进扩展有限元附加形函数在混合单元内不

满足单位分解性质的缺点$采用
X-589

提出的一种修

正方法)

*>

*

$定义如下改进的附加形函数
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式中$
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#为平滑函数$定义为!
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#

在贯穿单元中的
Q

"

=

#函数$由于其节点全部处于

'

5集合中$故
Q
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#

c*

&在普通单元中不含加强节

点$

Q
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=

#

c)

&在混合单元中$包含部分加强节点$

因此
Q

"

=

#的值在
)

"

*

之间&经修正后$贯穿单元

与混合单元的附加形函数都满足单位分解原理&与

常规扩展有限元相比$该方法在混合单元包含更多

的附加形函数$因此需要更多的积分点保证积分

精度&

改进的扩展有限元加强节点集合
S

5

$如图
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所示$

S

5

D

'

&

S

5是所有加强单元和混合单元节点

的集合&因此
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&修正后的扩展有限元插值

形式为
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对于没有被相界面穿过的单元$采用标准的高

斯积分方式&对于被相界面贯穿的单元$由于引入

加强函数$形函数沿界面出现不连续现象&因此必

须将单元分成子单元分别设置高斯点进行积分&子

单元的划分依赖
*

"

=

$

(

#函数在单元节点的值&可

贯穿单元划分为
!

个子单元进行积分$如图
!

所示&

此外$根据文献)

*(

*$对混合单元选用比普通单元更

多的积分点$以保证积分精确性&

图
B

!

相界面贯穿单元和混合单元积分点设置
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水平集函数界面追踪法

水平集函数界面追踪法是一种隐式跟踪移动界

面的技术$其基本思想是将随时间运动的物质界面

定义为距离函数
*
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$
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#的零等值面&水平集函数可

用距离函数描述$其定义为!
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即可追踪运动界面&为减少计算规模$文献)
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议将上述方程改为!
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式中!

$

为截断距离$

1

为平滑过渡距离&该函数的

引入可以缩小水平集函数计算区域$进而大大减小

计算规模&

笔者采用
E,99H/.
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*提出的修正方法使
*

保

持为距离函数&距离保持方程如下!
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"#为符号函数$
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. 时刻的解&

通过对输运方程"

*F

#和距离保持方程"
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#的有

限元离散求解$即可达到捕捉运动界面的目的&定

义的距离函数
*

"

*

$

(

#将直接用于扩展有限元形函数

的构造&

C

!

基于
J_=Z

!

=J=Z

的扩展有限元

方程及其时间积分

!!

按照
N8bM,

;

/-

和
[9/K/

提出的
E6V̀

+

VEV̀

稳定化方法)

*!

*

$可写出流体动力学场方程的等效积

分弱形式!

'

4

<

4

.

(

A

,

4

A

(

$

,

4

.

@

,

4

+

" #

:

M

'$

'

4

(

"

<

4

#

a%

"

2

4

$

,

4

#

M

'+

'

5

<

4

.

=M

5$

'

4

V

4

@

.

,

4

M

'$

"

.

X*

X

"

*

'

4

X

*

(

)

-

E6V̀

(

,

4

.

@

<

4

$-

VEV̀

@

V

4

*

.

(

A

,

4

A

(

$

,

4

.

@

,

" #

4

+@

.

%

"

2

4

$

,

4

#

+

(

) *

:

M

'

X

"

)

&

"

((

#

式中!

<

4 和
V

4 分别为速度(压力权函数$

,

4 和
2

4 分

别为速度和压力试探解&该方程的前
A

项为标准

/̀%8-Y5.

弱积分形式$其他为由于稳定化方法的引

入而增加的稳定项&其中
-

E6V̀

和
-

VEV̀

为稳定化参

数$这里按下式选取

-

E6V̀

"-

VEV̀

"

(

F

,

4

F

" #

4

(

$

F

A

'

4

" #

(

) *

(

+

*

(

&

"

(!

#

速度和压力的插值形式为!

,

4

"

G

>?

$

!!

2

4

"

>

2

& "

(A

#

其中!

G

>

"

>

!

)

!

>

8.-

!

)

)

!

>

!

)

!

>

) *

8.-

$

!

?

"

@

A

) *

@

& "

(>

#

式中$

>

为常规形函数$

>

8.-

为附加形函数$具有如下

形式!

>

"

)

D

*

$

D

(

$3$

D

.

*$

>

8.-

"

)

0

5

*

$

0

5

(

$3$

0

5

.

*& "

("

#

这里$

@

$

A

@

分别为节点常规速度和附加速度值$可表

达为

@

"

)

,

*

$

,

(

$3$

,

.

*

N

$

!

A

@

"

)

[

,

*

$

[

,

(

$3$

[

,

.

*

N

&

"

(B

#

以上方程弱解积分式"

((

#的空间离散形式如下!

"

2

$

2

$

#

(

$

'

"

?

#

$

'

$

"

?

#

$

"

/

$

/

$

#

?

+

"

7

$

7

$

#

2

"

"

1

$

1

$

#

7

N

?

$

2

.

(

$

'

.

"

?

#

$

/

.

?

$

7

.

2

"

6

$

6

.

& "

(?

#

式中!

?

$

(

$

2

分别为速度(速度的时间导数
A

?

+

A

(

(压

力的节点未知量%

2

为加速度项%

'

"

?

#为对流相关

项%

/

为扩散项%

7

为压力项%

6

(

1

项由边界条件而

产生&下标
$

$

.

分别表示
E6V̀

和
VEV̀

稳定项&

按照文献)

*!=*A

*的时间积分方案$假设
(h

#

(

时刻的加速度(速度和压力与
(

时刻的量有如下

关系!

(

(

$#

(

"

(

(

$#

(

$

?

(

$#

(

+

?

(

#

(

"#

.

(

(

$#

(

$

"

*

+#

#

.

(

(

$

B

(

$#

(

"

B

(

$#

B

& "

(F

#

可将式"

(?

#写成如下增量形式求解!

2

5

#

(

+

7

5

#

2

"

&

$

"

7

N

#

5

#

(

+

7

5

.

#

2

"

+

& "

!)

#

式中!

&

"

1

$

1

$

+

)"

2

$

2

$

#

(

$

'

"

?

#

$

'

$

"

?

#

$

"

/

$

/

$

#

?

+

"

7

$

7

$

#

2

*$

+

"

6

$

6

.

+

)

7

N

?

$

2

.

(

$

'

.

"

?

#

$

/

.

?

+

7

.

2

*$

2

5

"

2

$

2

$

$##

(

A

'

"

?

#

A

?

$

A

'

$

"

?

#

A

?

$

/

$

/

" #

$

$

A(*
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7

5

"

7

$

7

$

$

"

7

N

#

5

"

2

.

$##

(

A

'

"

?

#

A

?

$

/

.

$

7

" #

N

&

增量方程"

!)

#可迭代求解&在
(

时刻选择迭代初值

?

(

$#

(

)

"

?

(

$#

((

(

$

(

(

$#

(

)

"

(

(

$

B

(

$#

(

)

"

B

(

$ "

!*

#

代入式"

!)

#求解得到
#

(

和
#

2

$并由以下列关系修

正各量

(

(

$#

(

&

$

*

"

(

(

$#

(

&

$#

(

$

?

(

$#

(

&

$

*

"

?

(

$#

(

&

$#

(

##

(

$ "

!(

#

2

(

$#

(

&

$

*

"

2

(

$#

(

&

$#

2

&

然后代入式"

!)

#重新计算&以上过程不断迭代直至

收敛$进入下一时刻的迭代计算&参数
#

用来控制

时间积分的精度和稳定性$通过改变
#

值可以得到

不同时间积分格式$

#-

*

(

时$为无条件稳定格式$当

#

c

*

(

时收敛速度要优于
#

c*

$文中
#

取*

(

&

D

!

数值算例

针对上述方法$编制了相应的计算程序&下面

以
(

个算例验证本文方法和程序的正确性&

D:9

!

液体自由晃动问题

如图
A

所示的
*He*H

正方形无顶盖容器内

装有深度为
)&>H

的液体$液体和空气的密度分别

为
*)))Y

3

+

H

! 和
*Y

3

+

H

!

$重力加速度
`

c

F&?*H

+

9

(

&计算区域采用三角形等参单元离散$单

元数为
*())

&速度和压力采用同阶线性插值&气液

两相交界面的初始形状为
)

cM

.

95.

"

$

"

=h)->

#+

G

#$

式中
M

为波幅$这里取
Mc)&)*H

&在理想流体和

微幅波动的假设前提下$液体在液箱内晃动的波面

谐振频率为
"

c (

`

).

$

.

(4

"

().

$

4

+

G

#+槡 G

$其中

)

表示波数$

.

为固有频率的阶数&按照线性势流

理论)

*?

*

$液面波动的解析表达式可表示为
)

cM

.

95.

"

$

"

=h)->

#+

G

#.

L$9

"

"

(

#$

"

为一阶线性波面固

有频率&由线性理论求得
"

c>&!*""Ob

&

图
C

!

液箱内液体晃动计算模型

初始时刻及典型时刻的界面形状如图
>

所示&

图
"

给出了采用本文数值模拟方法和线性理论

解)

*?

*得到的液箱左右壁面的自由液面起伏的时间

变化曲线$可见数值模拟结果和理论解一致$表明本

文方法正确有效&

图
D

!

液体晃动液面变化

图
E

!

液箱内液体自由晃动数值解

与理论解的比较

D:;

!

溃坝问题

现模拟溃坝流动问题$模型如图
B

"

/

#所示&矩

形水柱被固壁和隔板约束$瞬间抽出隔板&固壁边

界条件取为滑移条件&水柱初始宽度
T

)

$

7

)

$且

T

)

c7

)

c)&)>*B>H

&水体的密度和粘性系数分

别为
*)))Y

3

+

H

! 和
)&))*V/

.

9

&空气的密度和

粘度系数分别为
*Y

3

+

H

! 和
*e*)

d>

V/

.

9

&分别

采用本文扩展有限元方法和有限元法计算分析$均

划分
A?))

个单元&网格如图
B

"

S

#&

为比较本文方法和有限元法的结果$引入无量

纲时间
!

*

$

!

( 和无量纲位移
T

$

7

!

!

*

"

(槡
`

M

$

!

(

"

(槡
`

M

$

>(*
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图
F

!

溃坝计算模型及网格划分

T

"

8

M

$

7

"

4

M.

(

& "

A)

#

式中!

8

为水流流到的最前端与初始时刻的距离$

4

是剩余水柱的高度$

`

为重力加速度$

(

为时间&

图
?

给出本文方法和
XG<

方法数值结果与实

验结果)

*F

*的比较&可见$在相同网格的情况下$采

用本文方法得到的结果与实验数据更接近$比常规

有限元方法更有效&另外$随着网格逐渐加密数值

结果逐渐趋近于实验数据&且水平集方法能准确捕

捉运动界面&

图
H

!

二维溃坝问题数值结果与实验结果的比较

!!

图
F

给出采用本文方法计算得到的溃坝后典型

时刻两相流界面的变化$图
*)

所示为典型时刻两相

流的压力等值线&

图
I

!

溃坝后两相流界面变化

图
9@

!

溃坝后压力等值线

"(*
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E

!

结
!

语

提出了一种模拟两相流体流动的数值方法$利

用修正扩展有限元方法在单元内部考虑两相流界面

的非连续性$同时采用水平集法捕获两相流体的移

动界面&利用本文方法$在计算过程中无需进行网

格重构$而且能够准确捕捉两相流界面的变化&编

制了计算程序$通过数值算例验证了本文方法的正

确性和有效性&
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