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在实际工程结构中#由于各种因素的影响#常存

在一些不可避免的不确定性)
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#如载荷(物理和几何

参数(边界条件和系统的失效条件等&处理不确定

性问题的数值计算方法主要有随机有限元法)
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*及区间有限元法)
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&随机算法需要

知道不确定参数的概率统计特性#模糊算法求解速

度慢#区间算法可以在不知道不确定变量概率分布

的情况下定量地考察不确定参数对结构响应的影

响#对小范围不确定问题非常有效&由于有限元法

基于单元#需要单元信息#前处理工作量大#后处理
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过程较为复杂#当求解涉及特大变形问题如金属冲

压成型(高速冲击和爆炸(流固耦合(动态裂纹扩展

等问题时#其网格会产生严重的畸变#对解的精度影

响较大&针对于有限元算法存在的这些缺陷#国际

计算力学界从
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世纪
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年代开始兴起了无网格
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*的研究热潮&

无网格法具有抗畸变能力强#精度高#后处理方

便#可消除体积自锁现象#收敛快等优点&目前应用

无网格法解决计算不确定性问题的文章还较少'马

丽红等)

+!

*只给出了近似估算
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地基板弯曲

问题的区间无网格方法#针对含裂纹结构中存在不

确定因素的研究分析还未见报导&笔者基于区间数

学理论(结合无网格伽辽金法与内积空间#提出区间

局部正交无网格伽辽金法#该方法基函数采用了局

部加权正交基函数#其导数具有通式#避免了矩阵
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%求逆#区间平衡方程采用区间数分解方法求
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积分公式进行了详细推导#最后对含

不确定性问题的共线双边裂纹受均布拉伸有限方板

进行了研究&
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局部加权正交基函数

为提高移动最小二乘法拟合函数的计算精度#

程玉民等)
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*为克服病态方程的带来的计算问题#提

出采用加权正交基函数#张建辉等)
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根据正交向量的性质有!
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局部加权正交基函数保证其仅在节点影响域内

正交#因此#在正交化过程中产生的系数
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原理可以得到

/

$

.

W

%

"

$

W

&

D

$

.

W

%& $

)#

%

式$

)#

%为静力区间无网格平衡方程#其基本问题就

变成求解所有可能组合所决定的位移集合
8

#

8&

/

"

$

_

/

G

"

&

D

#

"

$

*

*

#

/

(

/

$

.

W

%#

D

(

D

$

.

W

%0& $

)>

%

则
"

$

W 的区间形式为

"

$

W

&

)

"

$

#

"

$

*# $

)D

%

式中!

"

$

&

F6/

/

/

(

+

D

#

/

(

/

$

.

W

%#

D

(

D

$

.

W

%0#$

!*

%

"

$

&

F0S

/

/

(

+

D

#

/

(

/

$

.

W

%#

D

(

D

$

.

W

%&$

!+

%

考虑到不确定参数
.

在小范围变化#令

/

D

&

/

$

.

D

%#

/E#

-

$

.

D

%

&

"

J

"

.

-

.

&

.

-

#

D

D

&

D

$

.

D

%#

DE#

-

$

.

D

%

&

"

D

"

.

-

.

&

.

-

#$

-

&

+

#

)

#,#

?

%& $

!)

%

式中!

D

D

(

/

D 分别为均值载荷列阵和均值整体刚

度矩阵#

.

D 为
.

的均值#

?

为区间参数个数&

将含有区间变量的载荷列阵
D

(

D

$

.

W

%和刚度

矩阵
/

$

.

W

%在
.

&

.

D 处进行
L0

<

&%.

展开#忽略高阶

微量#可得

/

$

.

W

%

&

/

D

%

'

?

-

&

+

&

.

W

-

+

/E#

-

$

.

D

%

&

/

D

%&

/

W

#$

!!

%

D

$

.

W

%

&

D

D

%

'

?

-

&

+

&

.

W

-

+

DE#

-

$

.

D

%

&

D

D

%&

D

W

#$

!C

%

式中#

&

.

W 为
.

的离差区间&

由区间无网格控制方程#有

$

/

D

%&

/

W

%$

"

$

D

%&

"

$

W

%

&

$

D

D

%&

D

W

%&$

!?

%

D)+
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根据区间分解形式的唯一性#有

"

$

D

&

$

/

D

%

(

+

D

D

# $

!"

%

&

"

$

W

&

$

/

D

%

(

+

&

D

W

(

$

/

D

%

(

+

&

/

W

"

$

D

& $

!#

%

!!

将
&

D

W 和
&

/

W 代入到式$

!C

%得

&

"

$

W

&

$

/

D

%

(

+

'

?

-

&

+

&

.

W

-

DE#

-

$

.

D

%

(

$

/

D

%

(

+

'

?

-

&

+

&

.

W

-

/E#

-

$

.

D

%

"

$

D

#

$

!>

%

&

"

$

&&

.

-

$

/

D

%

(

+

'

?

-

&

+

DE

-

$

.

D

%

(

$

/

D

%

(

+

'

?

-

&

+

/E

-

$

.

D

%

"

$

D

&

$

!D

%

于是结构静力位移的上下界分别为

"

$

W

&

)

"

$

#

"

$

*

&

)

"

$

D

(&

"

$

#

"

$

D

%&

"

$

*# $

C*

%

式中!

"

$

D

(

&

"

$ 为广义位移的均值和离差&

#

W

#

/

W可

同理得到&

"

$

W 为广义位移#所以

"

W

&#

$

0

%

"

$

W

& $

C+

%

<

!

区间
,

积分理论

+D">

年
U6G9

)

+"

*提出了
,

积分公式&考虑二维

裂纹体#如图
+

所示#绕裂尖取任意封闭光滑回路

8

!回路由裂纹下表面某点开始#沿裂纹尖端逆时针

方向进行#终止于上表面任一点#

,

积分具有守恒

性#定义如下!

,

&

&

8

$

C=

=

(

H

*

"

I

,

"

*

=+

%& $

C)

%

式中!

H

*

为回路
8

上的应力分量#

C

为板的应变能

密度#

I

"

为回路
8

上的位移分量#

=+

为回路
8

上的

弧元&

将含有区间变量的
,

$

.

W

%在
.].

D 处进行

L0

<

&%.

展开#忽略高阶微量#可得

,

$

.

W

%

&

,

D

%

'

?

-

&

+

&

.

W

-

+

,E#

-

$

.

D

%

&

,

D

%&

,

W

#$
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%

,E#

-

$

.

D

%

&

"

,

D

"

.

-

.

&

.

-

& $

CC

%

图
8

!

裂纹尖端
,

积分回路

!!

在计算时采用矩形闭合曲线#如图
)

所示#利用

*

轴的对称关系#令

图
9

!

矩形闭合曲线

,
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D
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=

=
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=
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&

8

*

/

D

*

#

D

*

%*

D

*

=

"

'

D

"

$ %

*

C
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*

+

#

$
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%

&

,
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&

'

&

.

W

-
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$

.

D
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%

&

,

&&

.

-

'

,E#

-

$

.

D

%# $

CD

%

,

W

&

)

,

#

>

,

*

&

)

,

D

(&

,

#

,

D

%&

,

*& $

?*

%

!!

在线弹性情况下#若泊松比
"

不为区间变量#则

J

W

W

与
X

W 积分有简单的关系#即

平面应力!

!

J

W

W

&

G

W

X槡
W

& $

?+

%

平面应变!

!

J

W

W

&

G

W

X

W

+

(

"

槡 )

& $

?)

%

=

!

共线双边裂纹有限方板

共线双边裂纹有限方板受均布拉伸作用#如图

!

所示&方板长
:])*F

#裂纹长度
.]?F

#泊松比

"

]*H!

#在板上下两端受均布拉应力
H

#载荷
H

和弹性

模量
G

均值分别为
G

D

]+***OV0

#

H

D

]+H*OV0

#离

差分别为
&

G]+**OV0

#

&

H]*H+OV0

#平面应变

问题&取该结构左上四分之一作为计算模型$该构

件具有双向对称性%#如图
C

所示#在其底部和右侧

施加对称边界条件#布置
C#)

个节点&由
L

+

L

)

L

!

L

C

所围成的长
8]CH*F

#宽度
O])H*F

区域用来求

解
X

积分#积分时该区域内采用
>j>

的高斯点#其

他处使用
CjC

的高斯点&在距裂尖
*H+.

范围内采

用完全扩展基函数)

+#

*

#远离裂尖处采用式$

)

%#罚函

数为
$&

+*

"

G

D

#

:G0&9]!H?

&

*!+
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图
:

!

共线双边裂纹有限方板

图
<

!

计算节点布置示意图(对称边界条件和
,

积分区域

!!

求得应力强度因子区间
J

W

W

&

)

CH!DCD

#

?H!""*

*

OV0槡D #当区间变量离差
&

H]*

#

&

G]*

时#

J

D

W

&

CH>>*COV0槡D #与确定结构下的理论

解
J

W

&

CHD?>)OV0槡D #误差仅为
+H?#J

&图
?

所示为裂纹长度与裂纹尖端正前方的径向应力区间

)

/

55

#

F

/

55

*$

(&

*

%随着
5

"

.

$

5

为某点到裂纹距离#

.

为裂纹长度%的变化关系&由图中可得
5

"

.

为
*H**)

处的应力区间为)

+>HD!DC

#

)!H+!)D

*#曲线
/

55

和曲

线F

/

55

很好的模拟出了裂尖应力场 +

槡5
的奇异性&

图
"

为径向应力区间 )

/

55

#

F

/

55

*(周向应力区间 )

/

5

(

#

F

/

5

(

*(和剪应力区间)

/

((

#

F

/

((

*与角
(

的变化关系$

5

.

&

*H+

%&

>

!

结
!

语

笔者基于区间数学理论(结合无网格伽辽金法

和内积空间提出了区间局部正交无网格伽辽金法#

该方法不需单元信息#只需节点信息#采用了局部加

权正交基函数作为基函数#其导数具有通式#可避免

矩阵求逆#编程简单#并推导了区间局部正交无网格

平衡方程#进一步推导出了区间
,

积分公式#并将其

应用到含裂纹结构的不确定性问题中#通过算例验

证了本方法的正确性&

图
=

!

裂纹尖端正前方应力区间 )

/

55

#

F

/

55

*$

(&

*

%

图
>

!

应力与角度
%

的变化关系$

:

!
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