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摘　要：由于目前对椭圆锥齿轮的研究主要是进行传动原理及特性、齿形设计、加工制造分析

以及传动实验等研究，而对其轮齿承载能力的研究相对较少。结合微分几何理论和齿轮啮合原理，

在椭圆锥齿轮平面当量节曲线的基础上，获得传动过程中的压力角变化关系。对啮合过程进行受

力分析，并推导轮齿所受切向力及法向力的计算公式。建立椭圆锥齿轮强度的连续计算方法，讨论

齿面接触应力和齿根弯曲应力随主动轮转角的变化规律。判断啮合过程中最薄弱轮齿的位置，分

析了模数、齿数和偏心率３个基本参数对接触应力及弯曲应力的影响，并通过与传统直齿锥齿轮强

度计算法的对比分析，验证了椭圆锥齿轮强度连续计算法的正确性。
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　　椭圆锥齿轮是非圆锥齿轮类型中一种典型的传

动形式，其大端节曲线为球面椭圆。当一对椭圆锥

齿轮副啮合传动时，其传动比函数具有周期性、对称

性。给定匀速的输入转速，能方便地再现预先给定

的非匀速输出运动。椭圆锥齿轮传动能实现两相交

轴之间的非匀速比传动，相对于传统的非圆柱齿轮

和圆锥齿轮的组合机构或其他组合机构，椭圆锥齿

轮传动具有体积小、结构紧凑、传动效率高等优点，

具有很大的应用前景［１］。

相关 研 究 成 果 主 要 包 括 国 外 的 Ｓｅｎｔｏｋｕ

Ｈｉｒｏｆｕｍｉ
［２］给出的关于汽车差速器锥齿轮传动过程中

的载荷分布和强度计算方法。国内主要有李纪强
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等［３］所做的关于非圆柱齿轮的啮合特性分析及承载

能力研究。这些研究成果为非圆锥齿轮的设计制造

及推广应用提供了理论依据和技术支撑。

随着椭圆锥齿轮传动朝着高速、动力传动的方

向发展，对其传动的承载能力提出了更高的要求。

文中依据微分几何理论和非圆柱齿轮的相关知识，

分析了该锥齿轮传动过程中的齿面接触应力、齿根

弯曲应力随主动轮转角的变化规律，以及偏心率、模

数、齿数等基本参数对两种应力的影响。为判断传

动过程中最薄弱轮齿的位置和齿轮基本参数的优化

设计提供了理论依据，从轮齿强度的角度为椭圆锥

齿轮提供了一种重要的设计分析手段。

１　椭圆锥齿轮传动原理

椭圆锥齿轮啮合传动时，其共轭齿廓一直保持

相切接触，瞬时啮合点不断发生变化。且主、从动轮

的大端节曲线在同一个球面上做纯滚动，具有相等

的球面半径，实际啮合情况如图１所示。

图１　椭圆锥齿轮副啮合传动

其主动轮和从动轮要实现的传动比函数［４］为

犻１２ ＝
１－２犽ｃｏｓ（狀θ１）＋犽

２

１－犽
２

， （１）

式中：犽为椭圆锥齿轮的偏心率；狀为椭圆锥齿轮的

阶数；θ１ 为椭圆锥齿轮的主动轮转角。

当齿轮副轴间夹角为９０°时，根据啮合传动时的

几何关系，可得主、从动轮的节曲线为

φ１ ＝ａｒｃｔａｎ
１

犻１２
， （２）

θ２ ＝∫
θ１

０

１

犻１２
ｄθ１

φ２ ＝
π
２
－ａｒｃｔａｎ

１

犻

烍

烌

烎１２

， （３）

式中：φ１、φ２为主、从动轮的锥角；θ２为从动轮的转角。

椭圆锥齿轮的节锥展开角为其节锥面展开到平

面上所对应的中心角的大小［５］。节曲线弧长应为球

面半径与节锥展开角的乘积，同时也等于节距与齿数

狕的乘积。依据该等式关系，可求得球面半径犚为

犚＝
１８０犿狕

∫
２π

０
ｓｉｎ２φ（θ）＋φ′

２（θ槡 ）ｄθ

， （４）

式中犿为椭圆锥齿轮模数。

２　节曲线的平面展开及压力角计算

根据微分几何曲面论的基本定理，可以将一条

曲面曲线在平面上近似伸展成为平面曲线［６］，其中

曲线在曲面上的短程曲率犽ｇ 要等于在平面上的相

对曲率犽ｒ
［７８］。由Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ公式

［９］可以计算出椭圆

锥齿轮副节曲线上任一点的短程曲率。

根据平面曲线相对曲率的定义，得到椭圆锥齿

轮主动轮节曲线的平面展开为
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　　从动轮节曲线的平面展开为

ψ２ ＝∫
θ
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φ′
２
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２
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２
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式中：ψ１ 为平面曲线的切向量与水平轴狓的夹角；狓

为平面展开曲线的横轴坐标；狔为平面展开曲线的

纵轴坐标。

以三阶椭圆锥齿轮（犿＝３，犽＝０．１５，狕＝３３）为

例，根据式（５）和式（６）得到主、从动轮节曲线的平面

展开曲线如图２所示。

图２　节曲线的平面展开曲线

空间节曲线展开为平面当量节曲线，将椭圆锥

齿轮的空间啮合问题转化成了平面啮合问题，便可

以在平面当量节曲线的基础上，研究椭圆锥齿轮传
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动过程中的压力角变化问题。椭圆锥齿轮的压力角

不等于刀具齿廓的齿形角α０（一般α０＝２０°），而是节

曲线在某一点接触的情况［１０］。当主动轮转向不同

时，轮齿左右两侧齿廓的压力角不同［１１］。左右两侧

齿廓压力角的计算公式可统一为

α１２ ＝狌１＋α０－π／２， （７）

式中狌１ 为节曲线在啮合点的切线正方向与向径之

间的夹角。

为了求出向径的方向，需要计算出当量节曲线的

中心点坐标。而当量节曲线在主动轮转角等于π／狀

和２π／狀这２点时，这２点的法线必经过当量节曲线

的中心点，计算出这２点的ψ值和狓、狔坐标值，联立

该２点的法线方程即可求出当量节曲线的中心点坐

标，然后就可以计算出啮合点切线正方向与向径之间

的夹角μ１。以二阶椭圆锥齿轮（犿＝２，犽＝０．１，狕＝２２）

为例，计算出传动过程中的压力角变化关系如图３

所示。

图３　二阶椭圆锥齿轮传动压力角

３　强度计算与分析

齿廓形状是影响轮齿强度的重要因数，椭圆锥

齿轮的齿廓形状由节曲线的曲率半径决定。从强度

看，可以把椭圆锥齿轮的啮合看作是无穷多个分度

圆半径等于节曲线曲率半径的直齿锥齿轮齿廓的啮

合，即把节曲线视为一个连续函数，把全部的啮合点

看作节点啮合来近似计算啮合过程中每个啮合点的

强度。

定义椭圆锥齿轮的当量齿轮是指与椭圆锥齿轮

的模数相同，大端分度圆半径等于节曲线上指定点

曲率半径的直齿锥齿轮，再按照背锥的方式所展开

成的圆柱直齿轮，当量过程如图４所示。当量齿轮

与椭圆锥齿轮有着近似相同的齿廓，通过计算当量

齿轮的强度，以一种连续的方式近似模拟节曲线上

啮合点的应力状况。

图４　椭圆锥齿轮的当量过程

３．１　椭圆锥齿轮的受力分析

椭圆锥齿轮的运动规律已知且主动轮等速回转

时（见图５），可以确定齿轮轴上力矩之间的关系以

及啮合点的受力情况为

犕ｐ＝
犕ｄ＋犑狋ε２
犻１２

， （８）

式中：犕ｐ为有效驱动力矩；犕ｄ 为有效阻力矩；犑狋 为

从动轮的等效转动惯量；ε２ 为从动轮的角加速度。

图５　椭圆锥齿轮受力分析

椭圆锥齿轮绕其回转中心轴线的转动惯量犑狋为

犑狋＝ρ
Ω

狉４ｓｉｎ３φｄ狉ｄφｄθ。 （９）

　　从动轮的角加速度ε２ 为

ε２ ＝
ｄω２
ｄ狋
＝

ｄ
ω１
犻（ ）１２

ｄ狋
＝－
ω
２
１

犻２１２

ｄ犻１２
ｄθ１
。 （１０）

　　将椭圆锥齿轮所承受的力矩折算到平均分度圆

节曲线上，联立公式（１４）～（１６），得到轮齿上的切向

力犉狋和法向力犉狀 为

犉狋＝

犕ｄ－
ω
２
１

犻２１２
犻′１２·ρ

Ω

狉４ｓｉｎ３φｄ狉ｄφｄθ

犚ｓｉｎφ１－０．５
犫

（ ）犚 犻１２
犉狀 ＝

犉狋
ｃｏｓα

烍

烌

烎１２

，（１１）

式中犫为椭圆锥齿轮齿宽。
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３．２　椭圆锥齿轮的齿面接触强度

３．２．１　齿面接触接触强度计算

根据赫兹理论，在进行接触应力计算时，按单对

齿啮合的最低点所计算所得接触应力与按节点啮合

计算所得接触应力极为近似，为了计算方便，通常直

接以节点啮合为代表进行齿面的接触强度计

算［１２１３］，齿面接触应力的计算公式为

σ犎 ＝
狆ｃａ

ρ槡Σ

·犣Ｅ， （１２）

式中：狆ｃａ为单位长度计算法向载荷；ρΣ 为啮合齿面

上啮合点的综合曲率半径；犣Ｅ 为弹性影响系数。

１

ρΣ
＝
１

ρ犳１
＋
１

ρ犳２
， （１３）

式中，ρ犳１、ρ犳２为啮合点处的齿形曲率半径。

在单齿啮合区，载荷由一个齿形副传递，接触线

的长度就等于齿圈宽度犫。啮合点处的齿形曲率半

径ρ犳 为

ρ犳 ＝
１

犽ｇｃｏｓφ
（１－０．５

犫
犚
）ｓｉｎα０ （１４）

　　联立公式（１２）～（１４），可以计算出椭圆锥齿轮

啮合过程中的齿面接触应力值。

３．２．２　基本参数对齿面接触应力的影响

对于椭圆锥齿轮，其基本参数包括偏心率犽，模

数犿和齿数狕，固定其中２个参数不变，改变另外１

个参数可分析该参数对齿面接触应力的影响。分析

过程中设定从动轮承受有效阻力矩犕ｄ＝２０Ｎ·ｍ，

主动轮转速ω１＝３５０ｒ／ｍｉｎ，载荷系数选择为使用系

数犽犪＝１．５，动载系数犽狏＝１．１，齿间载荷分配系数

犽α＝１．０，齿向载荷分布系数犽β＝１．８７５（椭圆锥齿轮

副使用于精密度要求不高的场合，主、从动轮均为悬

臂支撑）。椭圆锥齿轮的详细参数选择如表１所示。

表１　对比过程参数选择

阶数 固定参数 变化参数

狀＝２

犿＝３，狕＝２２ 犽＝０．１，０．１２，０．１５

狕＝２２，犽＝０．１５ 犿＝２，２．５，３

犽＝０．１５，犿＝３ 狕＝２２，２６，３０

狀＝３

犿＝３，狕＝３３ 犽＝０．０４，０．０５，０．０６

狕＝３３，犽＝０．０５ 犿＝２，２．５，３

犽＝０．０５，犿＝３ 狕＝２７，３３，３９

结合数学软件 Ｍａｔｌａｂ，以二阶和三阶椭圆锥齿

轮为例，计算出椭圆锥齿轮主动轮旋转一周（假定为

左侧齿廓压力角），主动轮轮齿上齿面接触应力随主

动轮转角θ１ 的变化规律，结果如图６所示。

图６　基本参数对接触应力的影响

由图６可以看出，随着主动轮转角的变化，主动

轮轮齿的齿面接触应力呈周期性变化，且周期个数

与阶数相同。齿面接触应力在其锥角处于中间位置

时达到最大值，此时其啮合点的综合曲率半径最小。

由图６（ａ）可知，随着偏心率的增大，齿面接触

应力变化幅度较大，变化更加的剧烈，使主动轮在不

同的转角时的齿面接触应力相差较大，在实际工程

应用中有可能导致部分轮齿提前失效，因此设计过

程中应该限制偏心率的大小。

由图６（ｂ）可知，随着模数的增大，齿面接触应

力曲线近乎“等距”的减小。这主要是由于模数的增

大使节曲线球面半径增大，从而减小了作用在齿面

上的法向力。

齿数的增加使得节曲线的球面半径增大，减小

了作用于齿廓的法向力。由图６（ｃ）可以看出，齿面

接触应力随着齿数的增大而减小。

３．３　椭圆锥齿轮的齿根弯曲强度

３．３．１　齿根弯曲强度计算

椭圆锥齿轮的齿根弯曲强度计算主要是根据其

当量齿轮轮齿的悬臂梁模型计算［１４］的。其最大载

荷作用点的位置为单对齿啮合区上界点，危险截面

则是由３０°切线法确定的平截面，而齿根应力主要由

弯曲应力构成［１５］。

齿根弯曲应力为
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σ犉 ＝
犓犉狋犢犉ａ犢Ｓａ
犫犿

， （１８）

式中：犓 为载荷系数；犢犉ａ为齿形系数；犢Ｓａ为应力校

正系数。

椭圆锥齿轮的齿形系数犢犉ａ和应力校正系数犢Ｓａ

均以其当量齿轮的齿廓进行计算。结合数学软件

Ｍａｔｌａｂ，可以得到主动轮旋转１周，轮齿上齿根弯曲

应力随主动轮转角的变化规律。

３．３．２　基本参数对齿根弯曲强度的影响

分析基本参数对齿根弯曲应力的影响时，同样

固定其中２个参数保持不变，改变另外１个参数分

析该参数对齿根弯曲应力的影响。分析过程设定与

接触应力分析时相同的主动轮转速ω１、有效阻力矩

犕ｄ及载荷系数犓。椭圆锥齿轮详细参数选择见表

１，计算结果如图７所示。

图７　基本参数对弯曲应力的影响

从图７可以看出，随着主动轮转角的变化，齿根

弯曲应力呈周期性变化，周期数与阶数相同。齿根

弯曲应力值与椭圆锥齿轮锥角的变化趋势基本保持

一致，即锥角越大，齿根弯曲应力值越大。

从图７（ａ）可以看出，随着偏心率的增大，齿根

弯曲应力的最大值以一个较大的幅度增大，而最小

值减小幅度较小，即齿根弯曲应力的最大值对偏心

率比较敏感，而齿根弯曲应力最小值基本不发生变

化。偏心率的增大会导致不同轮齿上齿根弯曲应力

相差较大，使部分轮齿提前失效。

从图７（ｂ）可以看出，随着模数的变化，齿根弯

曲应力数值变化较大，且弯曲应力与模数成反比关

系。这主要是因为模数的增大提高了齿根的抗弯曲

疲劳强度，而且也使节曲线球面半径增大，减小了作

用于齿廓上的切向力。

从图７（ｃ）可以看出，齿数的增大减小了齿根弯

曲应力值。因为齿数的增加会导致节曲线球面半径

的增大，在承受相同负载力矩的情况下，减小了作用

于齿廓上的切向力。

４　对比分析

在实际啮合过程中，节曲线上的啮合点并不是

连续的，而是有限个点离散的分布在节曲线上，任意

相邻２点之间的节曲线弧长等于节距。实际加工过

程中，为了改善啮合过程中轮齿的受力情况，一般将

锥角最大处加工成齿槽，锥角最小处加工成轮齿。

因此主动轮第一个啮合点所对应的节曲线弧长为

０．２５狆，依次往下每个啮合点对应弧长增加节距狆。

采用传统计算每对齿啮合强度的方法，分别计算出

二阶椭圆锥齿轮（犿＝３，犽＝０．１５，狕＝２２）和三阶椭

圆锥齿轮（犿＝３，犽＝０．０５，狕＝２７）主动轮每对齿节

曲线上啮合点所对应的主动轮转角位置θ１、锥角φ１

以及齿面弯曲应力值σ犉 和齿根接触应力值σ犎，如表

２和表３所示。

表２　二阶椭圆锥齿轮节线啮合点的应力值

齿号 θ１／（°） φ１／（°） σ犎／ＭＰａ σ犉／ＭＰａ

１ ２．４１ ５３．４９ ８３４．１ ２２３．７

２ １７．１３ ５１．６１ ８６５．９ ２１１．９

３ ３１．８０ ４７．７１ ８６６．５ １９２．９

４ ４７．２１ ４３．０７ ８３２．８ １７６．０

５ ６４．２３ ３８．９５ ７７８．６ １６５．０

６ ８３．３１ ３６．６４ ７２４．０ １６１．４

…… …… …… …… ……

２２ ３４７．７３ ５２．５２ ８０３．６ ２７１．３

表３　三阶椭圆锥齿轮节线啮合点的应力值

齿号 θ１／（°） φ１／（°） σ犎／ＭＰａ σ犉／ＭＰａ

１ １．８３ ４７．８５ ６２４．８ １５０．３

２ １４．６７ ４６．９９ ６４０．１ １４６．８

３ ２７．６２ ４５．２１ ６４１．６ １４０．６

４ ４１．０２ ４３．３４ ６２３．５ １３６．０

５ ５４．９５ ４２．２３ ５９８．６ １３４．６

…… …… …… …… ……

２７ ３４９．０５ ４７．３６ ６１０．５ １４８．２
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　　将计算出来的实际节曲线啮合点的弯曲应力、

接触应力以柱状图表示，连续计算时的应力以曲线

表示，如图８和图９所示。

图８　接触应力计算对比

图９　弯曲应力计算对比

从图８和图９可以看出，传统计算与连续计算

所得的接触应力和弯曲应力值完全重合，显示出相

同的规律，验证了把节曲线视为连续函数，以节点啮

合为代表计算啮合过程中强度这种方法的正确性。

５　结　论

１）依据微分几何原理，推导出椭圆锥齿轮的当

量节曲线公式，计算出当量节曲线的中心点，得到传

动过程中的压力角变化关系。

２）通过节曲线曲率半径近似等于直齿锥齿轮的

分度圆半径，把椭圆锥齿轮传动看作无穷个直齿锥

齿轮啮合，建立了椭圆锥齿轮强度的连续计算方法，

并用传统直齿锥齿轮强度计算法进行了对比分析，

验证了连续计算方法的正确性。

３）获得了接触应力和弯曲应力随主动轮转角的

变化规律，判断了最薄弱轮齿的位置，为椭圆锥齿轮

的设计、制造加工提供了便利条件。

４）实际工程应用中，为保证所有轮齿均具有足

够的强度，应限制偏心率的大小。在承受相同负载

力矩的情况下，模数和齿数的增大能够有效提高轮

齿强度，但同时会增大齿轮的体积与重量，为椭圆锥

齿轮的安装、制造带来不利影响。
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