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要!为验证高阶椭圆锥齿轮副设计及加工的正确性#针对高阶椭圆锥齿轮插齿包络法加工

得到的齿轮实体#提出高阶椭圆锥齿轮齿距误差的三坐标测量法'根据齿轮啮合原理#建立该锥齿

轮齿距误差测量评价的数学模型'采用三坐标测量法#通过对高阶椭圆锥齿轮样件的实际测量#分

析处理三坐标测量机上获得的坐标点集#从而获得理想元素'经数据处理后可以分析得到非圆锥

齿轮的节曲线拟合曲线&单个齿距误差以及齿距累计误差'测量分析结果与理论计算结果基本吻

合#表明所建立的高阶椭圆锥齿轮齿距误差评定方法是可行的'
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在机械传动中#齿轮副是最常见的一类传动形

式#而非圆锥齿轮作为一种新型的齿轮传动形式#能

够实现相交轴之间的变速比传动'目前#为了传递

相交轴间的非匀速比运动#通常采用非圆齿轮与锥

齿轮的组合机构或其他复合机构'这些机构大多具

有机构复杂#体积庞大&传递效率低等缺点'椭圆锥

齿轮副能够实现相交轴之间的变速比传动#且具有

体积小&结构紧凑&运动平稳&传动效率高等优点#具



有很大的发展潜力'但由于高阶椭圆锥齿轮节曲线

设计复杂#加工和制造也相当困难#严重阻碍了高阶

椭圆锥齿轮的发展'随着高阶椭圆锥齿轮研究的

深入#其设计理论日趋成熟#继高阶椭圆锥齿轮的

数学模型提出之后)

#B*

*

#又实现了其三维计算机辅

助设计)

!

*

'目前五轴数控加工方法被用于该锥齿

轮的加工制造)

D

*

#虽然可以加工得到齿轮实体#但

是要评价其精度却十分困难'对比直齿锥齿轮测

量不难知道#由于直齿锥齿轮几何形状以及测试原

理的复杂性#相关齿轮齿距偏差和齿距累积误差测

量及评价的方法)

@BE

*

#其测量技术远远落后于直齿

圆柱齿轮'高阶椭圆锥齿轮副由于其节曲线不是

平面曲线#而是一条空间球面曲线#现有的测齿工

具均不适用'

研究高阶椭圆锥齿轮副可知#在其设计过程中#

均以建立球面节曲线方程开始#并在此基础上设计

齿廓等特征#因此高阶椭圆锥齿轮的球面节曲线在

其研究中起基础作用'以高阶椭圆锥齿轮插齿包络

法加工得到的齿轮实体为基础#利用三坐标测量技

术#提出了高阶椭圆锥齿轮测量的数学模型和评定

方法#并验证了高阶椭圆锥齿轮插齿包络法以及齿

轮实体的正确性'

图
9

!

椭圆锥齿轮副节曲线示意图

9

!

椭圆锥齿轮节曲线和球面弧长

齿轮副的传动可以看作一对节曲面纯滚动'椭

圆锥齿轮可以等同于椭圆节锥面的纯滚动'根据椭

圆锥齿轮设计原理知道#在设计过程中#一旦给定齿

轮副的传动比关系#便可得到椭圆锥齿轮副的球面

节曲线方程#从而得到相应的节锥面'如图
#

所示#

令该椭圆锥齿轮副瞬时锥角满足
!
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式中
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分别为主&从动齿轮的瞬时锥角'

设椭圆锥齿轮副的传动比函数)
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式中!

$

为偏心率(

&

为椭圆锥齿轮阶数(

"

#

为主动轮

的转角且
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分别以主动轮和从动轮轴线为
'

轴建立球面坐

标系#根据几何关系#主&从动轮球面节曲线方程)
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联立式$

!

%&式$

D

%#得到椭圆锥齿轮的节曲线方

程'通过
P/:'/O

程序绘制出各阶椭圆锥齿轮的非

圆节曲线'以三阶为例#取参数
&X!

#

$X$,#@

#球面

半径
)X@#,#"HH

#如图
*

所示'

图
:

!

三阶椭圆锥齿轮副的节曲线

椭圆锥齿轮的节曲线是空间的变性椭圆#理论

设计加工中是利用范成包络方法加工得到的齿轮#

其齿廓在节曲线各个位置各不相同#但是大端节曲

线上的齿距是相等的'联立式$

#

%

#

式$

D

%#利用球

面弧长积分公式得到球面节曲线的长度)
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为齿轮的球面半径(
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为齿轮的初始圆周
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##

为齿轮的最终圆周角(

!

为齿轮的瞬时锥角#

是圆周角
"

的函数'

联立式$

#

%

#

式$

@

%可知#球面弧长积分公式

的被积函数表达式相当复杂#根本无法直接求

解#故采用数值积分法进行求解'这里采用的

Z&HO8-

3

积分法是根据
Z5=2/->9&.

外推技巧#利

用变步长的复化梯形公式推导出的数值积分法#

其公式)
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*区间
&X*

!等分后构造的复化

梯形 公 式#由 式 $

"

%产 生 的
.
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以二阶椭圆锥齿轮为例#其齿数
'X!?

#偏心率
$X

$,#@

#球面半径
)X@*,!!HH

#令积分误差限
#

X#$

["

#

利用
P/:'/O

软件#采用的
Z&HO8-

3

积分法可以得到理

论齿距
3

R

*

X@,#D!$!*HH

'同理#可以得到三阶&四阶

椭圆锥齿轮的理论齿距#此理论齿距为标准齿距值'

表
#

所示为各阶椭圆锥齿轮的标准齿距值#表中各参数

均与齿轮实体样件设计参数一致)

D

*

'

表
9

!

高阶椭圆锥齿轮标准齿距值

项目
阶数

二阶 三阶 四阶

)

"

HH @*(!! @#(#" @?(*@

' !? !F DD

$ $(#@ $(#@ $(#@

3

5

!

"

HH @(#D!$!* "(D#E?$# D(FDD#F!
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!

建立齿轮坐标系

在三坐标测量机中#若测量时未建立工件坐标

系#则计算机默认工件坐标系
6

\

与测量机床坐标

系
6

P

重合'如图
!

所示#在测量当中涉及到
!

个

坐标系的转换关系)

#*

*

'

!!

#

%三坐标测量机坐标系
6

P

!所有测量都是在

该坐标系内进行#用
7

P

#

8

P

#

9

P

分别表示三坐

标轴'

*

%测量工作台坐标系
6

]

!工件放置在测量工作

台面上测量#其三坐标轴分别于测量坐标系的坐标

轴平行#分别用
7

]

#

8

]

和
9

]

表示'

!

%工件坐标系
6

\

!和齿轮固联在一起'三坐标

轴分别用
7

\

#

8

\

和
9

\

表示'

图
;

!

坐标系关系示意图

测量工作平台坐标系与测量坐标系的关系为
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测量工作平台坐标系与工件坐标系的关系为

7

\
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其中
"

为平移矩阵#

#

为旋转矩阵'平移矩阵可以

表示为

"

"

# $ $ $

$ # $ $

$ $ # $
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变换矩阵
#

则根据找正后工件轴的方向系数计

算'设与工件轴平行的单位向量为

$
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1%
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在实际测量中#为了避免后期数据处理中由于坐

标转换产生计算误差#在测量前可以建立工件坐标

系#此处采用了三二一原理)

#!

*

'参见图
D

#建立坐标

系如下!

#

%在齿轮轴台上采集
!

个点#相应地便确定

一个基准面
4

#

6

#<#

#此时该基面的法线方向也确定下

来#以该法线方向作为
'

$

'

#

%轴方向(

*

%在轴孔表面采

集
D

个点生成一个圆#这时三坐标测量机系统软件自

动确定圆心
6

J

#该点将其投影到上一步中生成的平

面作为坐标系原点
6

#

(

!

%在齿轮长轴上采集一点
=

#

按照第二步的方法投影到第一步生成的基准面上#连

接投影点
=

<

#连接
6

#

=

<

#作为第二轴#此时第三轴可

通过右手法则自动生成'这样确定下来的工件坐标

系只在
'

方向上与理论坐标系相差一个平移量'

图
=

!

三坐标测量机工件坐标系建立

为了确定坐标系的正确性#可以通过轴台上随

机测点或检查任意轴孔圆心的方法检验'至此#工

件坐标系的全部信息便完全确定'

;

!

节曲线坐标采集与分析

根据上一节的方法#在三坐标测量机上建立好

坐标系之后#为了避免侧针与被测齿面或邻侧齿面

干涉)

#D

*

#必须选择合适的测针'选择测针的原则

是被测点的切平面与过该点的端平面的交线与测

针间的夹角必须大于零#以避免与齿面发生干涉(

同时令该夹角尽量小#从而避免测针杆与邻侧齿面

干涉'为了便于测量中观察#实验前在齿轮上涂上

白色粉末#如图
@

所示#完成上述步骤后#便可以开

始测量'

图
>

!

坐标测量

通过测量#可以得到同侧齿面节曲线上各点所

对应的坐标值#如表
*

&表
!

所示#分别为三阶椭圆

锥齿轮样件对应的测量坐标值和计算坐标值'

表
:

!

三阶椭圆锥齿轮测量坐标值

序号

三阶测量坐标值

4

<

'

# *D,*@F* !#,F!@! !#,**F@

* #F,DFD! !",!@?* !$,?$$?

! #!,@FF@ !?,#$*E !#,@ED?

D E,"D?" !?,$*"" !!,FFEF

@ [#!,DF@" *E,*@"E D#,*DDD

" [#E,"?F* *D,?@*D D#,*DDD

E [**,*D*F **,#F?F !F,"@$F

-- -- -- --

D
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表
;

!

三阶椭圆锥齿轮计算坐标值

序号
三阶测量坐标值

4

<

'

# *@(EED? !#(@"?@ !$(F*"!

* *$(@E$? !@("*FE !$(D$F$

! #D(D@#E !?(#$@F !$(F*"!

D E(F#@! !?(EE#F !*(D*@E

@ [#!(#!E$ *E("?"# D$(F""!

" [#E(D$?* *@(**$* D$(F""!

E [*#(*D!D *!(ED"" D$($*E$

-- -- -- --

依据上述的测量数据#即可得到三阶椭圆锥齿

轮的测量节曲线#并与理论节曲线对比如图
"

所示'

图
?

!

三阶椭圆锥齿轮节曲线测量结果对比

由图
"

可知#实验得到的节曲线和理论节曲线

基本重合#但是高阶椭圆锥齿轮的节曲线是空间球

面曲线#要分析节曲线用一般的数学方法很难进行'

为了简化实验方案#分别讨论任意两坐标之间的拟

合情况'

由式$

!

%可知

4

"

)95.

!

=&9

"

#

<

"

)95.

!

95.

"

#

'

"

)=&9

!

$

%

&

'

$

#*

%

得出
4

#

<

与自变量
"

的关系式为

<

"

4

"

:/.

"

# $

#!

%

4

#

'

与自变量
"

的关系式为

4

"

'

"

#

#

$

*

%

*$=&9&

"

#

%

$

*

,

=&9

"

# $

#D

%

<

#

'

与自变量
"

的关系式为

<

"

'

"

#

#

$

*

%

*$=&9&

"

#

%

$

*

,

95.

"

' $

#@

%

!!

由式$

#!

%

#

式$

#@

%可知#

4

#

<

和
'

的两两之间

比值只受
"

影响#并可以直接影响齿轮副的传动比

规律'如图
E

所示#分别为坐标比值的理论曲线和

实际曲线#其中
4'

关系曲线与阶数无关'

图
@

!

比值曲线

根据上图分析可知#实际曲线偏离理论曲线处

@
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位于节曲线曲率最小处)

!

*

#这是由于在实际加工

中#该处加工困难#往往加工出得到的齿形也发生

了变化'这对以后椭圆锥齿轮的加工具有指导性

意义'

=

!

高阶椭圆锥齿轮齿距偏差

联立式$

@

%和式$

#*

%#可以求得椭圆锥齿轮大端节

曲线上同侧齿面的单个齿距#编写
P/:'/O

程序'以三

阶椭圆锥齿轮为例#根据表
#

可知#其单个标准齿距

3

R

!

X",D#E?$#HH

'当齿轮存在齿距偏差时#无论是

正值还是负值都会在一对齿啮合完毕而另一对齿进入

啮合时#主动齿与被动齿发生冲撞)

#@

*

'而单个齿距偏

差
$

3

R

!

等于实际齿距与理论齿距的代数差为

$

3

R

!

"

>

R

!

%

3

R

!

# $

#"

%

式中!

!

为椭圆锥齿轮阶数(

>

R

!

为椭圆锥齿轮的实际

齿据'

如图
?

所示为单个齿距偏差的柱状图#由图可

以看出#单个齿距偏差在零线上下波动#且
$

3

R

!

"

$̂,?HH

'由于啮合碰撞的存在#单个齿距误差可

以直接反映到传动比的波动'

图
A

!

单个齿距偏差柱状图

根据单个齿距偏差可以分析计算得到齿轮的最

大齿距累计偏差#如图
F

所示'

图
B

!

齿距累计偏差曲线

由图
F

分析可知#椭圆锥齿轮单个齿距曲线在

其标准齿距直线附近上下波动#可以计算得到最大

齿距累计总偏差
$

>

R

!

X#,D!?*?FHH

#它表现为

单个齿距偏差曲线的总幅值#反映了齿轮转一转过

程中传动比的变化#因此它影响齿轮传递运动的准

确性'由测试计算结果可以看出#通过五轴精铣法

加工得到的椭圆锥齿轮具有比较高的运动传递

精度'

参考三阶椭圆锥齿轮单个齿距偏差和齿距累计

偏差的计算和分析方法#如表
D

所示#可以计算分析

得到二阶和四阶相应的齿距偏差'

表
=

!

高阶椭圆锥齿轮齿距偏差

项目
阶数

二阶 三阶 四阶

单个齿距偏差
$

3

R

! "

$̂,E

"

$̂,?

"

#̂,#

齿距累计偏差
$

>

R

!

$,FEED #,D!?! *,#DDF

标准齿距
3

R

!

@,#D!$ ",D#E? D,FDD*

$

>

R

!

"

3

R

!

#F,$_ **(D_ D!(D_

由于加工得到的齿轮实体参数不尽相同#为了

便于对比#通过齿距累计偏差与标准齿距之间的比

值
$

>

R

!

"

3

R

!

#可以分析得到以下结论!高阶椭圆锥齿

轮阶数越高#齿数越多#齿距偏差得越厉害'参考节

曲线分析结果可知#阶数越高#齿数越多#节曲线出

现内凹现象#加工得到的轮齿变形得越厉害'

>

!

结
!

论

#

%建立了高阶椭圆锥齿轮的节曲线坐标测量模

型#给出了椭圆锥齿轮在三坐标测量机上坐标系的

建立方式#并推导得到了各个坐标系之间的转换

关系'

*

%在三坐标测量机上测量得到了高阶椭圆锥齿

轮样件节曲线的坐标点集#进行了有效数据的提取

及数据处理'通过分析对比#获得了节曲线偏差的

主要原因'由数值分析方法#计算得到了椭圆锥齿

轮单个齿距偏差和齿距累计偏差#此方法可以推广

到各高阶椭圆锥齿轮'

!

%通过实验及分析#得到了高阶椭圆锥齿轮误

差评定的方法#测量分析结果与理论计算结果基本

吻合'表明所建立的高阶椭圆锥齿轮齿距误差评定

方法是可行的#为非圆锥齿轮的进一步深入研究及

推广提供了可靠的依据'

"
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