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摘　要：结合数据驱动随机子空间法，提出了环境激励下结构模态参数识别的改进ＩＴＤ法、改

进ＳＴＤ法与改进复指数法。随机子空间法的识别精度高，其中 Ｈａｎｋｅｌ矩阵经过正交投影计算可

以保留原始数据中的所有信息，同时去除了噪声，将得到的Ｐ矩阵中的数据作为ＩＴＤ法、ＳＴＤ法与

复指数法的输入数据，这３种方法就不再需要采用随机减量法或者自然激励技术进行前处理，避免

了这２种前处理方法的不准确性带来的误差，并提高了模态参数识别的计算效率。利用１２层钢筋

混凝土框架结构模型在振动台试验过程中地震反应记录，识别结构模型模态参数。从而证明３种

改进方法在结构模态参数识别中应用的可行性。
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　　对土木结构进行实时安全监测或振动控制，不

仅需要掌握结构的静力特性，更需要充分了解其动

力特性，以避免灾难事故的发生。而结构的模态参

数（频率、阻尼、振型）是结构动力特性的主要参数，

所以如何准确识别结构的模态参数是研究结构动力

特性的基础［１３］。
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数据驱动随机子空间法（ＳＳＩ）的识别精度高，

但计算效率较低［４５］。由于运用ＩＴＤ、ＳＴＤ、复指

数法进行参数识别时必须先进行随机减量法或

者自然激励技术（ＮＥｘＴ法）得到数据的自由衰减

曲线，而此过程会产生一定的误差，且这２种前

处理方法的输出长度的取值有一定的人为主观

影响，有时也会使得衰减曲线产生偏差，在此情

况下采用ＩＴＤ、ＳＴＤ、复指数法进行参数识别必然

会产生误差［６７］。数据驱动ＳＳＩ中 Ｈａｎｋｅｌ矩阵经

过正交投影计算保留了原始数据中的所有信息，

同时去除了噪声，因此将得到的Ｐ矩阵中的数据

来作为ＩＴＤ、ＳＴＤ、复指数法的输入数据，３种方

法就不再需要进行随机减量法或者自然激励技

术（ＮＥｘＴ法）前处理，避免了这２种前处理方法

的不准确性带来的误差。结合随机子空间法精

度较高但计算效率较低与ＩＴＤ、ＳＴＤ、复指数法精

度较低但计算效率较高的特点，提出了３种改进

的模态参数识别方法，即改进ＩＴＤ法、改进ＳＴＤ

法和改进复指数法。

１　改进犐犜犇法

数据驱动随机子空间法是先构造Ｈａｎｋｅｌ矩阵，

然后进行矩阵的正交投影得到犘犻 矩阵，将其展

开得：

犘犻 ＝犢犳／犢狆 ＝犗犻犡^犻 ＝

犆

犆犃



犆犃犻－

熿

燀

燄

燅
１

狓^犻 狓^犻＋１ … 狓^犻＋犼－［ ］１ ＝

犆狓^犻 犆狓^犻＋１ … 犆狓^犻＋犼－１

犆犃狓^犻 犆犃狓^犻＋１ … 犆犃狓^犻＋１

  

犆犃犻－１狓^犻 犆犃
犻－１狓^犻＋１ … 犆犃犻－１狓^犻＋犼－

熿

燀

燄

燅１

。（１）

将得到的Ｐ矩阵中的数据来作为ＩＴＤ法的输入数

据。注意到犘犻的第犿 行恰好可以看作是其第犿－１

的延时Δ狋的矩阵。这也是ＩＴＤ法的原理所在：不

妨把第一行到第犿 行看作响应矩阵［犡］，其中０＜

犿＜犻（犻是犘犻 矩阵的行数），第二行到第犿＋１行看

作第一行的延时Δ狋的矩阵［犡］，用 Ｍａｔｌａｂ语言表

述如下：

［犡］＝犘犻（１：犿，：）；［犡］＝犘犻（２：犿＋１，：），（２）

两者相除后：

［犡］＼［犡］＝ ［犃］。 （３）

将矩阵［犃］采用双最小二乘解方法，此种方法实际

上就是２种单边最小二乘法的平均值，即：

［犃］＝
１

２
［［犡］［犡］Ｔ（［犡］［犡］Ｔ）－１＋

［犡］［犡］Ｔ（［犡］［犡］Ｔ）－１］。 （４）

　　式（４）正是ＩＴＤ法所要求解的特征矩阵［犃］。

余下的过程与一般的ＩＴＤ法相同
［８］。

２　改进犛犜犇法

将得到的Ｐ矩阵中的数据作为ＳＴＤ法的输入

数据，形成ＳＴＤ法中的 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵，提高了识

别精度和抗噪性能。同样定义随机子空间法式（１）

所示犘犻第１行到第犿 行看作响应矩阵［犡］，其中０

＜犿＜犻（犻是犘犻 矩阵的行数），第２行到第犿＋１行

看作第一行的延时Δ狋的矩阵［犡］。

由式（２），同样可以得出［犡］和［犡］存在线性关

系，即

［犡］＝ ［犡］［犅］。 （５）

　　矩阵［犅］具有如下的形式：

［犅］＝

０，０，０，…，０，犫１

１，０，０，…，０，犫２

０，１，０，…，０，犫３

　　　

０，０，０，…，１，犫

熿

燀

燄

燅犕

， （６）

　　 ［犅］矩 阵 是 １ 个 只 有 １ 列 位 置 元 素 的

Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵。

［犡］｛犫｝＝ ｛狓｝犕， （７）

其中：｛犫｝＝［犫１，犫２，犫３，．．．，犫２犖］
Ｔ；而｛狓｝犕 是矩阵

［犡］的第犕 列元素。

用最小二乘法求解｛犫｝矩阵后可得

｛犫｝＝ （［犡］［犡］
Ｔ）－１［犡］Ｔ｛狓｝犕， （８）

将求得的｛犫｝代入后，得到［犅］，将式（７）代入式（６）整

理后得

［犅］［Λ］－
１
＝ ［Λ］－

１［α］。 （９）

式（９）是一个标准的特征方程。由矩阵［犅］的特征

值犲狊狉Δ狋（狉＝１，２，…，２犖），从而求出模态频率和阻尼

比等模态参数［９］。

３　改进复指数法

将得到的犘犻 矩阵中的数据作为复指数法的输

入数据，即将随机子空间法中式（１）所示犘犻 的第１

行单独提出来，即：

犘犻（：，１）
Ｔ
＝ 犆狓^犻 犆犃狓^犻 … 犆犃犻－１狓^［ ］犻

＝ 犼０ 犼１ … 犼［ ］犽 ， （１０）

式中：犼犽＝犆犃
犽狓^犻（０≤犽＜犻）犻即为Ｐ矩阵的行数。

根据式（１０），将状态矩阵犃进行特征值分解：
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犃＝ΨΛΨ
－１， （１１）

式中Λ＝ｄｉａｇ［μ犻］∈犚
狀×狀是一个对角矩阵，由离散时

间复特征值μ犻 组成，Ψ∈犚
狀×狀是以特征向量为列向

量组成的矩阵。

将式（１１）代入式（１０）可以得到

犘犻（１，：）
Ｔ
＝ 犼０ 犼１ … 犼［ ］犽 ＝ 　　　　　　　　

犆狓^犻 犆ΨΛΨ
－１狓^犻 … 犆ΨΛ

犻－１
Ψ
－１狓^［ ］犻 。

（１２）

写成方程组的形式：

犼０ ＝犆狓^犻

犼１ ＝犆Ψ

μ１ ０



０ μ２

熿

燀

燄

燅犖

Ψ
－１狓^犻

犼２ ＝犆Ψ

μ
２
１ ０



０ μ
２
２

熿

燀

燄

燅犖

Ψ
－１狓^犻



犼犻－１ ＝犆Ψ

μ
犻－１
１ ０



０ μ
犻－１
２

熿

燀

燄

燅犖

Ψ
－１狓^

烍

烌

烎

犻

。 （１３）

　　对于上式犼犽 是已知的，最主要是求μ狉（狉＝１，２，

…，２犖），可以将μ狉看做是一个具有实系数β犽（自回

归系数）的２Ｎ阶的多项式方程的根，即：


２犖

犽＝０
β犽μ

犽
＝

犖

狉＝１

（μ－μ狉）（μ－μ

狉 ）＝０。 （１４）

　　余下的过程与一般的复指数法相同
［１０］。

４　框架结构模态辨识实验

地震激励可以看作环境激励中的一种，现用前

面提到的３种改进的模态参数识别方法对同济大学

土木工程防灾国家重点实验室１２层钢筋混凝土框

架结构振动台模型试验进行模态参数识别，以此来

验证这些改进方法的正确性、可行性。

４．１　振动台试验介绍

４．１．１　模型介绍

钢筋混凝土标准框架振动台模型试验于２００３

年６月在同济大学土木工程防灾国家重点实验室振

动台试验室进行。试验模型如图１所示，模型共１２

层，缩尺比为１∶１０，梁、柱、板的尺寸由实际高层框

架结构的尺寸按相似关系折算。详尽的模型设计参

数、材料特性、模型制作过程等可以参考其试验

报告［１１］。

４．１．２　测点布置

试验中采用加速度计、应变传感器量测模型结

构的动力响应。加速度计的方向有犡、犢、犣３个方

向。试验测点布置如图２所示。

图１　试验模型图

图２　模型测点布置

４．１．３　加速度激励

试验中输入的地震波形有ＥｌＣｅｎｔｒｏ波、Ｋｏｂｅ

波、上海人工波及上海基岩波。该试验共设６２个工

况，其中８次白噪声输入，２８次犡 方向的单向地震

动输入，１４次犡犢双向输入，１２次犡犢犣三向输入。

更加详细的资料请参见其试验报告［１１］。
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４．１．４　测得的加速度时程

针对每１个工况，每１个传感器都记录下这个

工况的对应位置的时程曲线。例如第２工况犃１、犃２

测得加速度时程如图３、图４所示。结构振动台模

型试验过程可以发现，前７个工况下（相当于原型体

系遭受七度多遇地震），在模型结构上没有发现任何

裂缝。这说明直到第７个工况完成为止，结构一直

处于强震动段前的非时变阶段。为了避开时变阶

段，在此选取前７个工况中的数据来进行模态参数

识别。

图３　工况２犃１加速度时程

图４　工况２犃２加速度时程

４．２　框架结构模态辨识

现以工况２数据作为研究对象。工况２是Ｅｌ

Ｃｅｎｔｒｏ波单犡向输入，取犡 向犃１犃７测点所得数

据作为响应数据输入。用ＮＥｘｔ法对这些数据做预

处理，以犃１测点为参考点，分别用犃２～犃７测点数

据对其做互相关函数，其结果为６条互相关曲线。

其中犃２与犃１、犃３与犃１互相关函数曲线如图５、图

６所示。

图５　犃２、犃１互相关函数曲线

图６　犃３、犃１互相关函数曲线

以犃１～犃７数据作为输入数据，选取合适的

Ｈａｎｋｅｌ矩阵行数后，分别取模型阶次由２变换至

１００，然后做出其稳定图。取频率容差为１％，阻尼

比容差为１０％，模态振型容差为５％，得到如图７所

示的稳定图。

由稳定图可以明显看出其前六阶稳定轴，以此

剔除虚假模态，识别结果如表１、表２。同时通过构

造Ｈａｎｋｅｌ矩阵，对其进行正交投影计算，得到Ｐ矩

阵，然后取其中若干行或者列的数据作为ＩＴＤ、

ＳＴＤ、复指数法的输入数据来进行模态参数识别，识

别结果如表１、表２所示。
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图７　稳定图

表１　３种改进方法的频率识别值的比较

方法
阶次

１ ２ ３ ４ ５ ６

ＩＴＤ ４．３９ １４．６９２８．８０４０．６４５９．４６７７．３７

ＳＴＤ ４．２５ １５．０８２８．６２４０．３８５９．６６７７．２３

复指数 ４．３５ １４．７８２８．５１４０．３３５９．４６７７．２８

ＳＳＩ法 ３．８６ １４．４４２７．９２４１．４２５８．４８７６．９８

改进ＩＴＤ法 ３．６２ １４．３１２７．７４４１．３１５８．７１７６．２８

改进ＳＴＤ法 ３．６１ １４．３９２７．８５４１．５１５８．１０７６．２８

改进复指数法 ３．６９ １４．４２２７．９０４１．３４５８．８９７６．８２

表２　３种改进方法的阻尼比识别值的比较

方法
阶次

１ ２ ３ ４ ５ ６

ＩＴＤ ０．０７４０．０５４０．０４７０．０１３０．００３０．００５

ＳＴＤ ０．０６３０．０５２０．０４９０．０２３０．０２００．００８

复指数 ０．０９３０．０５４０．０３００．０２６０．０１６０．００６

ＳＳＩ法 ０．０５３０．０２６０．０１３０．００８０．００７０．００５

改进ＩＴＤ法 ０．０５００．０３２０．０１６０．００７０．００５０．００４

改进ＳＴＤ法 ０．０４４０．０３９０．０１８０．０１００．００７０．００４

改进复指数法 ０．０４５０．０３３０．０１４０．０１００．００７０．００３

由识别结果可以看出，频率识别结果较接近，而

对阻尼比识别的精度相对较差。由于篇幅原因，现

只给出改进ＩＴＤ法对该框架结构的振型识别结果，

如图８所示。

图８　改进犐犜犇法振型识别

通过分析得到的模态参数反推输入数据，所得

到的拟合值与原始输入数据如图９、图１０所示。

图９　改进犛犜犇法拟合情况
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图１０　改进复指数法拟合情况

由图９与图１０可以看出：所得拟合值与原始

输入数据情况拟合较好，从而进一步证明３种改

进方法在结构模态参数识别中应用的可行性。

５　结　论

１）运用ＩＴＤ、ＳＴＤ和复指数法进行参数识别

时必须先采用随机减量法或者自然激励技术

（ＮＥｘＴ法）得到数据的自由衰减曲线，而此过程

会产生一定的误差，且这２种前处理方法的输出

长度的取值方面有一定的人为主观影响，有时也

会使得衰减曲线产生偏差，因此采用ＩＴＤ、ＳＴＤ

和复指数法进行参数识别必然会产生误差。

２）结合随机子空间算法识别精度高和ＩＴＤ、

ＳＴＤ和复指数法的识别效率高，提出了环境激励

下结构模态参数识别的改进ＩＴＤ、改进ＳＴＤ和改

进复指数法。通过十二层钢筋混凝土标准框架

振动台模型试验验证了改进方法对模态参数识

别的可行性，与一般方法相比，改进方法明显提

高了对频率和阻尼比等结构模态参数的识别

精度。

３）用求得的振型矩阵反推原始数据，所得的拟

合数据与原始相应数据拟合度非常高，从而进一步

证明了改进方法识别模态参数的准确性和识别方法

的正确性。
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