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摘　要：为改善电阻抗成像逆问题的不适定性，通常采用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化算法来求得适当的

解。正则化参数对重建图像的质量和计算速度影响较大。笔者提出了一种基于残差范数和解范数

乘积的优化方法（ＰＲＳ）求取电阻抗成像的正则化参数。为验证该方法的有效性，笔者针对不同的

目标大小、目标位置、目标电导率、目标数目以及不同程度的噪声分别进行了重建图像的仿真实验

和水槽实验。结果表明：这种优化方法可以快速找到相对最优的正则化参数，且具有良好的抗噪性

能。与传统的Ｌ曲线方法相比，提高了图像重建质量。
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　　电阻抗成像（ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｉｍｐｅｄａｎｃｅｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ，

ＥＩＴ）作为一种新型的功能成像技术
［１２］，在体表通

过电极施加弱的安全电流来测量体表引起的电压，

然后将所获得的电压值送回计算机，依照一定的图

像重建算法来重建关于被测对象内部的电导率（电

阻抗）分布信息的断层图像。ＥＩＴ具有无创无害、低
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成本、结构简单和功能成像及动态图像监护的优

点［３４］，因而得到国内外众多研究者的广泛关注。

ＥＩＴ图像重建的本质就是求解逆问题，即已知

边界电压，求得目标区域内电导率（电阻抗）的分布，

但是其技术困难在于逆问题的不适定性［５］。因此在

重建图像算法中通常采用正则化算法来改善其病态

性，以得到适定的解［６］。

ＥＩＴ逆 问 题 中 最 常 用 的 正 则 化 算 法 就 是

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化算法。此算法的实质是构造特定

形式的罚函数来实现对解的阻尼作用，从而达到使

解稳定的目的。它的成功应用依赖于正则化参数的

合适 选 取。目 前 选 取 正 则 化 参 数 的 方 法 有

Ａｒｃａｎｇｅｌｉ准则、偏差原理、岭迹法、广义交叉核实法

（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｒｏｓｓｖａｌｉｄａｔｉｎｇ，ＧＣＶ）和 Ｌ 曲线法

等［７８］。使用前两种方法来确定正则化参数时，需要

先对原始数据的误差水平做出估计。但是关于这些

数据的先验性的信息仅便于理论分析，实际中参数

的复杂分布导致其难于获取和验证。岭迹法具有直

观的优点，但是缺乏严格的理论依据，并且具有主观

性和随意性。ＧＣＶ的缺点在于其函数的变化平缓，

甚至难以收敛，以至于求解的最优值不是全局最优

值。Ｌ曲线法是目前广泛使用的确定正则化参数的

方法，具有函数图像变化明显、定位准确的特点，在

控制网评差、ＧＰＳ快速定位和航天飞行器的精密轨

道结算等方面已有应用［９１０］，但是在有些情况下Ｌ

曲线并没有拐点，因此在这种情况下Ｌ曲线法失效。

笔者提出了一种新的正则化参数的选取方法，

通过极小化正则化算法中的残差范数（ｒｅｓｉｄｕａｌ

ｎｏｒｍ）和解范数（ｓｏｌｕｔｉｏｎｎｏｒｍ）的乘积（ｐｒｏｄｕｃｔｏｆ

ｒｅｓｉｄｕａｌｎｏｒｍａｎｄｓｏｌｕｔｉｏｎｎｏｒｍ，ＰＲＳ）来求取正则

化参数。理论上该方法较Ｌ曲线法更为简单。为验

证该方法的有效性，结合二维场域模型，进行了相关

的图像重构仿真实验和水槽实验，并与Ｌ曲线法进

行了对比。结果表明，这种方法更具有优越性。

１　犈犐犜数学模型

以二维ＥＩＴ问题为例
［１１］，ＥＩＴ的图像重建问题

实质上是一个低频电流场的逆问题求解，即已知边

界电流和电压，求解内部的电导率分布。通常情况

下，被研究区域的电流场被视为准静态场，该电场区

域内的电位分布函数φ与电导率分布函数σ满足拉

普拉斯方程：

·［σ（狓，狔）·φ（狓，狔）］＝０，（狓，狔）∈Ω；

（１）

其边界条件为

φ（狓，狔）＝犳（狓，狔），（狓，狔）∈Ω； （２）

σ（狓，狔）
φ（狓，狔）

狏
＝犼（狓，狔），（狓，狔）∈Ω。 （３）

式中：Ω为场域Ω 的边界；犳为已知边界电位；犼为

流入场域Ω 的电流密度；狏为场域边界Ω的外法向

单位向量。电阻抗成像的正问题是在已知电导率σ

分布和边界条件的情况下求取场域内的电位分布

φ，而逆问题则是利用已知的边界条件（２）、（３）求解

方程（１）中电导率σ的分布。

将场域离散成 犕 个单元，电导率σ０＝（σ１，σ２，

…，σ犕－１，σ犕）
Ｔ 具有犕 个元素，其中每个元素代表每

个单元的电导率。实际电流注入后，所测量的电极

上的电压为犞犻犼（犻，犼＝１，２，…，犖），犖 为电极个数。

使用有限元法计算每次电流注入时电极上的电压

犉（σ０），σ为求得的电导率分布。ＥＩＴ的线性模型表

示为

犉（σ０）－犞＝犑（σ０－σ）， （４）

其中犑为Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵。

应用最小二乘法的原理，将式（４）转换为

Ζ（σ）＝ｍｉｎ‖犑（σ０－σ）－［犉（σ０）－犞］‖
２
２。（５）

电阻抗成像的逆问题就是寻找电导率σ的分布从而

使得Ζ（σ）最小。

２　犜犻犽犺狅狀狅狏正则化及参数选取

２．１　犜犻犽犺狅狀狅狏正则化

ＥＩＴ图像重构的难点是对严重病态的非线性逆

问题进行求解，而该问题表现在对条件数很大的

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵求逆。因此对于这样的问题，在求解

过程中往往需要利用正则化算法来降低Ｊａｃｏｂｉａｎ矩

阵的条件数，改善病态性。

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化算法是基于最小二乘法的原

理，通过在目标函数中引入特定形式的罚函数来对

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵进行惩罚，以求得稳定的解。应用于

ＥＩＴ逆问题的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化算法的形式
［１２］为

Ε（σ０－σ）＝ｍｉｎ｛‖犑（σ０－σ）－

［犉（σ０）－犞］‖
２
２＋λ

２
‖犔（σ０－σ）‖

２
２｝。 （６）

式中：λ＞０，为正则化参数，控制着右边残差范数

‖犑（σ０－σ）－［犉（σ０）－犞］‖和罚函数‖犔（σ０－σ）‖

的相对比重；犔为正则化矩阵，通常取犔＝犐。

２．２　正则化参数的选取

令犉（σ０）－犞＝犅，δσ＝σ０－σ，则式（６）可以表

示为

Ε（δσ）＝ｍｉｎ｛‖犑·δσ－犅‖
２
２＋λ

２
‖δσ‖

２
２｝。

（７）

对式（７）求导可得到解为
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δσ＝ （犑
Ｔ犑＋λ

２犐）－１犑Ｔ犅。 （８）

设犑∈犚狆
×狇，秩为狉，对犑进行奇异值分解得：

犑＝犝犛犞
Ｔ
＝

狉

犻＝１

狌犻α犻狏
Ｔ
犻， （９）

式中：犝 和犞分别为犛的左右奇异矩阵，且均为正交

阵；狌犻和狏犻分别为α犻 在犝 和犞 中对应的向量；犛为

由犑的狉个奇异值为对角元素组成的矩阵，且α１≥

α２≥…≥α狉－１≥α狉＞０。则式（８）可写成：

δσ＝
狉

犻＝１

α
２
犻

α
２
犻 ＋λ

２

狌Ｔ犻犅

α犻
狏犻。 （１０）

称 α
２
犻

α
２
犻＋λ

２
为滤波函数。显然，当λ→０时，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ

正则化求得的解无限接近于基于最小二乘法原理建

立的目标函数，即式（５）的解。

可见式（７）右边两项均是λ的函数，即

ρ（λ）
２
＝ ‖犑·δσ－犅‖

２
２

＝
狉

犻＝１

λ
４犅２犻

（α
２
犻 ＋λ

２）２＋‖γ‖
２
２，

（１１）

η（λ）
２
＝ ‖δσ‖

２
２ ＝

狉

犻＝１

α
２
犻犅

２
犻

（α
２
犻 ＋λ

２）２
。 （１２）

其中γ＝ 
狆

犻＝狉＋１
犅犻·δσ犻，犅犻＝狌

Ｔ
犻·犅。而寻找λ的目的就

是要使得式（７）中右边两项残差范数‖犑·δσ－犅‖２和

解函数‖δσ‖２同时为小。

２．２．１　基于Ｌ曲线法的正则化参数选取

Ｌ曲线法是以正则化参数λ为参变量，通过横

纵坐标的对比来确定正则化参数。它是基于残差范

数‖犑·δσ－犅‖２ 和罚函数‖δσ‖２ 的比值的曲线

图。曲线用ｌｏｇｌｏｇ坐标，具有明显的“Ｌ”形状。

Ｈａｎｋｅ等认为Ｌ曲线的关键是定位曲线上曲

率最大的那个点，选择其对应的λ为所求的正则化

参数。设横坐标和纵坐标分别为

＾
ρ（λ）＝犾犵‖犑·δσ－犅‖２，^η（λ）＝ｌｇ‖δσ‖２；

（１３）

根据曲率公式：

κ＝
＾
ρ′^η″－^ρ″^η′

［（^ρ′）
２
＋ （^η′）

２］３／２
， （１４）

式中：^ρ′、^η′、^ρ″、^η″分别为
＾
ρ、^η的一阶导数和二阶导

数；计算出最大曲率κｍａｘ，κｍａｘ所对应的点处的λ即为

Ｌ曲线所确定的正则化参数。

２．２．２　基于ＰＲＳ法的正则化参数选取

正则化参数的选取应该综合考虑残差范数和解

范数对目标函数的贡献，通过减小Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵较

小的奇异值对噪声的影响来控制解的光滑程度。在

大多数情况下，根据文献［１３］，可以通过极小化泛函

来实现。

Φ（λ）＝‖犑·δσ－犅‖２·‖δσ‖２。 （１５）

　　Ｅｎｇｌ
［１３］等指出，在 Ｌ曲线的拐点犆（^ρ（λ），

＾
η（λ））处，切线 的 斜 率 为 －１。通 过 式 （１３）和

式（１５），可以推导出Φ（λ）＝１０
［^ρ（λ）＋^η（λ）］。因此如果

Φ（λ）在λ＝λ处有局部极小值，则存在

［^ρ′（λ）＋^η′（λ）］·Φ（λ）＝０； （１６）

即＾ρ′（λ）＋^η′（λ）＝０。该式表明，Ｌ曲线在犆点处

的切线与向量（１，１）Ｔ 正交。

因此通过对式（１５）的求解，可以求得λ的非劣

解。对于任何λ，该方法不需像Ｌ曲线计算导数和

曲率，大大地减少了计算量，节省了运算时间，易于

实现。

３　重建结果比较

３．１　模型及设定

建立如图１所示的有限元二维模型，内有１０９０个

单元、５７８个节点，采用１６电极相邻注入模式。

图１　计算模型

３．２　计算重建

仅仅观察重建图像，只能定性地感觉图像的好

坏，不能定量评价图像的优劣，因此，依据图像的相

关度（ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｄｅｇｒｅｅ，ＣＤ）
［１４］，残差范数（ｒｅｓｉｄｕａｌ

ｎｏｒｍ，ＲＮ）和解的误差范数（ｅｒｒｏｒｎｏｒｍ，ＥＮ）
［１５］来

综合评价不同λ所重建出的图像质量。其中，图像

相关度的定义为

ＣＤ＝

犕

犻＝１

（σｔｒｕｅ－犻－σ－ｔｒｕｅ）·（σｒｅｃ－犻－σｒｅｃ）


犕

犻＝１

（σｔｒｕｅ－犻－σｔｒｕｅ）
２·

犕

犻＝１

（σｒｅｃ－犻－σｒｅｃ）槡
２

，

（１７）

式中：σｔｒｕｅ－犻、σｒｅｃ－犻为第犻个单元的真实电导率和重建

计算出的电导率；σｔｒｕｅ、σｒｅｃ分别为所有单元的真实电

导率与重建计算出的电导率的平均值；犕 为总单

元数。

相关度代表重建的图像与真实图像的相似程

度［１６］。因此，相关度的值越大，表明重建图像与真

实图像越接近，重建的图像质量越好。残差范数和
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解的误差范数均表示重建图像与真实图像的误差，

理论上这两个值越小越好。

３．３　仿真结果

为了验证所选择的正则化参数方法的适用性，

采用上述模型，利用笔者提出的优化方法和Ｌ曲线

法进行对比。针对目标区域的电导率、位置、大小以

及噪声等不同情况，将仿真实验分为５组。对用

式（１４）和式（１５）所求的正则化参数（分别用λＬＣ和

λＰＲＳ表示）重建出的图像做比较，并根据上述３个评

价指标对图像进行了评价。

３．３．１　改变目标区域位置

设置背景区域电导率为３Ｓ／ｍ，目标电导率为

１Ｓ／ｍ，目标区域的中心位置分别位于（８，０），半径

约为２，如图２（ａ）所示。根据求得的λＰＲＳ和λＬＣ重建

的图像分别如图２（ｂ）和（ｃ）所示。

图２　目标区域的中心位于（８，０）

需要说明的是，笔者采用的是动态成像，因此灰

度条的数值为相对灰度值，并非为绝对电导率值。根

据前面给出的３个评价指标来评价它们的质量。另

外了还对比两种方法所用的时间，结果见表１所示。

表１　目标中心位于（８，０）时的评价结果

λ ＣＤ ＲＮ ＥＮ 狋／ｓ

λＰＲＳ ０．８９１８ ９．７０６０ｅ５ ２４．４７５５ ３．４０８６

λＬＣ ０．８８５９ ０．０５９８ ２４．４１１１ ３．５５６２

从上表可以看出，根据该优化方法选取的λ重

建的图像与真实图像的相关度较大，同时残差范数

和误差范数以及计算时间也较小。因此，利用这种

方法能够快速找到相对最优的λ。

改变目标区域的位置至（０，０），其他参数不变，

根据不同的λ重构出的图像和评价结果如图３和表

２所示。

图３　目标区域的中心位于（０，０）

表２　目标中心位于（０，０）时的评价结果

λ ＣＤ ＲＮ ＥＮ 狋／ｓ

λＰＲＳ ０．８７２１ ３．４５４０１ｅ５ ２１．８６９１ ３．２７９５

λＬＣ ０．８６１５ ０．００９９ ２１．９１７４ ３．３８２２

３．３．２　改变目标区域大小

与上文３．３．１中图２对应，设置背景区域电导

率为３Ｓ／ｍ，目标区域电导率为１Ｓ／ｍ，目标区域中

心位于（６，０），半径约为４。根据不同的λ所重建出

的图像分别如图４所示，评价结果如表３所示。

图４　目标区域半径约为４
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表３　目标区域半径为４时的评价结果

λ ＣＤ ＲＮ ＥＮ 狋／ｓ

λＰＲＳ ０．９３８７ ８．３２１７ｅ６ ４９．９４２８ ３．４３１３

λＬＣ ０．９２０９ ０．１２７ ４９．８１４０ ３．６０３３

３．３．３　改变目标区域电导率

保持目标区域中心不变，仍位于（８，０），半径约为

２，如图２（ａ）所示。设置背景区域电导率为３Ｓ／ｍ，目

标区域电导率分别为６Ｓ／ｍ。根据不同的λ所重建出

的图像如图５所示，评价指标的计算结果如表４所示。

图５　目标区域的电导率为６犛／犿

表４　目标区域电导率为６犛／犿时的评价结果

λ ＣＤ ＲＮ ＥＮ 狋／ｓ

λＰＲＳ ０．８５６７ ５．９９７８ｅ７ ３２．０２３５ ３．５０８７

λＬＣ ０．７６０７ ０．０２８１ ３２．５２５４ ３．６４１６

３．３．４　改变目标区域的数目

设置背景区域电导率为３Ｓ／ｍ，目标区域电导

率为１Ｓ／ｍ，双目标区域的中心位置分别位于（－８，

０）和（８，０），半径分别约为２。根据不同的λ所重建

出的图像分别如图６所示，评价结果如表５所示。

图６　双目标区域

表５　双目标时的评价结果

λ ＣＤ ＲＮ ＥＮ 狋／ｓ

λＰＲＳ ０．８８９６ ２．３３５６ｅ４ ３４．９４０７ ３．２６１４

λＬＣ ０．８８５５ ０．０７９５ ３４．９７１９ ３．３４９２

３．３．５　改变数据噪声强度

为了测试该优化方法的抗噪性，在原始数据的

基础上添加不同强度的的高斯白噪声。根据不同的

噪声强度，依据该方法计算出相应的λ，再利用所求

的λ重建出图像。设置背景区域电导率为３Ｓ／ｍ，

目标区域电导率为１Ｓ／ｍ，其中心位置位于（０，０），

半径约为２（如图３（ａ）所示）。重建的图像如图７所

示，同样，评价结果如表６所示。

图７　不同噪声下重建的图像

表６　不同噪声下的评价指标的计算结果

噪声强度／％ ＣＤ ＲＮ ＥＮ

０．１ ０．８４０４ ２．１９９８ｅ４ ９．６８７７

０．５ ０．７５３１ ０．００２１ ６．８５３８

１ ０．６６０７ ０．００６５ ２．５４３９

５ ０．５０８４ ０．０１９１ ４．１７６５

３．４　水槽实验

在实际物理测量中，不可避免会受到多方面因

素影响，如硬件系统的测量噪声、工频干扰等，这直

接影响最后的重构图像质量。为了验证该方法的有

效性，笔者利用其所在团队开发出的二维水槽实时

电阻抗成像系统所采集的电压数据，进行了相应的

水槽实验，如图８（ａ）所示。在水槽中装满水，放入
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一铝棒，针对图８（ｂ）两种不同的目标位置，与仿真

实验类似，分别利用笔者所改进的方法和Ｌ曲线选

取的λ进行图像重构，如图８（ｃ）（ｄ）所示。

图８　水槽实验模型和重构图像

需要说明的是，上图中，深色表示高电导率，浅

色表示低电导率。由于铝棒是良导体，其电导率比

水要高很多，因此在上图中以黑色表示。

３．５　分析和讨论

根据３．３节中前４组仿真实验的重建图像和评

价结果，可以看出，当不存在噪声时，根据笔者提出

的优化方法求取的λ重建出的图像质量普遍较好，

用时较少，能较好重现目标区域。从而验证了这种

正则化参数选取方法的适用性。但需说明，第５组

仿真实验中，随着噪声的增加，所重建的图像效果呈

恶化趋势。当噪声强度为５％时，图像已经完全失

真，背景区域扰动严重，出现有多个虚假的目标，重

建图像失败。这是由于Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化算法采取

的是２ 范数的函数为正则化函数，侧重于对适定性

问题的解决，而忽略了对逆问题由此产生的有平滑

效应，使得重建的图像呈平滑状态，空间分辨率不

高，干扰噪声在平滑的过程中被传播和扩散。

在对铝棒的水槽成像实验中，从重构图像中能基

本识别出铝棒的位置。横向对比图８（ｃ）（ｄ），目标靠

近边缘时的图像比目标接近中心区域的图像要好，重

构出的目标大小更接近实际目标的大小。纵向对比

可以发现采用笔者提出的方法ＰＲＳ法所重构的图像

质量比用Ｌ曲线法重构的图像高。但是图像边缘处

不均匀，均存在伪影，造成以上现象有以下３点原因：

１）硬件测量系统本身的噪声和外界环境中的干扰等

因素。２）有限元剖分误差，为了保持全文的一致性，

在水槽实验部分采用与仿真实验相同的有限元剖分

模型。该有限元模型的剖分密度低，同时利用有限元

进行正问题计算时存在模型误差。３）ＥＩＴ的逆问题

是欠定的，成像区域内部大的电导率变化在边界可能

产生非常微小的变化，且边界测量值对边缘附近，尤

其是电极附近的电导率变化很敏感，而对中心附近电

导率变化不敏感，这就导致了目标在中心区域的重构

图像质量没有目标在边缘处的图像质量好。

最后，笔者对这种方法作了不适定分析。参数

设置如前文３．３．１中相同，λＰＲＳ＝３．５０４５ｅ９，使用

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化后的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的奇异值分解

图如图９所示。

图９　正则化前后犑犪犮狅犫犻犪狀矩阵的奇异值分解图
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从上图可以看出，对Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵进行正则化

处理后，奇异值仍处于分散的状态，这说明正则化前

后Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的性质没有发生大的变动。经计

算，当λＰＲＳ＝３．５０４５ｅ ９时，条件数由正则化前的

７．６７２９ｅ＋２１减小到２．４６６０ｅ＋４，说明原Ｊａｃｏｂｉａｎ

矩阵的不适定性得到了明显的改善。

４　结　语

笔者基于 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化算法，结合ＥＩＴ的

模型，利用极小化正则化算法中的残差范数和解范

数的乘积的方法来求取正则化参数。并将这种方法

引入到ＥＩＴ图像重构算法中以解决正则化参数优

化问题。通过相关的仿真实验和水槽实验，分析比

较了根据该方法选取的λ和Ｌ曲线法选取的λ分别

重建出的图像质量。实验结果表明，该方法具有简

单实用和计算时间短的优点。采用所提出的优化方

法选取的正则化参数重建的图像质量较好，能够较

好地再现目标区域。这为ＥＩＴ逆问题的病态方程

的研究提供了一种实用而有效的参数优化方法，避

免了以往选取正则化参数的随意性和主观性，提高

了成像质量。
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