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摘　要：在行波型超声波电机数学模型的基础上，研究了其稳定性。首先利用李雅普诺夫稳定

性判据对超声电机驱动区间和制动区间的３种情况进行了分析，在研究数学模型基础上完成了超

声电机的模型仿真、讨论和仿真验证；其次，在超声电机稳定性的分析基础之上，通过对驱动 制动

区间关系曲线和转速 转矩关系曲线的分析得出了速度、转矩和预压力３者之间的关系，并做了超

声电机运行稳定性的仿真讨论。研究表明：超声电机在满足李雅普诺夫平衡条件时，驱动区间的最

大极限值是定子与接触层的边界接触点，即狓１＝狓０。对速度、转矩和预压力３者之间关系展开分

析，为超声电机设计和控制提供借鉴。
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　　超声波电机是近些年发展起来的一种利用压

电陶瓷逆压电效应的新型电机。超声电机运行包

含诸如压电能量转换、摩擦能量传递等非线性过

程，其也被认为是一种非线性、时变和强耦合的被

控对象［１］，对超声波电机本体模型的研究具有重要

意义。

最早对超声电机定、转子接触模型进行定量分

析的是上羽贞行和黑泽实［２］。１９９５年ＪＭａａｓ等
［３］

对超声电机赫兹理论模型做了详细的研究与分析，

提出赫兹理论模型下压力分布函数的边界条件，但

没有对驱动区间和制动区间的关系做深入的讨论。

文献［４］设计了一种微小旋转型超声电机并建立了

其瞬态过程的动力学方程，分析了瞬态特性。文献

［５］将空间域分析与预压力结合在一起讨论了预压

力对超声电机输出性能的影响。文献［６］建立了旋

转行波超声电机的多变量非线性 Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ模

型，并分析证明了采用两步法广义预测控制策略的

可行性。文献［７］的研究重点在超声电机数学模型，

分析了预压力对电机机械性能的影响。但相关文献

并没有针对超声电机数学模型本身所体现出来的不

稳定性进行讨论［８１５］。

文章是在行波型超声波电机的赫兹数学模型基

础上，基于李雅普诺夫平衡条件，对行波型超声波电

机的稳定性开展研究，针对定转子接触模型空间域

的３种情况进行讨论，并结合预压力、负载转矩和速

度３者之间的关系对超声波电机的稳定运行进行定

性分析，研究成果有助于为超声波电机的设计和控

制提供借鉴。

１　行波型超声电机定转子接触模型

超声波电机的运行是通过定转子之间的摩擦

来传递动力，１８８２年物理学家赫兹研究的两圆柱

体接触面的应力、应变场、位移场的分布情况及特

点［１６］，为超声波电机定转子的接触模型发展奠定

了基础。

尽管超声波电机定、转子的接触模型与一般的

赫兹接触模型不完全相同，但赫兹接触理论能较好

地解决超声电机定、转子接触模型中遇到的问题。

根据电机实际运行的情况，假设定、转子在运行的过

程中均不产生接触形变，只有摩擦材料层产生形变，

定、转子表面不完全紧密结合且无相对滑动。简化

出刚性定子和弹性转子接触模型，图１为刚性定子

和弹性转子的接触摩擦机理图［１］。

图１　刚性定子和弹性转子的接触摩擦机理图

根据行波超声电机的理论［３］，定子上的行波是

由分别作用在Ａ、Ｂ两相上的驻波叠加而来，行波的

波动过程为

狑（狓）＝狑Ａ·ｃｏｓ（犽狓）， （１）

狏ｈ（狓）＝－犽狑Ａ犪ω·ｃｏｓ（犽狓）， （２）

式中：狑（狓）为定子表面质点的纵向振动位移；狏ｈ（狓）

定子表面质点的切向速度；狑Ａ 为 Ａ、Ｂ两相上施加

信号的振幅。

根据赫兹接触模型理论转子的转速为

狏Ｒ ＝ωＲ·犚＝犽狑Ａ犪ωｃｏｓ（犽狓１）。 （３）

　　图２为摩擦力、压力分布图，狏Ｒ 为转子转速，

狓１ 在定子坐标系（狓，狕）上为定子和转子的等速点，

狏ｈ＝狏Ｒ，狓０ 为定子和转子接触的临界点。所以定、

转子在（狓，狕）中的接触区间可以划分为３个部分，

（－狓１，狓１）区间内狏ｈ＞狏Ｒ 为驱动区间，定子在这段

区间内给转子提供驱动力犉Ｔ１。（－狓０，－狓１）和

（狓１，狓０）区间内狏ｈ＜狏Ｒ 为制动区间，存在反向阻力

犉Ｔ２和犉Ｔ３。

图２　摩擦力、压力分布图
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图２中压力分布为

τ（狓）＝ｓｇｎ（狏ｈ（狓） － 狏Ｒ ）·μ狆（狓）， （４）

狆（狓）＝犆Ｎ·狑Ａ（ｃｏｓ犽狓－ｃｏｓ犽狓０）， （５）

式中：狆（狓）为压力分布函数；犆Ｎ 为犆Ｎ＝犈犫／犺ｒ；犈为

定子金属弹性材料的杨氏模量；犫为摩擦层接触面

的宽度；狑为定子振动幅值；犺ｒ为摩擦层的厚度。

转子受到的作用力为

犉Ｔ ＝犉Ｔ１－犉Ｔ２－犉Ｔ３ ＝∫
狓

－狓
τ（狓）ｄ狓， （６）

　　定子波峰对转子的轴向压力为

犉狕 ＝狀∫
狓

－狓
狆（狓）ｄ狓＝

２犆Ｎ狀狑Ａ

１

犽
ｓｉｎ犽狓－狓ｃｏｓ（ ）犽狓 。 （７）

　　行波型超声电机转子的运动主要分为轴向和周

向，轴向主要是预压力和定子对转子轴向的作用力，

周向主要是驱动力、摩擦阻力和负载的作用，可以分

别表示为

犿Ｒ狑″Ａ＋犱ｚ狑′Ａ ＝犉Ｚ－犉Ｎ， （８）

犑ω′Ｒ＋犇ＲωＲ ＝狀犉Ｔ犚－犕Ｌ。 （９）

２　行波型超声电机稳定性研究

文献［３］针对行波型超声波电机引入了超声波

电机制动区间和驱动区间相对位置的讨论，但并没

有对区间的变换交替所引起的行波型超声波电机的

稳定性进行研究分析。根据李雅普诺夫对平衡状态

的判定［１７］，对于时间狋，如果满足

狓′＝犳（狓，狋）＝０，

该状态狓称为平衡状态。平衡状态的各分量相对于

时间不再发生变化。若已知状态方程，令狓′＝０所

求得的解狓，便是一种平衡状态。

线性定常系统狓′＝犃狓，其平衡状态满足犃狓＝

０，当犃为非奇异矩阵时，系统只有唯一的解，只存在

一个平衡状态，若犃为奇异矩阵，系统则存在无穷多

个平衡状态。式（９）可以看作是李雅普诺夫对平衡

状态的定义在超声波电机上的直接应用。

２．１　超声电机运行区间

１）当狓０＞狓１ 时

犉Ｔ ＝２∫
狓
０

０
ｓｇｎ（狏ｈ（狓） － 狏Ｒ ）·μ狆（狓）＝

２μ［∫
狓
１

０
狆（狓）ｄ狓－∫

狓
０

狓
１

狆（狓）ｄ狓］＝

２μ犆Ｎ狑Ａ ２
１

犽
ｓｉｎ犽狓１－狓１ｃｏｓ犽狓（ ）０［ －

１

犽
ｓｉｎ犽狓０－狓０ｃｏｓ犽狓（ ）］０ ， （１０）

　　此时的李雅普诺夫平衡方程为

２
１

犽
ｓｉｎ犽狓１－狓１ｃｏｓ犽狓（ ）０ －

１

犽
ｓｉｎ犽狓０－狓０ｃｏｓ犽狓（ ）０ －

犇Ｒ犽犪犠Ａω

２μ犆Ｎ犠Ａ狀犚
２
·ｃｏｓ犽狓１ ＝

犕Ｌ

２μ犆Ｎ犠Ａ狀犚
。 （１１）

　　在式（１１）中，如果负载犕Ｌ、接触层的等效弹性

系数犆Ｎ、定子振幅犠Ａ、振动模态阶数狀和有效接触

半径犚 为已知的情况下，就可以得到李雅普诺夫稳

定情况下狓０ 和狓１ 的关系。

２）当狓０＜狓１ 时

此时的压力分布函数为

狆（狓）＝犆Ｎ·狑Ａ（ｃｏｓ犽狓－ｃｏｓ犽狓１）， （１２）

　　转子受到的作用力为

犉Ｔ ＝犉Ｔ１－犉Ｔ２－犉Ｔ３ ＝

２μ［∫
狓
１

狓
０

狆（狓）ｄ狓－∫
狓
０

０
狆（狓）ｄ狓］， （１３）

　　化解后的作用力为

犉Ｔ ＝２μ犆Ｎ狑Ａ

１

犽
ｓｉｎ犽狓１－狓１ｃｏｓ犽狓（ ）［ １ －

２
１

犽
ｓｉｎ犽狓０－狓０ｃｏｓ犽狓（ ）］１ 。 （１４）

　　对比当狓０＞狓１ 和狓０＜狓１ 时的作用力犉Ｔ 可以

得到

犉Ｔ（狓０ ＜狓１）＝－犉Ｔ（狓０ ＞狓１），

表明，当分别满足狓０＞狓１ 和狓０＜狓１２种情况下的

狓０ 和狓１ 对等时，所求得的作用力在数值相等符号

相反，并且上式成立的前提条件是在定转子接触的

区间内依然存在一点狓１ 使得转子的转速与定子表

面切向分量的转速相等，从式（３）可以看到转子转速

的表达式是一个余弦函数，即当狓０＜狓１ 时：

犽犃犪ωｃｏｓ（犽狓０）＞犽犃犪ωｃｏｓ（犽狓１）。

　　根据狓０ 和狓１ 物理意义上划分狓０ 为制动区间

狓１ 为驱动区间，认为制动区间的转速是小于驱动区

间的，即

犽犃犪ωｃｏｓ（犽狓０）＜犽犃犪ωｃｏｓ（犽狓１），

由此可以认定行波型超声电机在稳定运行时不会出

现狓０＜狓１ 的情况。

３）当狓０＝狓１ 时

此时转子受到的作用力为

犉Ｔ ＝２μ∫
狓
１

０
狆（狓）ｄ狓＝

２μ犆Ｎ狑Ａ

１

犽
ｓｉｎ犽狓０－狓０ｃｏｓ犽狓（ ）０ 。 （１５）

８４ 重 庆 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第３７卷



 http://qks.cqu.edu.cn

　　此时，在整个［０，狓０］区间内摩擦力提供转子驱

动力，转子的速度与定子切线速度在狓０＝狓１ 出相

等，即狏Ｒ＝狏ｈ（狓０）。因为此时认定摩擦力没有阻碍

作用，所以，此时的定转子能量的传递效率最高，定

子传递给转子的能量将用在克服转子轴向阻尼损耗

犇ＲωＲ 和提供给负载犕Ｌ 上。

根据式（３）、（６）和（９）可以得

犕Ｌ ＝狀犚·２μ犆Ｎ狑Ａ
１

犽
ｓｉｎａｒｃｃｏｓω犚·

犚
犽狑Ａω（ ）［ ］犪｛ －

ω犚·
犚

犽狑Ａω犪
·ａｒｃｃｏｓω犚·

犚
犽狑Ａω（ ）｝犪

－犇犚ω犚。

（１６）

　　在理论上是存在狓０＝狓１ 这一点，且狓０ 的值由

预压力犉Ｎ 确定，此时因为狓１＝狓０，角速度ωＲ 和驱

动力犉Ｔ 可以确定，再根据式（９）可以确定超声电机

在运行时转子轴向上的阻尼损耗和对应的负载输

出，即一个预压力对应一个转速和负载输出。由式

（３）可以知道狓１ 的最大驱动区间为λ／４，当速度为

λ／４时所对应的速度为０，可以得到狓１＝λ／４为定子

驱动转子驱动区间的极限状态。

从式（９）中可以看到转子的轴向阻尼犇ＲωＲ 是

跟速度成正比的，输出负载为

犕Ｌ ＝狀犉Ｔ犚－犇ＲωＲ。 （１７）

　　从式（１７）中可以得到，当转速越快的时候在转

子轴向上的阻尼消耗就越大。图３为当狓０＝狓１ 时

转速和输出转矩的关系曲线。

图３　为狓１＝狓０ 时转速随着转矩变化的曲线

２．２　李雅普诺夫稳定条件下犉犖、ω犚、犕犔３者的

关系

　　前文从理论上讨论了行波型超声电机在满足

李雅普诺夫稳定性条件下制动区间与驱动区间的

相对关系，得到了行波型超声电机稳定运行时的

区间。

负载转矩经过变化可得

犕Ｌ ＝狀犚·２μ犆Ｎ狑Ａ ２
１

犽
ｓｉｎ犽狓１－狓１ｃｏｓ犽狓（ ）［ ０ －

１

犽
ｓｉｎ犽狓０－狓０ｃｏｓ犽狓（ ）］０ －犇ＲωＲ。 （１８）

　　将式（１８）表示成ωＲ 为自变量，并将式（６）代入

式（１８）中，有：

犕Ｌ ＝狀犚·２μ犆Ｎ狑Ａ
２

犽
ｓｉｎａｒｃｃｏｓ

ωＲ犚

犽狑Ａω（ ）［ ］犪｛ －

２

犽
ａｒｃｃｏｓ

ωＲ犚

犽狑Ａω（ ）犪 ·ｃｏｓ犽狓 ｝０ －μ犚犉Ｎ－犇Ｒωｒ，

（１９）

可以得到行波型超声电机稳定运行时设计参数之间

的关系，当预压力犉Ｎ 已知时可以由公式（８）直接求

出狓０，此时式（１９）就只剩下ωＲ 和犕Ｌ２个变量，当

接触层的等效弹性系数犆Ｎ、定子振幅犠Ａ、振动模态

阶数狀和有效接触半径犚 为已知的情况下，就可以

得到李雅普诺夫稳定情况下ωＲ 和 犕Ｌ 的关系。反

过来也可以在定ωＲ 或犕Ｌ 的情况下确定其他２个

参数的关系。

３　讨　论

超声波电机数学模型的仿真参数见表１
［１８１９］

所示。

表１　超声电机仿真参数

参数 说　明 取　值

犳 输入电压频率／ｋＨｚ ４１．５

犘 额定功率／Ｗ ５

狏Ｒ 转速范围／（ｒ·ｍｉｎ－１） １～１５０

犜 扭矩范围／Ｎ·ｍ ０～１．２

μ 摩擦系数 ０．３

狀 模态数 ９

犇Ｒ 转子旋转方向阻尼系数／（Ｎｓｍ） ０．０５

犚 有效接触半径／ｍｍ ２６．２

犑 转子的转动惯量／（ｋｇ·ｍ
２） ０．１×１０－３

犪 定子厚度／ｍｍ ２．６２

３．１　预压力参数的讨论

图４为负载犕Ｌ＝０．１２００Ｎ·ｍ时狓０ 和狓１ 的

关系曲线。
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图４　狓０ 和狓１ 的关系曲线

图４中狓０ 和狓１ 临界点在狓０＝狓１＝２．１２９ｍｍ

时，即在［２．８９２，５．３６５］区间，每个狓０ 都对应一个稳

定的狓１ 和一个不稳定的狓１。

图５　犉犖＝５５犖时狓０ 的阻尼震荡

当预压力犉Ｎ＝５５Ｎ时，由式（８）或仿真波形图

４可以得到狓０＝３．３３２ｍｍ。此狓０ 对应图４上的

狓１＝２．３７６ｍｍ和狓１＝５．１６４ｍｍ。

此时，根据前文描述，当超声电机稳定运行时是

不可 能 出 现 狓０ ＜狓１ 的 情 况，所 以 认 为 狓１ ＝

５．１６４ｍｍ不满足实际的运行条件，狓１＝２．３７６ｍｍ

满足超声电机的运行理论。

由式（７）、（８）和（９）可以推出，狓０ 的位置只由

预压力犉Ｎ 决定，而负载的影响是对驱动区间的

影响即狓１ 的大小。图５是电机启动时狓０ 的波动

过程，图６是预压力不变的情况下负载增加时狓０

和狓１ 变化曲线，可以看到狓１ 是随着负载的增大

而增大，而狓０ 由于预压力没有变化稳定在一个

定值。

图６　当负载增加时狓０ 和狓１ 变化曲线

图７为预压力犉Ｎ＝５５Ｎ时狓０＝３．３３２ｍｍ，负

载由０．２１００Ｎ·ｍ增加到０．２１０６Ｎ·ｍ时狓０ 和

狓１ 变化曲线，负载在０．２１００～０．２１０４Ｎ·ｍ时狓１

经过阻尼振荡稳定下来的值都小于狓０，而当负载为

０．２１０６Ｎ·ｍ时，经过一段时间的波动狓１ 上升到

狓１＝λ／２，此时仿真系统认定超声电机在外接负载的

作用力下做反向运动，速度为负，而对应实际的情况

为不可启动状态。根据计算可以得到当狓１＝狓０＝

３．３３２ｍｍ时，输出转矩犕Ｌ 的值是０．２９９０Ｎ·ｍ，

理论上当狓１＝狓０ 时电机也能稳定运行，但在仿真中

却始终找不到这一点，其原因可能是截断误差造成

的。而在实际电机控制中对稳定要求必须要有一定

的裕量，也不会运行在狓１＝狓０ 状况下。

图７　犉犖＝５５犖时转矩增加狓０ 和狓１ 变化曲线
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当预压力为１２５．６Ｎ时狓０＝４．５７３ｍｍ，如果此

时的负载转矩 犕Ｌ＝０．９８７２Ｎ·ｍ，经过计算可以

得到的狓１＝４．５７３ｍｍ，转速为０，这是前文所描述

的满足狓１＝狓０＝λ／４的临界状态。图８和图９是对

这个参数状态的仿真波形。

图８　狓１、狓０ 的仿真波形

图９　速度的仿真波形

从图８和图９可以看到，在这种情况下仿真得

到的狓０＝４．５６９３ｍｍ，狓１＝４．５７１２ｍｍ，狓１≈狓０ 且

速度稳定的时候为０．０５７７ｒ／ｍｉｎ。所以可以认为

从仿真的角度验证了狓１＝狓０ 情况的存在。

图１０为负载转矩为０．１２００Ｎ·ｍ时不同预压

力所对应的不同速度曲线，从图中可知预压力为

５５Ｎ时，速度在达到稳定之前的波动较大，并且稳定

时的速度为１１７．３ｒ／ｍｉｎ，当预压力为９５Ｎ时，速度

在上 升 的 过 程 中 较 为 稳 定，且 稳 定 时 的 速 度

为１２５．３ｒ／ｍｉｎ。

图１０　不同预压力所对应的速度曲线

由以上实验可以得到，预压力决定了狓０ 的值，

进而决定了狓１ 的极限值，所以在对行波型超声电机

进行设计时，预压力参数的选取直接决定了输出转

矩极限。并且在设计电机预压力时可以根据转速和

负载转矩的指标做折中选择。

３．２　控制参数的讨论

由式（１８）可以知道狓０ 和狓１ 的关系曲线跟负载

有一定的关系，当负载 犕Ｌ 变化时曲线的位置将会

发生如图１１所示的移动。

图１１　狓０ 和狓１ 随负载的变化的关系曲线

对于出厂后的超声波电机，在运行当中预压力

是一个定值。当预压力确定时狓０ 的稳定值可以通

过式（７）和式（８）计算得到。

表２为不同预压力下所对应的超声电机运行参

数，图１２为不同预压力时转速对应输出转矩的曲

线，即转速相对转矩变化的曲线。
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表２　不同预压力下超声电机运行参数

犉Ｎ／Ｎ 狓０／ｍｍ 狓１／ｍｍ狏Ｒ／ｒ·ｍｉｎ
－１ 狀犉Ｒ犚 犕Ｌ

５５ ３．３３２ ２．３７６ １１７．２ ０．３４０８ ０．１２

６５ ３．５４４ ２．２８１ １２１．２ ０．３４８３ ０．１２

７５ ３．７３９ ２．２２７ １２３．４ ０．３５２５ ０．１２

８５ ３．９２１ ２．１９７ １２４．６ ０．３５４８ ０．１２

９５ ４．０９２ ２．１８０ １２５．３ ０．３５６０ ０．１２

这里的狀犉Ｒ犚和犕Ｌ 的单位都是Ｎ·ｍ。当预

压力增加时，如果负载转矩犕Ｌ 不变，狓０ 将增大，同

时狓１ 的值减小，转速随着狓１ 的减小而增大，根据式

（９）可以知道当转速增加的时候转子获得的转矩增

加，摩擦损耗增加。

图１２是满足李雅普诺夫平衡方程时不同预压

力时转速对应输出转矩的曲线，当转速为０或者无

限接近０的时候可以求得最大输出转矩即最大负

载，但在实际的过程中由于转子阻尼系数的存在，在

接近最大的负载的一段区域内所需要的驱动区间在

很长的一段时间内都大于制动区间，即狓１＞狓０，而

当狓１＞狓０ 时实际电机是停机的。超声电机在启动

的一瞬间所需要的静摩擦力成倍于滑动摩擦力，所

以实际运行超声电机所能带动的极限负载是小于理

论值的。并且从图１２中可以看到，当预压力越大的

时候速度相对于转矩变化的稳定性越好。

图１２　不同预压力时转速对应输出转矩的曲线

在对速度或者负载进行控制的时候就应该考虑

到负载的变化与速度变化的相对影响，充分考虑到

速度、负载和预压力３者之间的关系。

根据狓０ 和狓１ 随负载的变化的关系曲线（见图

６）和不同预压力时转速对应输出转矩的曲线（见图

１２）来对实际电机的参数设计提供一定的方案：

１）在提供了准确的预压力基础之上设计合适的

运行速度和负载转矩范围；

２）根据转速要求来设计合适的负载、预压力；

３）根据需要的负载大小来设计合适的转速和预

压力。

４　结　论

在研究数学模型基础上完成了超声电机的模型

仿真并对速度满足李雅普诺夫平衡方程时的电机运

行特性进行了讨论，根据李雅普诺夫平衡条件，讨论

了驱动区间狓１ 和制动区间狓０ 的３种关系：

１）当狓０＞狓１ 时得到的满足李雅普诺夫平衡方

程的实际解在狓０ 和狓１ 的关系曲线下半部分；

２）狓０＝狓１ 在理论上存在，且并不是孤立的点，

与确定的预压力、转速和负载转矩有着唯一固定的

关系；

３）狓０＜狓１ 在稳定运行的情况是不存在的。

驱动区间和制动区间的大小与超声波电机的预

压力、驱动转矩、运行转速之间存在紧密关系。文中

的研究结果为超声波电机的设计和运行控制提供参

考价值。在运行时，要保证制动区间大于驱动区间，

并留有一定的裕量。
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