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摘　要：地基在路基荷载下不仅产生竖向沉降，也发生侧向变形，并且侧向变形是路基沉降产

生的重要原因之一。为了分析路堤荷载下地基的侧向变形，通过对布辛奈斯克集中力下弹性半无

限体的侧向变形解进行积分，分别推导出泊松比等于０．５和小于０．５时，无限长线性荷载、带状均

布荷载、带状三角形荷载下侧向变形理论解；在考虑边坡坡度和路基高宽比对地基反力影响的条件

下，建立了统一坐标导出与路堤等效带状梯形荷载下侧向变形解。
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　　当结构物在软土地基上修建时，会产生相应的

沉降和侧向变形，但在设计中人们常忽略侧向变形

的各种影响，采用的沉降计算方法和所用参数大都

建立在Ｔｅｒｚａｇｈｉ一维固结理论基础之上。这种假

设地基土体侧向受到限制仅产生垂直沉降的变形机

理与实际情况明显不符。当工程对沉降控制要求不

严时其计算精度尚可满足工程需要，但随着高速铁

路和高速公路对工后沉降控制非常严格的结构物的

大量修建，地基侧向变形对路基沉降的影响以及对

邻近建筑物的影响往往是导致工程失败的关键因
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素。国内外对于侧向变形的研究一直没有间断过，

Ｌｏｇａｎａｔｈａｎ
［１］分析了路基荷载下总沉降与侧向变形

的关系，并初步给出了两者之间的对应关系。

Ｇｉｒｏｕｄ
［２］研究了可压缩层地基深度一定时，路基等

梯 形 荷 载 下 侧 向 变 形 引 起 的 初 始 沉 降。

Ｓｔｅｉｎｂｒｅｎｎｅｒ
［３］在假设地基为各向同性的弹性半无

限体情况下，研究了均布条形荷载下饱和粘性土地

基由于土体侧向变形产生的初始沉降。Ｂｊｅｒｒｕｍ研

究了路基安全系数对总沉降的影响，提出当安全系

数不大于１．２时，就得考虑土体侧向变形对沉降的

影响，并指出侧向变形引发的沉降量可达到总沉降

的１／４。Ｙａｍａｎｏｕｃｈｉ提出当安全系数大于１．５时，

地基侧向变形较小。Ａｐｐｏｌｏｎｉａ
［４］研究了路基局部

屈服情况下的不排水沉降，认为路基宽度与软土层

厚度的比值大于２时，路基荷载超过地基极限承载

力的一半时，侧向变形就会非常明显。周镜［５］分析

了软土地基沉降计算的困难以及存在的问题，并给

出了影响侧向变形的主要因素为荷载的应力水平、

荷载几何形状、前期固结压力以及荷载底宽与软土

层厚的比值。殷宗泽［６］初步分析了土体泊松比对侧

向变形和沉降的影响，以及泊松比对土工结构物受

力的影响，得出土体的泊松比是影响其侧向变形内

在因素。王志亮［７］、王峰等［８］，借助数值模拟得出土

体侧向变形与泊松比、空隙比、路基高宽比有关，并

得出了侧向修正系数的计算式。曾国熙介绍了垂直

荷载下软粘土地基的侧向变形，推导出泊松比μ为

０．５时，弹性半无限体地基在线性荷载、带状均布荷

载、三角形荷载下的侧向变形公式。不过文献［９］中

公式没有建立统一坐标系，使得变形方向要进一步

人为分析，并且计算方法也相对复杂，另外对于泊松

比μ＜０．５的情况未予以讨论。笔者假设路基基底

的应力分布横断面为梯形，纵断面均匀分布，同时考

虑文献中所述的边坡坡度和路基高宽比对路基基底

应力的影响，通过对布辛奈斯克集中力下侧向变形

解进行积分，分别推导出泊松比μ＝０．５与μ＜０．５

两种情况下，地基在线性荷载、带状均布荷载以及带

状三角形荷载下的侧向变形公式。在此基础上，建

立统一的坐标系对其进行合并，进而推导出梯形路

基荷载下的侧向变形公式。

１　泊松比为０．５时的情况

对于饱和粘土地基，土体的渗透性低，加荷载

后，空隙水不能及时排出，可以认为地基没有发生体

变，故泊松比μ＝０．５。此时地基的瞬时沉降完全来

自于地基的侧向变形［６］。而且，布辛奈斯克解侧向

变形解第２项为零。下面先从泊松比为０．５，坐标

系不随计算点的位置而改变的原则进行推导，这也

是文中研究不同于文献［９］的重点。

１．１　线状荷载下的侧向变形

当有一集中力作用于弹性半无限体表面时，地

基中任意一点犙（狓，狔，狕）在狓方向的位移为布辛奈

斯克的侧向变形解

狌＝
犘（１＋μ）

２π犈

狓狕

犚３
－
（１－２μ）狓
犚（犚＋狕［ ］） ， （１）

式中：犘为集中力；μ为泊松比；犈为弹性模量；狓，狔，

狕为计算点在图１（ａ）所示坐标系中的坐标值；犚为

计算点与荷载作用点距离，且犚＝ 狓２＋狔
２＋狕槡

２。

当泊松比μ＝０．５，则布辛奈斯克侧向变形解得第２

项为零。故此时布辛奈斯克解为

狌＝
１．５犘
２π犈

狓狕

犚３
。 （２）

图１　集中力与纵向线性荷载下的侧向变形示意图

　　在图１（ｂ）所示的线性荷载狆下，地基中任意点

犙（狓０，狔０，狕０）的侧向变形可在式（２）的基础上，对狔

轴进行积分：

狌＝∫
∞

－∞

１．５狓０狕０狆
２π犈犚

３ ｄ狔＝ 　　　　　　　

∫
∞

－∞

１．５狓０狕０狆
２π犈（狓

２
０＋（狔－狔０）

２
＋狕

２
０）
３／２ｄ狔＝

１．５狓０狕０狆
２π犈∫

π
２

－
π
２

犽
１

ｃｏｓ２θ
ｄθ

犽２
１

ｃｏｓ２（ ）θ
３／２ ＝

１．５狓０狕０狆
２π犈

×
１

犽２
×ｓｉｎθ

π
２

－
π
２

＝

１．５狓０狕０狆

π犈
×

１

狓２０＋狕
２
０

，

其中：狓２＋狕２＝犽２，狔－狔０＝犽ｔａｎθ。

由于犙（狓０，狔０，狕０）为坐标系下的任意一点，故
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得线性荷载下任意点犙（狓，狔，狕）的侧向变形为

狌＝
１．５狓狕狆
π犈

×
１

狓２＋狕
２
。 （３）

１．２　带状均布荷载下的侧向变形

根据公式（３），通过对横截面进行积分就可以

求出带状均布荷载下的侧向变形，此处坐标原点设

在横断面中心处，如图２所示。在进行积分推导前

首先要说明的是此时积分是对带状均布荷载的横

截面积分，每个积分点为一个无限长线性荷载，并

且被积分的式（２）中的狓，现在转换为横截面上积

分点到任意点坐标为犙（犡，犣）之间在狓轴向上的

距离。

图２　带状均布荷载下侧向变形的横向积分示意图

狌＝∫
犫′
２

－
犫′
２

１．５（犡－狓）犣狆
π犈

×
１

（犡－狓）
２
＋犣

２ｄ狓＝

∫
犫′
２

－
犫′
２

－１．５犣狆
２π犈

×
犱（犡－狓）

２

（犡－狓）
２
＋犣

２ ＝

１．５犣狆
２π犈

ｌｎ
（犡＋犫′／２）

２
＋犣

２

（犡－犫′／２）
２
＋犣

２
，

其中，犫′为带状均布荷载的宽度。

当犙（狓，狕）为断面上的任意一点，图２所示带状

均布荷载下弹性土体中任意点犙（狓，狕）的侧向变

形为

狌＝
１．５狕狆
２π犈

ｌｎ
（狓＋犫′／２）

２
＋狕

２

（狓－犫′／２）
２
＋狕

２
。 （４）

１．３　带状三角形荷载下的侧向变形

三角形荷载可分为如图３所示的２种情况。

Ⅲ型三角形荷载如图３（ａ）所示。三角形荷载

狆随狓的增大而增加，且狆（狓）＝狆狓／犪′；（０≤狓≤

犪′），把其代替式（３）中的荷载狆，而任意点犙（犡，犣）

到积分点的距离为犡－狓，通过对横断面进行积分

可得

狌Ⅲ ＝∫
犪′

０

１．５（犡－狓）犣狆（狓）

π犈
×

１
（犡－狓）

２
＋犣

２ｄ狓＝

图３　带状三角形荷载的横向积分示意图

１．５犣狆
π犈犪′∫

犪′

０

狓（犡－狓）
（犡－狓）

２
＋犣

２ｄ狓＝

１．５犣狆
π犈犪′∫

ａｒｃｔａｎ
犡－犪′

（ ）犣

ａｒｃｔａｎ
犡

（）犣

［－犣
２ｔａｎθ（犡－犣ｔａｎθ）］ｄθ

［（犣ｔａｎθ）
２
＋犣

２］ｃｏｓ２θ
＝

－１．５犡犣狆
π犈犪′∫

ａｒｃｔａｎ
犡－犪′

（ ）犣

ａｒｃｔａｎ
犡

（）犣
ｔａｎθｄθ＋

１．５犣２狆
π犈犪′∫

ａｒｃｔａｎ
犡－犪′

（ ）犣

ａｒｃｔａｎ
犡

（）犣

１－ｃｏｓ
２
θ

ｃｏｓ２θ
ｄθ＝

－１．５犡犣狆
π犈犪′

ｌｎ［ｃｏｓθ ］
ａｒｃｔａｎ

犡－犪′

（ ）犣

ａｒｃｔａｎ
犡

（）犣
＋

１．５犣２狆
π犈犪′

ｔａｎθ
ａｒｃｔａｎ

犡－犪′

（ ）犣

ａｒｃｔａｎ
犡

（）犣
－
１．５犣２狆
π犈犪′

θ
ａｒｃｔａｎ

犡－犪′

（ ）犣

ａｒｃｔａｎ
犡

（）犣
＝

１．５犣狆
２π犈

犡
犪′
ｌｎ

犡２＋犣
２

（犡－犪′）
２
＋犣［ ］２ －２＋

２犣
犪′
×

ｔａｎ－１
犡
（ ）犣 －

２犣
犪′
ｔａｎ－１

犡－犪′（ ）
烅

烄

烆

烍

烌

烎犣

，

其中：犡－狓＝犣ｔａｎθ；犪′为三角形荷载的底宽。

Ⅱ型三角形荷载如图３（ｂ）所示。三角形荷载狆

随着狓 的增大而减小，满足狆（狓）＝狆（犪′－狓）／犪′；

（０≤狓≤犪′）；同样把其代人式（３），通过对横断面进

行积分可得

狌Ⅱ ＝∫
犪′

０

１．５（犡－狓）犣狆（狓）

π犈
×

１
（犡－狓）

２
＋犣

２ｄ狓＝

∫
犪′

０

１．５犣狆
π犈犪′

×
（犪′－狓）（犡－狓）
（犡－狓）

２
＋犣

２ ｄ狓＝

∫
犪′

０

１．５犣狆
π犈

×
犡－狓

（犡－狓）
２
＋犣

２ｄ狓－

∫
犪′

０

１．５犣狆
π犈犪′

×
狓（犡－狓）
（犡－狓）

２
＋犣

２ｄ狓＝

－１．５犣狆
２π犈

×ｌｎ（（犡－狓）
２
＋犣

２）
犪′

０
－

１．５犣狆
π犈犪′

－
犡
２
ｌｎ
（狓－犡）

２

犣２
＋（ ）１

犪′

０

－犣ｔａｎ
犡－狓（ ）狕

犪′

０
－狓

犪′烅

烄

烆

烍

烌

烎０
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＝
１．５犣狆
２π犈

犪′－犡
犪′

ｌｎ
犡２＋犣

２

（犡－犪′）
２
＋犣［ ］２ ＋

２犣
犪′
ｔａｎ－１

犡－犪′（ ）犣
＋２－

２犣
犪′
ｔａｎ－１

犡
（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎犣

。

同样由于点犙（狓，狕）为断面中任意一点，所以对于Ⅱ

型、Ⅲ型三角形荷载下的侧向变形公式可表示如下：

Ⅲ型三角形荷载的侧向变形公式为

狌Ⅲ ＝
１．５狕狆
２π犈

狓
犪′
ｌｎ

狓２＋狕
２

（犪′－狓）
２
＋狕［ ］２ －２＋

２狕
犪′

ｔａｎ－１
狓
（ ）狕 －

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓－犪′（ ）
烅

烄

烆

烍

烌

烎狕

，

（５）

Ⅱ型三角形荷载的侧向变形公式为

狌Ⅱ ＝
１．５狕狆
２π犈

犪′－狓
犪′

ｌｎ
狓２＋狕

２

（狓－犪′）
２
＋狕（ ）２ ＋

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓－犪′（ ）狕
＋２－

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓
（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎狕

。（６）

１．４　带状梯形荷载下的侧向变形

图４中虚线所示为真实路基横断面形式，其坡度

比犿为１∶１．５。实线为地基反力分布
［１０１１］，即实线尺

寸相当于为原横断面的等效荷载尺寸。在路基等效

梯形荷载下地基的侧向变形等于Ⅰ型、Ⅱ型、Ⅲ型３部

分等效荷载分别作用下的侧向变形之和。

注：虚线为真实路基断面实绩为文献［５］所述等效路基断面

图４　地基反力分布示意图

在进行叠加前首先要进行坐标统一，梯形荷载

的坐标原点设置在横断面对称轴与地面的交点处，

如图４所示。则Ⅲ型三角形荷载向左平移了犪′＋

犫′／２个单位，侧向变形公式（５）可转换为

狌Ⅲ ＝
１．５狕狆
２π犈

狓＋犪′＋犫′／２
犪′

×

ｌｎ
（狓＋犪′＋犫′／２）

２
＋狕

２

（狓＋犫′／２）
２
＋狕［ ］２ ＋

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓＋犪′＋犫′／２（ ）狕
－

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓＋犫′／２（ ）狕
－

烅

烄

烆

烍

烌

烎
２

。（７）

Ⅱ型三角形荷载向右平移了犫′／２个单位，侧向变形

公式（６）转换为

狌Ⅱ ＝
１．５狕狆
２π犈

犪′＋犫′／２－狓
犪′

×

ｌｎ
（狓－犫′／２）

２
＋狕

２

（狓－犪′－犫′／２）
２
＋狕（ ）２ ＋

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓－犪′－犫′／２（ ）狕
＋２－

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓－犫′／２（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎狕

。（８）

均布矩形荷载下的侧向变形为

狌Ⅰ ＝
１．５狕狆
２π犈

ｌｎ
（狓＋犫′／２）

２
＋狕

２

（狓－犫′／２）
２
＋狕

２
。 （９）

　　梯形荷载下土体的侧向变形狌为式（７）、式（８）、

式（９）的叠加：

狌＝狌Ι＋狌Ⅱ ＋狌Ⅲ。 （１０）

２　泊松比μ＜０．５时的情况

２．１　土体侧向变形的微观机理

如图５所示，地基中饱和土体在初始加载瞬时，

由于孔隙水来不及排出，垂直和水平方向的有效主

应力分别为

σ′１ ＝σ１＋Δσ１－Δ狌

σ′３ ＝σ３＋Δσ３－Δ
烍
烌

烎狌
。 （１１）

随着土体固结，孔隙水随时间逐渐排出，直到完全固

结Δ狌＝０，此时土体在垂直和水平方向的有效应力

分别为

σ′１ ＝σ１＋Δσ１

σ′３ ＝σ３＋Δσ
烍
烌

烎３
。 （１２）

　　从式（１１）、（１２）可以看出，从开始排水固结到

固结完成这一过程中，土体在水平方向的有效应力

增速相对于垂直方向更大，故土体在水平方向的变

形过程理论上应该是先膨胀，后逐渐压缩，而在垂

直方向则随固结进一步压缩［１２］，随着空隙水的排

出，土体发生体变，相应的泊松比不可能是前面讨

论的０．５现象；对于非饱和土体，在荷载加载瞬间

也不存初始体变为零的现象。故对于土体泊松比

μ＜０．５的情况下，土体侧向变形的理论解具有更

加重要的实际意义。泊松比μ＜０．５时，各种荷载

条件下对布辛奈斯克的侧向变形解第１项积分过

程与前面μ＝０．５的推导一样，只把１．５系数用

１＋μ代替就行，而第２项由于不为零，推导过程较

为复杂，下面主要对布辛奈斯克侧向变形解的第２

项进行推导。
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图５　土体侧向变形的微观机理

２．２　线状荷载下的侧向变形

布辛奈斯克第２项解对狔轴积分，为了简化推

导过程，令犿＝
（１＋μ）×（１－２μ）狆

２π犈
，即得

∫
∞

－∞

犿狓ｄ狔
（狓２＋狔

２
＋狕

２）１／２［（狓２＋狔
２
＋狕

２）１／２＋狕］
＝

犿

－ｔａｎ
－１ 狔狕

狓 狓２＋狔
２
＋狕槡（ ）２

＋ｔａｎ
－１ 狔（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎狓

∞

－∞

。 （１３）

由式（１３）可知第２项积分结果中最后２项与狓的正

负有关，积分结果可表示为

狌′＝犿 （－１）
犻
π－２ｔａｎ

－１ 狕（ ）［ ］狓
， （１４）

其中犻＝
２，　狓≥０；

１，　狓≤０｛ 。

综上可知线性荷载下侧向变形解为

狌＝
（１＋μ）狓狕狆
π犈

×
１

狓２＋狕
２－狌′ 。 （１５）

由于μ＜０．５时，线性荷载对布辛奈斯克侧向变形解

第２项积分公式与狓值的正负有关，接下来的各种

荷载形式，也需进行分类讨论。

２．３　带状均布荷载下的侧向变形

图２所示的带状均布荷载，当任意点犙（犡，犣）

在均布荷载外侧，即犡≥犫′／２或犡≤－犫′／２时，可以

保证任何情况下点犙（犡，犣）都在荷载积分区间的右

侧（坐标狓轴正向）或左侧（坐标狓轴负向），进而保

证每个积分点满足上面线性荷载条件下狓≥０或

狓≤０侧向变形条件。故可进行连续积分：

狌′Ⅰ ＝犿∫
犫′
２

－
犫′
２

（－１）
犻
π－２ｔａｎ

－１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓＝

犿 （－１）
犻
π犫′－

－犣ｌｎ
犣２

犡－（ ）狓
２＋（ ）１

－２犣ｌｎ犡－（ ）狓

－２犡ｔａｎ
－１ 犣
犡－（ ）狓

＋２狓ｔａｎ
－１ 犣
犡－（ ）

熿

燀

燄

燅狓

犫′
２

－
犫′

烅

烄

烆

烍

烌

烎２

＝

犿

（－１）
犻
π犫′－犣ｌｎ

犣２＋（犡＋犫′／２）
２

犣２＋（犡－犫′／２）［ ］２ ＋

２犡－
犫′

（ ）２ ｔａｎ－１
犣

犡－犫′／（ ）２
－２犡＋

犫′
（ ）２ ｔａｎ－１

犣
犡＋犫′／（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎２

，

（１６）

其中犻＝
２，　犡≥犫′／２；

１，　犡≤－犫′／２
烅
烄

烆
。

除此之外当点犙（犡，犣）落于荷载作用范围内

时，此时积分区间位于点犙（犡，犣）两侧，而两侧的积

分函数不同，此时带状均布荷载下的侧向变形第２

项解为

狌′Ⅰ ＝∫
犡

－
犫′
２

犿 π－２ｔａｎ
－１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓＋

∫
犫′
２

犡
犿 －π－２ｔａｎ

－１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓＝

犿

２π犡－犣ｌｎ
犣２＋（犡＋犫′／２）

２

犣２＋（犡－犫′／２）［ ］２ ＋

２（犡－犫′／２）ｔａｎ－
１ 犣
犡－犫′／（ ）２ －

２（犡＋犫′／２）ｔａｎ－
１ 犣
犡＋犫′／（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎２

，（１７）

其中，－犫′／２＜犡＜犫′／２。

通过式（１６）、式（１７），并结合泊松比为０．５时的

带状均布荷载下的侧向变形公式，可得泊松比μ＜

０．５时的带状均布荷载下的侧向变形为

狌Ⅰ ＝
（１＋μ）狕狆
２π犈

ｌｎ
（狓＋犫′／２）

２
＋狕

２

（狓－犫′／２）
２
＋狕

２－

犿

２π狓′－狕ｌｎ
狕２＋（狓＋犫′／２）

２

狕２＋（狓－犫′／２）［ ］２ ＋

２（狓－犫′／２）ｔａｎ－
１ 狕
狓－犫′／（ ）２ －

２（狓＋犫′／２）ｔａｎ－
１ 狕
狓＋犫′／（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎２

，（１８）

其中：

狓′＝犫′／２，　　狓≥犫′／２；

狓′＝狓，　　－犫′／２＜狓＜犫′／２；

狓′＝－犫′／２，　　狓≤－犫′／２

烅

烄

烆 。

２．４　带状三角形荷载下的侧向变形

２．４．１　Ⅲ型三角形

下面在式（１５）的基础上对如图３（ａ）所示的Ⅲ

型三角形荷载的侧向变形进行探讨，当点犙（犡，犣）

在三角形荷载外侧（狓≤０、狓≥犪′）时，侧向变形第２

项的解析解为

狌′Ⅲ ＝
犿
犪′∫

犪′

０
狓 （－１）

犻
π－２ｔａｎ

－１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓＝
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犿
犪′

（－１）
犻π犪′

２

２
－

狓２ｔａｎ－１
犣

犡－（ ）狓 －
犡２ｔａｎ－１

犣
犡－（ ）狓 －

犡犣ｌｎ
犣２

（犡－狓）
２＋［ ］１ ＋

犣２ｔａｎ－１
犣

犡－（ ）狓 －
２犡犣ｌｎ（犡－狓）－

熿

燀

燄

燅狓犣

犪′

烅

烄

烆

烍

烌

烎０

＝

犿

（－１）
犻π犪＇
２
－
（犡２－犣

２）

犪′
ｔａｎ－１

犣
（ ）犡 －

（犪′２＋犣
２
－犡

２）

犪′
ｔａｎ－１

犣
犡－（ ）犪′ －

犡犣
犪′
ｌｎ

犣２＋犡
２

犣２＋（犡－犪′）［ ］２ ＋
烅

烄

烆

烍

烌

烎
犣

，（１９）

其中犻＝
２，　犡≥犪′；

１，　犡≤０｛ 。

当点位于０＜狓＜犪′区间时，侧向变形第２项的

解析解为

狌′Ⅲ ＝∫
犡

０

（１＋μ）（１－２μ）狆（狓）

２π犈

π－

２ｔａｎ－１
犣

犡－（ ）
熿

燀

燄

燅狓

ｄ狓＋

∫
犪′

犡

（１＋μ）（１－２μ）狆（狓）

２π犈

－π－

２ｔａｎ－１
犣

犡－（ ）
熿

燀

燄

燅狓

ｄ狓＝

犿
犪′∫

犡

０
狓 π－２ｔａｎ

－１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓＋

犿
犪′∫

犪′

犡
狓 －π－２ｔａｎ

－１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓＝

犿

π犡
２

犪′
－
π犪′
２
－
（犡２－犣

２）

犪′
ｔａｎ－１

犣
（ ）犡 －

（犪′２＋犣
２
－犡

２）

犪′
ｔａｎ－１

犣
犡－（ ）犪′ －

犡犣
犪′
ｌｎ

犣２＋犡
２

犣２＋（犡－犪′）［ ］２ ＋
烅

烄

烆

烍

烌

烎
犣

。（２０）

对式（１９）、（２０）的解析解进行统一，并结合泊松比为

０．５时的Ⅲ型三角形荷载下的侧向变形公式，可得

泊松比小于０．５时Ⅲ型三角形荷载下的侧向变形为

狌Ⅲ ＝
（１＋μ）狕狆
２π犈

狓
犪′
ｌｎ

狓２＋狕
２

（犪′－狓）
２
＋狕［ ］２ －２＋

２狕｛ ｝犪′ －

犿

π狓′
２

犪′
－
π犪′
２
－
狓２－狕

２

犪′
ｔａｎ－１

狕
狓

－
（犪′２＋狕

２
－狓

２）

犪′
ｔａｎ－１

狕
狓－犪′

－
狓狕
犪′
ｌｎ

狕２＋狓
２

狕２＋（狓－犪′［ ］）＋
烅

烄

烆

烍

烌

烎
狕

， （２１）

其中

狓′＝犪′，　　　狓≥犪′；

狓′＝狓，　　　０＜狓＜犪′；

狓′＝０，　　　狓≤０
烅

烄

烆 。

２．４．２　Ⅱ型三角形

如图３（ｂ）所示的Ⅱ型三角形荷载当点犙（犡，犣）

在三角形荷载外侧（狓≤０、狓≥犪′）时，侧向变形第２

项的解析解为

狌′Ⅱ ＝犿∫
犪′

０

（犪′－狓）

犪′
（－１）

犻
π－２ｔａｎ

－１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓＝

犿∫
犪′

０

（－１）
犻
π－２ｔａｎ

－１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓－

犿
犪′∫

犪′

０
狓 （－１）

犻
π－２ｔａｎ

－１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓＝

犿

（－１）
犻
π犪′＋

犣ｌｎ
犣２＋（犪′－犡）

２

（犪′－犡）
２ ×

犡２

犣２＋犡［ ］２ ＋

２犣ｌｎ
犡－犪′（ ）犡

－２犪′ｔａｎ
－１ 犣
犡－（ ）犪′ ＋

２犡ｔａｎ－１
犣

犡－（ ）犪′ －２犡ｔａｎ－１
犣
（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎犡

－

犿
犪′

（－１）
犻π犪′

２

２
－犡犣ｌｎ

犣２＋犡
２

犣２＋（犡－犪′）［ ］２ －
（犪′２＋犣

２
－犡

２）ｔａｎ－１
犣

犡－（ ）犪′ －
（犡２－犣

２）ｔａｎ－１
犣
（ ）犡 ＋

烅

烄

烆

烍

烌

烎
犪′犣

＝

犿

（－１）
犻π犪′
２
－犣＋

犡２－犣
２
－２犡犪′

犪′
ｔａｎ－１

犣
（ ）犡 ＋

犣２－（犡－犪′）
２

犪′
ｔａｎ－１

犣
犡－（ ）犪′ ＋

（犡－犪′）犣
犪′

ｌｎ
犣２＋犡

２

犣２＋（犡－犪′）［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎
２

， （２２）

其中犻＝
２，　犡≥犪′；

１，　犡≤０｛ 。

当点位于０＜狓＜犪′区间时，侧向变形第２项的

解析解为

狌′Ⅱ ＝∫
犡

０

（１＋μ）（１－２μ）狆（狓）

２π犈

π－

２ｔａｎ－１
犣

犡－（ ）
熿

燀

燄

燅狓

ｄ狓＋

∫
犪′

犡

（１＋μ）（１－２μ）狆（狓）

２π犈

－π－

２ｔａｎ－１
犣

犡－（ ）
熿

燀

燄

燅狓

ｄ狓＝

犿
犪′∫

犡

０

（犪′－狓）π－２ｔａｎ－
１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓＋

犿
犪′∫

犪′

犡

（犪′－狓）－π－２ｔａｎ－
１ 犣
犡－（ ）［ ］狓

ｄ狓＝

犿

－
π犪′
２
－
π犡

２

犪′
＋２π犡－犣＋

犡２－犣
２
－２犡犪′

犪′
ｔａｎ－１

犣
（ ）犡 ＋

犣２－（犡－犪′）
２

犪′
ｔａｎ－１

犣
犡－（ ）犪′ ＋

（犡－犪′）犣
犪′

ｌｎ
犣２＋犡

２

犣２＋（犡－犪′）［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎
２

， （２３）
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对式（２２）、式（２３）的解析解进行统一，并结合泊松比

为０．５时的Ⅱ型三角形荷载下的侧向变形公式，可

得泊松比小于０．５时Ⅱ型三角形荷载下的侧向变

形为

狌Ⅱ ＝
（１＋μ）狕狆
２π犈

犪′－狓
犪′

ｌｎ
狓２＋狕

２

（狓－犪′）
２
＋狕（ ）２ ＋

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓－犪′（ ）狕
＋２－

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓
（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎狕

－

犿

－
π犪′
２
－
π狓′

２

犪′
＋２π狓′－狕＋

狓２－狕
２
－２狓犪′
犪′

ｔａｎ－１
狕
（ ）狓 ＋

狕２－（狓－犪′）
２

犪′
ｔａｎ－１

狕
狓－（ ）犪′ ＋

（狓－犪′）狕
犪′

ｌｎ
狕２＋狓

２

狕２＋（狓－犪′）［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎
２

， （２４）

其中

狓′＝犪′，　　　狓≥犪′；

狓′＝狓，　　　０＜狓＜犪′；

狓′＝０，　　　狓≤０
烅

烄

烆 。

２．５　带状梯形荷载下的侧向变形

对于梯形荷载下的侧向变形解，原理与２．４节

分析相似，可在式（１８）、式（２１）、式（２４）的基础上进

行平移然后叠加得出。如图４所示的梯形荷载下，

均布矩形荷载相对于坐标系没有变化，Ⅲ型三角形

荷载相对于坐标系向左平移了犪′＋犫′／２个单位，Ⅱ

型三角形荷载相对于坐标系向右平移了犫′／２个单

位，平移后２三角形荷载下的侧向变形公式如下：

狌Ⅲ ＝
（１＋μ）狕狆
２π犈

－２＋
狓＋犪′＋犫′／２

犪′
×

ｌｎ
（狓＋犪′＋犫′／２）

２
＋狕

２

（狓＋犫′／２）
２
＋狕［ ］２ ＋

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓＋犪′＋犫′／２（ ）狕
－

２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓＋犫′／２（ ）

烅

烄

烆

烍

烌

烎狕

－犿×

π（狓′＋犪′＋犫′／２）
２

犪′
－
π犪′
２
＋狕－

犪′２＋狕
２
－（狓＋犪′＋犫′／２）

２

犪′
ｔａｎ－１

狕
狓＋犫′／（ ）２ －

（狓＋犪′＋犫′／２）
２
－狕

２

犪′
ｔａｎ－１

狕
狓＋犪′＋犫′／（ ）２ －

（狓＋犪′＋犫′／２）狕
犪′

ｌｎ
狕２＋（狓＋犪′＋犫′／２）

２

狕２＋（狓＋犫′／２）［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎
２

，

（ ）２６

其中

狓′＝－犫′／２，　　狓≥－犫′／２；

狓′＝狓，　　－（犪′＋犫′／２）＜狓＜－犫′／２；

狓′＝－（犪′＋犫′／２），　　狓≤－（犪′＋犫′／２
烅

烄

烆 ）。

狌Ⅱ ＝
（１＋μ）狕狆
２

π犈

２＋
犪′＋犫′／２－狓

犪′
×

ｌｎ
（狓－犫′／２）

２
＋狕

２

（狓－犪′－犫′／２）
２
＋狕（ ）２

＋
２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓－犪′－犫′／２
狕

－
２狕
犪′
ｔａｎ－１

狓－犫′／２

烅

烄

烆

烍

烌

烎狕

－犿×

－
π犪′
２
－
π（狓′－犫′／２）

２

犪′
＋２π（狓′－犫′／２）－狕＋

（狓－犪′－犫′／２）
２
－犪′

２
－狕

２

犪′
ｔａｎ－１

狕
狓－犫′／（ ）２

＋
狕２－（狓－犪′－犫′／）

２

犪′
ｔａｎ－１

狕
狓－犪′－犫′／（ ）２

＋
（狓－犪′－犫′／２）狕

犪′
ｌｎ

狕２＋（狓－犫′／２）
２

狕２＋（狓－犪′－犫′／２［ ］

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

，

（２７）

其中

狓′＝犫′／２＋犪′，　狓≥犫′／２＋犪′；

狓′＝狓，　　　犫′／２＜狓＜犫′／２＋犪′；

狓′＝犫′／２，　　　狓≤犫′／２
烅

烄

烆 。

　　讨论可得泊松比μ＜０．５时，带状梯形荷载下的

侧向变形狌为式（１８）、式（２６）、式（２７）叠加之和

狌＝狌Ι＋狌ΙΙ＋狌Ⅲ。 （２８）

　　上面３项进行平移后叠加使得表达式更加复

杂，虽然表达式有利于在软件中编程使用，但实际操

作中可以转换为狌犈／（狕狆）＝犽，其中犽是与狓／犅，

狕／犅有关的无因次量，其中犅 为不同荷载的底宽。

对于梯形荷载下的无因次量，就是３部分荷载的无

因次犽值进行叠加。

３　侧向变形规律分析

主要讨论图４中实线所示等效梯形荷载作用范

围外地基的侧向变形规律，为了更直接的反应侧向

变形与泊松比和荷载几何尺寸等变量间的关系，使

用侧向系数狌犈／狆来表示侧向变形。

３．１　侧向变形与泊松比的关系

如果假设地基为弹性体，外界荷载条件一定，那

么从推导的侧向变形式（３）～式（２８）可知，影响地基

侧向变形大小的因素有弹性模量犈和泊松比μ，但

影响其侧向变形分布规律的只有泊松比μ。假定路

基顶面等效宽度犫′为１３．４ｍ，路基等效高犺′为６ｍ，

路基荷载容重为２０ｋＮ／ｍ３，采用式（２８）分别计算泊

松比为０．３、０．３５、０．４、０．４５、０．５时，坡脚处沿深度

狕的侧向变形。

从图６可知，坡脚处沿深度狕上各点的侧向变

形随着泊松比的增加而增加，并且狌ｍａｘ所处的深度，

随泊松比的增加而减小；在０．３～０．５的泊松比范围
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内，最大侧向变形的深度位置在０．８５～０．５倍的荷

载底面宽度犅中变化。另一方面，当泊松比μ＜０．５

时，地基表面一定范围内的侧向变形出现向内挤压

的现象，出现内挤情况的原因是式（２８）推导过程中

把路基荷载简化成单一的竖向梯形荷载，并且把地

基作为理想弹性体来计算。实际路基和地基两者都

是柔性结构，路基填筑后，路基横断面中部的沉降大

于两侧，当沉降差异到一定值后，产生土拱效应，除

出现文献［１３］中所述的竖向应力重分配外，也会产

生水平推力，使得地表产生向外的水平位移；另外土

体并非理想弹性体，当地基表层以下土体产生较大

向外发展的侧向变形时，通过土颗粒之间的摩擦力

和粘聚力可带动地表土体向外移动，所以在实际工

程中，坡脚外地基表层土体的侧向变形很少出现向

内发展的现象。这一点将在另文基于离心机模型试

验和现场试验的结果的基础上予以进一步的讨论。

图６　坡脚处沿深度狕的侧向变形与泊松比关系

３．２　侧向变形与地基深度的关系

图７所示是等效荷载高犺′为６ｍ，等效顶面宽

度犫′为１３．４ｍ，路基容重为２０ｋＮ／ｍ３条件下，饱和

土体（此时μ＝０．５）加载瞬间，离坡脚外不同距离地

基的侧向变形随深度的变化关系。从图７可知，对

于梯形荷载，如果弹性模量犈 为常数，那么各断面

的狌ｍａｘ，随着与坡脚处距离的增加而向下移动，其值

也有所增加，但狌ｍａｘ最后将趋于某个收敛值。

４　结　论

１）通过建立统一坐标系，分析得出地基泊松比

μ为０．５时，天然均质地基在线性荷载、均布矩形荷

载、三角形荷载及梯形荷载下内部各点的侧向变形

解析解，在此基础上进一步推导出泊松比μ＜０．５

图７　梯形荷载下坡脚外土体侧向变形与地基深度的关系

时，上述荷载下的侧向变形解析解。该方法思路清

晰，数学逻辑严密，最终的侧向变形解的计算式有利

于计算机编程计算。

２）在考虑路基边坡坡度和高宽比对地基反力影

响下，采用文中的地基的侧向变形需与数值模拟以

及现场的实测数据进行对比分析，以检验公式的适

用性并进行适当的修正，此部分内容将在另文中进

行探讨。
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