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在本研究的第一部分(
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)中&首先将动力学稳态近似法中经常应用的浓度随时间不变的稳态假设发展为浓度

变化率随时间不变的稳态假设&以质量守衡原理*菲克扩散定律为物理基础&以对方程的离散化处理为手段&以

浓度变化率随时间不变为稳态约束&给出了对有限长度区间内扩散方程进行稳态近似法处理的过程%同时获得

了二*三类边界条件下区间#
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该式中没有非稳态项&意味着在左边界端点发生的不是物质由零连续积累的非稳态过程&而是瞬间达到

稳态的过程'令
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!

<_)

!

D

$

#

)

&

J

$&

._)

%

边界条件
!

<

,

)

!

D_)

&

.

+

D_)

_.

)

%

D_J

&

4

.

4

D

D_J

_)

'

因也不能直接用式#

"

$计算在端点的近似值&令
D

5

)

*

D

5

J

可得到一*二类边界条件下&端点浓度的#近

似$值'

%6M

D

5

)

%6M

&

5

!

$.

E

J

&

5

)

# $

.

D

( )

)

.

)

& #

>

$

%6M

D

5

J

%6M

&

5

!

$.

E

J

&

5

)

# $

.

D

( )

)=

.

)

9

=

(E

J

(

<

2

.

)

' #

K

$

图
9

!

二&三类边界条件下数值解和近似解的对比图

<

!

近似解与数值解的对比

数值方法是求解传输方程普遍应用的方法%对扩散方程来讲&它的数值方法发展得最成熟'对前述非稳

态扩散问题&取
.

)

_*)M$%

"

M

!

&

J_*))M

&

E_)4(?M

(

"

:

&

&

_)4))!M

"

:

%按照通常的数值方法(

(

)获得它的

数值解&计算数值解时&均匀网格数取
*)))

#即网格宽度
_)4*M

$&时间步长取
*:

'网格再加密&时间步长

再缩短&均看不出数值解再有变化&这时的数值解其实就可看作是前述非稳态问题的精确解'数值解用图
*

*

图
(

中的实线示出'按式#

*

$近似解
.

D

的表达式计算的结果用图
*

中虚线示出'按式#

"

$近似解
%6M

&

5

!

.

D

的表

达式计算结果用图
(

中虚线示出'按式#

(

$*式#

C

$端点的近似值计算式获得的结果用图
*

中的0

;

1示出'按

+>
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式#

>

$*式#

K

$端点的近似值计算式获得的结果用图
(

中的0

;

1示出'图
*

中的图#

0

$*#

S

$*#

O

$*#

=

$*#

9

$&对扩

散开始后的
?)

*

>)))

*

*C)))

*

(+)))

*3&一直到接近最终稳态的
*++)))

*

*?()))

*

*C)))):

等时刻点的近

似解和数值解进行了对比'图
(

中的#

0

$*#

S

$*#

O

$*#

=

$*#

9

$各图&对扩散开始后的
?)

*

!)))

*

C)))

*

K))):

*3&一直到接近最终稳态的
?+)))

*

?")))

*

C)))):

等时刻点的近似解和数值解进行了对比'图
*

*

图
(

较全面地反映了式#

*

$*式#

(

$*式#

C

$*式#

"

$*式#

K

$等近似解与精确解的吻合情况'

图
:

!

一&二类边界条件下扩散方程数值解和近似解的对比图

从近似解和数值解对比可以看出!在扩散开始后会存在一个时间段&如图
*

中的
+>)))

"

?C))):

期间*

图
(

中的
*>)))

"

(*))):

期间&在此时间段里&近似解和数值解曲线形状吻合最好%从初始时刻到进入两者

吻合最好期间的过程中&如在图
*

的
)

"

+>))):

期间*图
(

的
)

"

*>))):

期间&近似解曲线位于数值解曲线

上方&两者差值由初始时刻的零逐渐增大&到中间某阶段#如图
*

的
>)))

"

*C))):

*图
(

的
!)))

"

K))):

$

达到最大&然后逐渐减小&到进入两者吻合最好期间基本减为
)

%在两者吻合最好期间过后&近似解曲线位于

数值解曲线下方&但两者差值不大&且两者差值随时间变化不明显'总体来说&图
*

的
>)))

"

(+))):

时间

段*图
(

的
!)))

"

*())):

时间段&近似解和数值解相差稍大&但在其他时刻两者吻合程度是较好的'

另外&从扩散开始到最终达到稳态的漫长时间里#图
*

*图
(

是算例条件下的结果&如选固态金属中的扩

散来计算&扩散时间更是漫长的$&近似解和数值解是同步的&因此用此近似解预测达到最终稳态的时间&准

确度应该是好的%从图
*

可以看出&浓度变化率随时间不变的稳态假设约束&对浓度随时间变化节奏的影响

是较小的!在
)

"

+>))):

期间&近似解随时间变化稍快%在
+>)))

"

?C))):

期间&近似解基本完全体现了浓

度随时间变化的节奏%在
?C))):

之后&虽然近似解稍小于数值解&但两者差值随时间没有明显变化&近似解
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和数值解随时间变化的节奏基本是相同的'总体来说!近似解是可以接受的'扩散方程分析解的稳态近似

法可以说是有效的'

若在获得前述非稳态问题近似解的过程中&稳态假设改为
.

*

_O$/:;

&即
=.

*

"

=<_)

%

.

J

&

*

_O$/:;

&即

=.

J

&

*

"

=<_)

&按照本研究第一部分叙述的方法和步骤(

*

)

&最终可得到的近似解为!

.

D

_.

)

'这说明在各时刻近

似解
.

D

的值都是最终稳态的值'这个近似解和实际情形差别就大了'但工程上得到应用的金属氧化模型*

未反应核模型等都是在假设产物层氧化或还原气体浓度
._O$/:;

得到的&所以
.

D

的这个结果会有它的启示

和比较的作用&也称之为近似解'浓度不随时间变化稳态假设下的近似解就是最终稳态的解&意味着稳态近

似法处理的结果可能首先从近似最终稳态开始&然后可能接着近似接近最终稳态的状态&再接着可能近似远

离最终稳态的状态'图
*

*图
(

中出现的近似解和数值解吻合现象在较大程度上支持这种理解'与这种理解

不一致的是!最大的近似解与数值解之差并没有出现在离最终稳态最远的初始时刻'由获得近似解的过程

看&随时间变化的稳态近似解所采用的初始条件和数值解是相同的&即近似解和数值解在零时刻都取任何位

置的浓度为零'因此扩散开始一段时间后&最大的近似解与数值解之差才会出现'

稳态近似解能很好地预测达到最终稳态的时间和最终的稳态%近似解和数值解的初始条件又是相同的'

在初始时刻和最终稳态&近似解和数值解是相同的'这是稳态近似解和数值解随时间同步变化的重要保证'

另外&从图
*

*图
(

还可以看出&近似解基本上是遵循总体质量守恒的&就是说同一时刻近似解曲线和数

值解曲线下的面积是相差不大的'但近似解曲线下面的面积和数值解曲线下面的面积在图
*

的
>)))

*

*C)))

*

(+))):

时刻*图
(

的
!)))

*

C)))

*

K))):

时刻是有稍大些的差别'近似解基本上是遵循总体质量

守恒的&这也可由近似解和数值解是同步的结论意识到%而图
*

的
>)))

*

*C)))

*

(+))):

时刻*图
(

的
!)))

*

C)))

*

K))):

时刻近似解满足总体质量守恒程度稍差是由稳态近似法的特点决定的&稳态近似法处理的结

果首先从近似最终稳态开始'

图
<

!

低
'

#

"

(

数下数值解和近似解的对比图

=

!

低
'

#

"

(

数下近似解与数值解&精确解的对比

对式#

*

$近似解所对应的非稳态扩散问题&取
.

)

_ *)M$%

"

M

!

&

J_*))M

&

&

_)&))))!M

"

:

&

E_

)&(?M

(

"

:

%按照同样的数值方法#均匀网格宽度
_)&*M

&时间步长取
*:

$获得的数值解和按式#

*

$*式#

(

$*

式#

C

$获得的近似解对比见图
!

#

0

$%由图看出&近似解和数值解各时刻基本完全重合&两者基本都呈水平直

线%由近似解计算式获得的接近最终稳态的几个时刻浓度分布见图
!

#

S

$&由图可判断&达到最终稳态需要约

!))))))):

'

此例下&

J

&

"

E_

#

*))h)4))))!

$"

)4(?_)4)*(

&外部对流传质占统治地位'由传质理论知道在
J

&

"

E

5

)

下&#

)

&

J

$内浓度分布均匀&且浓度随时间变化关系为

.

D

#

<

$
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.

)

9

=

&

J

<
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$
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由式#

*

$的近似式出发同样可以推出这一结果'
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/
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的表达式分别可

以等价变形为
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解
.

D

表达式计算的结果&按数值方法#均匀网格宽度为
)4*M

&时间步长取
*:

$计算的结果示于图
+

中'从对

!

个不同扩散区间长度的计算结果同样可以看出近似解和数值解吻合的特点'

图
=

!

扩散区间长度
'

的影响

*

$存在一段吻合最好期#在图
+

#

0

$*#

S

$中
+(?

"

C"?:

&图
+

#

=

$中
(+))):

&图
+

#

9

$中
()))))):

$且在吻

合最好期之前&近似解基本大于数值解%在吻合最好期之后&近似解小于数值解&但两者相差不大'

(

$离最终稳态越近&稳态近似解越精确'

!

$近似解和数值解随时间变化是同步的'稳态近似解和精确解在初始时刻和最终稳态是相同的是这一

吻合特点的重要保证'

另外稳态近似解定性上体现了扩散长度对扩散过程的影响'在其他条件不变的情况下&

J

逐渐变大&

J

&

"

E

逐渐变大&相对于对流传质&#

)

&

J

$内扩散逐渐变地占控制地位'图
+

中扩散区间左端点浓度(由式#

(

$

计算)变化体现了这一点'图
+

#

0

$*#

S

$中&扩散长度较小&对流传质占控制地位&区间左端点浓度随时间变化

的强度随对流传质由强变弱的变化而变化%图
+

#

9

$*#

1

$中&扩散长度较大&对流传质速率比内部扩散速率大

的多&区间左端点浓度基本不随时间变化&且维持在外介质浓度'

>>
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!

进一步提高稳态近似解精度的初步分析

对扩散方程的处理&说明本研究对传统稳态假设(

!5?

)的发展是合理的%可考虑利用发展后的假设内容对

块矿*球团等的反应(

C5*?

)建立更准确的模型'将
.

"

_O$/:;

假设发展为
=.

"

"

=<_O$/:;

的假设&可提高稳态近

似法处理问题的精度%按此逻辑&将
=.

"

"

=<_O$/:;

假设发展为
=

(

.

"

"

=<

(

_O$/:;

的假设&可进一步提高稳态

近似法的精度'但就非稳态扩散问题来说&它的初始条件通常都是给定初始时刻的浓度值&不会再进一步给

定初始时刻浓度变化率的值'由于缺乏定解条件&因此通过将
=.

"

"

=<_O$/:;

假设发展为
=

(

.

"

"

=<

(

_O$/:;

的假设来提高扩散方程稳态近似解的精度是不可行的'在
=.

"

"

=<_O$/:;

假设下&本研究通过同时求解关于

浓度
.

*

*

.

J

&

*

的两个常微分方程(

*

)来获得近似解'笔者认为提高近似解精度的途径为!通过对扩散项采用更

高精度的离散格式(

(

)

&将任一位置的扩散通量离散为关于更多节点上浓度的离散式%最后仍然在
=.

"

"

=<_

O$/:;

假设下&通过同时求解
!

个#或
+

个*或
?

个$常微分方程来获得近似解'

@

!

结
!

论

*

$稳态近似解全面地反映了传质参数或准数对传质过程的定性影响'通过与有足够精度的数值解对比

得出!稳态近似法获得的结果基本上满足总体质量守恒%从扩散开始&一直到最终稳态的过程中&稳态近似法

获得的结果和精确解是同步的%稳态近似法获得的结果与接近最终稳态的情形吻合程度好&与远离最终稳态

的情形吻合程度差些'

(

$在
J

&

"

E

5

)

的情况下&从稳态近似解导出的结果与理论分析结果完全一致'

!

$对扩散方程的稳态近似法处理过程和由此获得的近似解工程上可以应用'该稳态近似处理过程也可

以处理对流扩散方程*导热方程等'
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