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摘　要：用带屈服过程的塑性单元来描述橡胶材料的振幅相关性，研究了塑性单元个数和屈服

点分布的确定方法。提出了一种由该塑性单元与超弹及粘弹单元叠加成的橡胶材料的粘弹塑性本

构模型。根据橡胶材料特性实验拟合该模型中的材料参数，并将该理论模型转化成有限元软件中

的材料参数建立橡胶材料的有限元模型。橡胶材料有限元仿真结果与实验结果吻合较好，可用于

后续橡胶衬套建模以及悬架系统的分析。
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橡胶衬套是电动车悬架系统高频减振的重要元件，中高频范围内橡胶衬套的有限元建模是电动车用橡

胶衬套的重要研究点［１］。

基于实验的橡胶衬套动态特性研究已较成熟。Ｓｌａｗｏｍｉｒ
［２］基于实验，提出半经验模型，能够表现出频率

和振幅对模型动刚度和阻尼系数的影响，与实际情况比较相符，但模型在高频率、小振幅工况下，阻尼系数的

变化规律与实验结果相差较大。而且橡胶衬套动态特性不仅受材料特性影响，其结构也是一个重要因素。

同样橡胶材料应用于不同衬套结构，需重新做模型参数的识别甚至是模型的修改，非常不方便。基于实验研

究的橡胶衬套半经验公式没有通用性，不适用于工程应用。因此，有必要研究橡胶的材料特性，求出其本构

方程，并将其转换为有限元软件中的材料参数，将结构的因素交给网格划分去处理，而材料特性的部分交给
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材料本构模型去处理。

为了描述橡胶材料的振幅相关性，前人提出了很多不同的摩擦模型，都有各自的优缺点［３９］。但是少有

研究提出可行的办法将材料的力学行为特性模型转化为有限元环境中的材料本构模型，无法将这些力学特

性模型应用到有限元分析中。笔者将基于橡胶材料实验，揭示橡胶材料的本构关系。采用带屈服过程的塑

性单元来描述橡胶材料的振幅相关性，对塑性单元的动刚度和阻尼角进行理论计算，确定选用塑性单元的个

数和屈服点的分布。提出一种弹性单元、粘弹单元和塑性单元集成的橡胶材料粘弹塑性本构模型，并根据实

验数据来拟合该集成本构模型中的材料参数。再将该理论模型转化为 ＡＢＡＱＵＳ中的材料参数，通过

ＡＢＡＱＵＳ中一个简单剪切实验仿真，分析理论模型和有限元模型的差别，在此基础上找出优化有限元模型

中材料参数的方法。

１　橡胶材料动态特性参数的实验获取

橡胶衬套中橡胶材料动态特性参数的获取，需要基于材料的纯剪切实验。这就需要从橡胶衬套中取出

一个长方体的橡胶块出来，但由于橡胶衬套体积很小，内部填充的胶料有限，一般不太可行。

图１为典型的车用橡胶衬套，由内圈、外圈以及其中的橡胶组成。具体的内部几何参数如图２所示。

图１　实验用橡胶衬套

　　　　　　

图２　实验用橡胶衬套几何参数

这种橡胶衬套结构非常简单，内圈没有阶梯轴结构，橡胶也没有挖孔。在橡胶衬套发生轴向运动时，可

以认为橡胶是发生纯剪切。因此，可以根据橡胶衬套的轴向位移加载实验来代替橡胶材料的纯剪切实验。

当内外圈半径比值很小时，橡胶材料可以看作只发生纯剪切。

橡胶材料动态剪切模量犌ｄｙｎ为：

犌ｄｙｎ＝犓ｄｙｎ·
ｌｎ（狉２／狉１）

２π犔
。 （１）

　　对于橡胶衬套而言，阻尼角表示的是力与位移的相位差；对于材料剪切实验而言，阻尼角表示应力与应

变的相位差。这两者是一致的，可以直接用橡胶衬套轴向实验得到的阻尼角来表示材料剪切实验中应力与

应变的相位差。

根据上面的分析，将橡胶衬套轴向实验数据转化为纯剪切实验的动态剪切模量和阻尼角，结果如图３和

图４所示。总体来说，动态剪切模量在各个振幅下都随频率的增大而增大，并随振幅的增大而减小；阻尼角

在振幅为２／４５时随频率的增大先增大后减小，在其他振幅工况下随频率的增大而增大；阻尼角先随着振幅

的增大而增大，在振幅为２／４５时达到极值，然后随着振幅的增大又逐渐减小。

图３　不同振幅下动态剪切模量随频率变化的实验数据

２ 重 庆 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第３７卷



 http://qks.cqu.edu.cn

图４　不同振幅下阻尼角随频率变化的实验数据

２　橡胶材料粘弹塑性本构模型

采用多个 Ｍａｘｗｅｌｌ单元并联模型这种橡胶材料粘弹模型来模拟其频率相关性。采用加入屈服强化过程

的塑性模型来描述橡胶材料的振幅相关性。基于能量损耗原理将弹性单元、粘弹单元和塑性单元这三个理

论模型集成为橡胶材料的粘弹塑性本构模型。

２．１　橡胶材料粘弹模型

多个 Ｍａｘｗｅｌｌ单元并联模型这种橡胶材料粘弹模型的应力应变的线性微分本构方程可以表示为：

τ＝犌·κ＋
犖

犻＝１

犌犻（κ－κ犻），

犌犻（κ－κ犻）＝η犻·κ犻
　·。 （２）

　　可得到频域的剪切存储模量：

犌ｓ（ω）＝犌＋
犖

狆＝１

犌狆
ω
２狓２狆

１＋ω
２狓２狆
。 （３）

　　剪切损失模量：

犌ｌ（ω）＝
犖

狆＝１

η狆ω

１＋ω
２狓２狆
。 （４）

　　进而得出多个 Ｍａｘｗｅｌｌ并联模型的动态剪切模量和阻尼角表达式分别为：

犌ｄｙｎ（ω）＝ 犌２ｓ＋犌
２

槡 ｌ， （５）

θ＝ｔａｎ
－１ 犌ｌ（ω）／犌ｓ（ω［ ］）。 （６）

２．２　橡胶材料塑性模型

笔者采用加入屈服强化过程的塑性模型来描述橡胶材料的振幅相关性。

２．２．１　塑性单元动刚度和阻尼角的理论计算

图５所示为带强化过程的塑性模型。它与简单塑性模型最大的不同在于单元发生屈服之后，剪切模量

不会直接变为零，而是相对于屈服前的剪切模型有所减小。

根据塑性单元的材料定义，可推断出其迟滞回线，从而根据迟滞回线计算塑性单元的动态剪切模量和阻

尼角。

指定材料定义的塑性模型迟滞回线如图６所示。迟滞回线包围面积，即一个循环内模型能量损耗：

犛四边形 ＝４κ狔（κ０－κ狔）（犌１－犌２）。 （７）

　　单个塑性单元的动刚度：

犌ｅｐ＝ （犌１κ狔＋犌狔（κ０－κ２））／κ０。 （８）

　　单个塑性单元的阻尼系数：

ｓｉｎθ＝犛四边形／κ０·（犌１κ狔＋犌２（κ０－κ狔））·［ ］π 。 （９）
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图５　带强化过程的弹塑性模型

　　　

图６　指定材料定义的塑性模型迟滞回线

如果有两个或多个塑性单元叠加，则叠加塑性模型的动态剪切模量是两个或多个的叠加，阻尼角可以根

据能量损耗原理计算，不在此详述。

２．２．２　塑性单元个数的选择

若采用多个塑性单元的叠加，例如３个，屈服应变由小到大依次是：κｙ１，κｙ２，κｙ３。它们可能有如表１所示

的几种屈服点分布形式。

表１　３个塑性单元的４种屈服点分布形式

序号 κ狔１ κ狔２ κ狔３

１ （１／４５，２／４５） （２／４５，１／９） （１／９，２／９）

２ （１／４５，２／４５） （１／４５，２／４５） （１／４５，２／４５）

３ （１／４５，２／４５） （１／４５，２／４５） （２／４５，１／９）

４ （１／４５，２／４５） （１／４５，２／４５） （１／９，２／９）

第１种屈服点分布形式的屈服方程为：

犌ｅｐ１ ＋犌
ｅｐ
２ ＋犌

ｅｐ
３ ＋犌ａ＝犌０，

犌ｅｐ１κ狔１＋
２狀
３
犌ｅｐ１（κ０１－κ狔１［ ］）
κ０１

＋犌
ｅｐ
２ ＋犌

ｅｐ
３ ＋犌ａ＝犌１，

犌ｅｐ１κ狔１＋
２狀
３
犌ｅｐ１（κ０２－κ狔１［ ］）
κ０２

＋

犌ｅｐ２κ狔２＋
２狀
３
犌ｅｐ２（κ０２－κ狔２［ ］）
κ０２

＋

犌ｅｐ３ ＋犌ａ＝犌２，

犌ｅｐ１κ狔１＋
２狀
３
犌ｅｐ１（κ０３－κ狔１［ ］）
κ０３

＋

犌ｅｐ２κ狔２＋
２狀
３
犌ｅｐ２（κ０３－κ狔２［ ］）
κ０３

＋

犌ｅｐ３κ狔３＋
２狀
３
犌ｅｐ３（κ０

３
－κ狔３［ ］）

κ０３
＋犌ａ＝犌３

烍

烌

烎
。

（１０）

　　求得塑性叠加模型动态剪切模量和阻尼角如图７所示。

第１种屈服点分布形式的阻尼角计算结果不符合阻尼角随振幅增大先增大再减小的趋势。

第２种屈服点分布形式，也能得到塑性单元材料参数计算方程组。但整理得矩阵犃奇异，方程无解，排

除这种分布形式。

第３种屈服点分布形式的阻尼角计算结果如图８所示，不符合阻尼角随振幅增大先增大再减小的趋势。

第４种屈服点分布形式的阻尼角计算结果如图９所示，也不符合随振幅增大先增大再减小的趋势。
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图７　第１种屈服点分布形式的动态特性计算结果

图８　第３种屈服点分布形式的阻尼角计算结果 图９　第４种屈服点分布形式的阻尼角计算结果

根据３个塑性单元动态特性分析可知，动态剪切模量随振幅增大而下降，在屈服点处，下降的斜率变大；

阻尼角在没有新的塑性单元发生屈服时，随着振幅增大先增大后减小，遇到新的单元发生屈服时阻尼角突然

增大。多个塑性单元叠加，阻尼角随着振幅的变化不满足要求，最好还是采用单个塑性单元。

２．２．３　塑性单元屈服点分布的确定

假设κ０＝１／４５振幅下，塑性单元都没有发生塑性形变。根据实验，橡胶材料的阻尼角随着振幅的增大

先增大后减小。可以从理论上找出这个转折点。

由单个塑性单元阻尼角计算公式可以得到：

κ０ ＝２．１９９κ狔。 （１１）

　　根据实验数据，振幅达到２／４５后阻尼角开始随振幅增大而下降，可以把峰值点取在２／４５附近。计算得

到κ狔＝０．０２０２时峰值点在κ０＝２／４５处。但是κ狔＞１／４５，所以在这个范围内，取值越小越好，取κ狔＝０．０２３。

用振幅κ００ ＝１／４５和κ０２ ＝１／９的实验数据来拟合单个塑性单元的参数，可得 犌
ｅｐ＝０．６４０４３，

犌ａ＝０．５８６０７。

用振幅κ００ ＝１／４５和κ０２ ＝２／９的实验数据来拟合单个塑性单元的参数，可得 犌
ｅｐ ＝０．７８０４，

犌ａ＝０．４４６１。

图１０　单个塑性单元的阻尼角计算结果

最后根据各个振幅下误差平均且最小的原则，确定

了这个塑性单元的材料参数，计算其阻尼角结果如图１０

所示。可以看出阻尼角先随着振幅的增加显著增大，在

κ０＝０．０５处达到极大值后，随着振幅的增加又逐渐减小，

与实验结果比较符合。

２．３　模型叠加

基于能量损耗原理将弹性单元、粘弹单元和塑性单

元这３个理论模型集成为橡胶材料粘弹塑性模型。

集成模型的动态剪切模量等于粘弹单元动态剪切模

量犌ｖｅｄｙｎ与弹塑性单元动态剪切模量犌
ｖｅ
ｄｙｎ相加：

犌ｄｙｎ＝犌
ｖｅ
ｄｙｎ＋犌

ｅｐ
ｄｙｎ。 （１２）
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　　单个周期内，集成模型损失的能量等于粘弹单元损失能量加上塑性单元损失能量：

犝 ＝犝
ｖｅ
＋犝

ｅｐ， （１３）

犝

π·κ
２
０

＝
犝·（τ０／κ０）

πτ０κ０
＝犌ｄｙｎ·θｄｙｎ。 （１４）

　　则有集成模型的阻尼角：

θｄｙｎ＝ａｒｃｓｉｎ
犌ｖｅｄｙｎｓｉｎ（θ

ｖｅ
ｄｙｎ）＋犌

ｅｐ
ｄｙｎｓｉｎ（θ

ｅｐ
ｄｙｎ）

犌ｄｙ（ ）
ｎ

。 （１５）

３　橡胶材料粘弹塑性模型的参数识别

根据橡胶材料集成模型的动态剪切模量和阻尼角的理论计算公式即可对模型的材料参数进行拟合。橡

胶材料实验共有４个振幅工况，其中最小的振幅为κ０＝１／４５，在这个振幅下是否有塑性单元发生屈服，有两

种不同的参数拟合方法。

假设１：κ０＝１／４５振幅工况下，模型中的塑性单元（个数还未确定）都没有发生塑性变形。

由于κ０＝１／４５振幅工况下，塑性单元都没有发生屈服，可将图１１所示的粘弹塑性集成模型直接转换成

图１２所示的粘弹模型，并通过该工况下实验数据，确定粘性单元的各参数。

图１１　粘弹塑性集成理论模型 图１２　粘弹理论模型

对于实验得到的动态剪切模量和阻尼角随频率变化的数据，需调整如图１２所示模型中的各个参数来对

其进行模拟，并采用Ｉｓｉｇｈｔ强大的多目标优化方法对橡胶材料参数进行拟合。

图１３为材料参数拟合流程图。优化目标有两个，分别使模型计算出来的动态剪切模量和阻尼角与实验

值的差值最小。采用ＮＳＧＡＩＩ多目标优化方法，优化后得到粘性材料参数。

为考虑模型的振幅相关性，需把图１３中的线弹簧变成一个线弹簧加一个塑性单元。据前文分析，应选

择单个塑性单元，通过Ｉｓｉｇｈｔ优化后得到参数为：κ狔＝０．０２３，狀＝０．８，犌
ｅｐ＝０．７８０４，犌ａ＝０．４４６１。

图１３　粘弹理论模型参数拟合流程图

根据求得的材料参数，计算模型的动态剪切模量和阻尼角，κ０＝１／４５振幅下的计算结果如图１４所示，各

振幅工况下的计算结果与实验数据进行对比，如图１５所示。

第１种假设下，各振幅工况，动态剪切模量的计算值与实验值误差较小，拟合较准确；但是阻尼角仅在振

幅为１／４５时误差较小，其他振幅工况下的误差均过大。
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图１４　κ０＝１／４５振幅下，动态剪切模量和阻尼角的频率相关性

图１５　第１种假设下叠加模型理论计算与实验对比

　　假设２：κ０＝１／４５振幅工况下，已有塑性单元屈服。

与假设１相反，需先拟合塑性单元参数，再通过Ｉｓｉｇｈｔ优化粘性单元参数。

同样采用单个塑性单元，有κ狔＜１／４５，根据之前阻尼角随振幅变化峰值的推论，取κ狔＝０．０２，狀＝０．８。在

不考虑粘弹参数影响（激励频率很低，如４Ｈｚ）时，求得

犌ｅｐ ＝０．４０２４，犌ａ ＝０．８４２９；

犌ｅｐ ＝０．７０５４，犌ａ ＝０．５５４０；

犌ｅｐ ＝０．８６３８，犌ａ ＝０．４０３０。

　　综合考虑４个振幅下的情况，取犌
ｅｐ＝０．８，犌ａ＝０．４６对应的各个振幅，在低频（４Ｈｚ）工况下的误差：

Δ犵１＝－０．３１％，Δ犵２＝－７．６４％，Δ犵３＝－３．６％，Δ犵４＝２．２５％。

根据上面确定的塑性单元模型，选择粘弹材料参数（共６个）作为设计变量，４个不同振幅工况的动刚度

和阻尼角实验数据作为设计目标（共８个）。采用叠加模型，基于Ｉｓｉｇｈｔ做粘弹材料的参数优化。求得：

η１ ＝２．１９４８ｅ－４
，犌１ ＝０．０３６８０；

η２ ＝６．６９９９ｅ－４
，犌２ ＝０．１１１１６；

η３ ＝２．１８２２ｅ－４
，犌３ ＝０．３０２７６。

　　计算模型的动态剪切模量和阻尼角，与实验数据对比，结果如图１６所示。

分析计算值与实验的误差：

Δ犵１＝１．０４％，Δ犵２＝７．０５％，Δ犵３＝０．６９％，Δ犵４＝８．１１％；

Δθ１＝１．１５％，Δθ２＝３２．８７％，Δθ３＝１４．４７％，Δθ４＝８．９４％。

从实验得到的动态剪切模量和阻尼角随频率变化的趋势可以看出，κ＝２／４５时的曲线走势与其他振幅下

的趋势不一致，特别是该振幅下阻尼角随频率变化的趋势。用上文所述的粘弹模型，不可能得到这样的变化

趋势。所以，认为κ＝２／４５振幅下的实验数据，特别是阻尼角的数据不可用。其他振幅下，动态剪切模量随
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频率变化曲线与实验对比，误差都能控制在１０％以内，阻尼角都能控制在１５％以内，说明通过理论模型拟合

的参数比较可靠。

图１６　第２种假设，叠加模型理论计算与实验结果对比

４　粘弹塑性集成模型在犃犅犃犙犝犛中的实现及误差分析

参照其他文献中将橡胶材料粘弹模型向ＡＢＡＱＵＳ材料参数转化的方法
［１０］，将该橡胶材料粘弹塑性本

构模型转化为ＡＢＡＱＵＳ软件中的材料参数。

图１７　犃犅犃犙犝犛材料实验模型

如图１７中左图所示，笔者采用网格叠加的方法，将超

弹、粘弹以及弹塑性单元集成到一个模型中。采用两层共

节点的网格，分别赋予不同的材料。

第１层网格赋予超弹和粘弹材料参数：

１）超弹单元采用 ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ长效响应模型，犆０１＝

０．１８４，犆１０＝０．０４６。

２）粘弹单元采用时域ＰＲＯＮＹ级数形式来定义，即

犵１ ＝０．０６４９，τ１ ＝０．００６６；

犵２ ＝０．０９８１，τ２ ＝０．０２９６；

犵３ ＝０．２５９３，τ３ ＝９．０７７ｅ－００４。

　　第２层网格赋予弹塑性材料参数（见表２）。

表２　犃犅犃犙犝犛中塑性单元材料参数定义（犈＝２．４犕犘犪）

编　号 屈服应力／ＭＰａ 屈服应变／ｍｍ

１ ０．０２７７１２８ ０

２ ０．２８２６７０７ ０．１３２７９０６

塑性单元的定义，需要把剪切变化到拉压，即

犈＝３犌，ε＝κ／槡３，σ＝犈·ε＝槡３τ。

　　在ＡＢＡＱＵＳ中建立有限元模型，切向加载不同振幅和频率的位移。记录作动端的位移和固定端的力，

并转化为剪切应力和应变。

图１８为材料模型动态特性理论、仿真以及实验结果的对比。比较理论计算值和仿真值发现：动态剪切

模量的理论计算值比仿真值大０．０３１ＭＰａ；阻尼角的理论计算值比仿真值小０．４２４５°。这是由于有限元中

采用的基于机械硬化的塑性单元存在背应力现象导致的。为了提高仿真精度，应该在通过理论计算拟合材

料参数的阶段，将动态剪切模量的目标值上调０．０３１ＭＰａ，将阻尼角的目标值下调０．４２４５°。

目标值修改后，按照之前假设２的方法，再做一次材料参数的拟合，得到的结果如下：
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１）超弹单元采用 ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ长效响应模型，犆０１＝０．１９６４，犆１０＝０．０９１；

２）粘弹单元采用时域ＰＲＯＮＹ级数形式来定义，即

犵１ ＝０．０６３８，τ１ ＝０．０９５７；

犵２ ＝０．０８９９，τ２ ＝０．０１０５；

犵３ ＝０．２３９４，τ３ ＝９．５２５５ｅ－００４。

　　３）塑性单元，不改变，如表２所示。

图１８　材料模型动态特性理论、仿真以及实验结果的对比

图１９为振幅κ＝１／４５工况下，修正后的理论计算、有限元以及实验结果的对比。可以看出，有限元仿真

结果与实验贴合得非常好。同时，还对比了其他几个振幅工况下的有限元与实验结果如图２０所示。

图１９　振幅κ＝１／４５工况下，修正材料模型动态特性的理论、仿真以及实验结果的对比

图２０　修正后，材料模型动态特性的有限元与实验结果对比
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动态剪切模量和阻尼角在不同振幅下，实验值与仿真值的误差如表３所示。

表３　各振幅工况下，材料模型动态特性有限元与实验结果对比

剪切应变振幅 动态剪切模量误差Δ犌／％ 阻尼角误差Δθ／％

１／４５ １．９０ １．５１

２／４５ ７．５２ １９．６１

１／９ ２．２２ １５．９６

２／９ ８．４０ ９．２１

同样认为κ＝２／４５振幅下的实验数据不可用。其他振幅下，动态剪切模量随频率变化曲线与实验对比，

误差都控制在１０％以内，阻尼角都控制在１６％以内，说明有限元模型比较可靠，可用于后续橡胶衬套以及悬

架系统的分析。

５　结　论

１）通过橡胶衬套的轴向实验，得到了橡胶材料的动态剪切模量和阻尼角，分析了其频率和振幅的相

关性。

２）用带屈服过程的塑性单元来描述橡胶材料的振幅相关性，提出了一种将弹性单元、粘弹单元和塑性单

元集成的橡胶材料本构模型。

３）把该理论模型转化为有限元模型，提出了有限元中塑性单元替代摩擦模型的方法。给出了塑性模型

动特性理论计算方法，分析了塑性单元个数以及屈服点分布对橡胶材料集成模型的影响。

４）该橡胶材料有限元模型的仿真结果与实验结果吻合较好。

５）基于提出的橡胶材料本构模型，建立了橡胶衬套的有限元模型，结合悬架多体模型分析了衬套对悬架

系统特性的影响，具有较高的实用价值。
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