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摘　要：分析内嵌管式辐射地板的频域热特性，便于进一步了解内嵌管式辐射地板的动态热特

征，为辐射地板的系统和控制设计提供重要的参考依据。建立了内嵌管式辐射地板的频域有限元

模型，同时采用ＡＮＳＹＳ软件建立了内嵌管式辐射地板的时域传热模型，通过２个模型的对比说明

了频域有限元模型的准确性。采用频域有限元模型计算并分析了内嵌管式辐射地板的频域热特

性。结果表明，在低频区域，地板的频域热响应基本不随频率变化，其传热过程接近于稳态，而在高

频区域，地板的频域热响应随频率的变化十分剧烈，地板传热呈现明显的动态特征。当房间内存在

较多成分的高频热扰时，关于辐射地板的传热计算应采用动态计算方法。
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由于内嵌管式辐射地板的传热是多维动态的，加之形状不够规则，很难通过解析方法求解其传热问题。

目前已存在许多半解析模型［１４］，但大部分模型都只能进行稳态求解［５］。关于内嵌管式辐射地板的动态传热

模拟更多的是采用数值模型［６７］。数值模型的精度取决于模型的阶数（划分网格单元的数量），通常可以通过

加密网格的方式获得足够准确的计算结果。以上关于内嵌管式辐射地板的传热研究都是在时间域里进行

的，目前关于内嵌管式辐射地板的频域传热特性的研究较少。建筑的传热过程呈现明显的周期型特征，比如

１天（２４ｈ）为周期、１年（８７６０ｈ）为周期等，建筑的传热（假设其为线性系统）可以看成是不同周期谐波热扰

作用效果的叠加［８］。在进行短周期的建筑传热计算模拟时，时域数值方法可以很快地获得计算结果，然而对

于较长周期的计算模拟，采用时域数值方法进行模拟并达到准稳定状态，其计算量非常大，这是由于时域数

值方法通常需要给定计算域的初始值，并通过数个周期的计算才能达到准稳态。与时域数值方法不同的是，

频域数值方法不需要初始值的设定也不需要进行数个周期的模拟而可以直接得出准确稳态下的计算结果。

有限元法结合了经典变分理论和有限差分法中的离散处理的特点，克服了有限差分法只注重节点的作

用而忽视单元本身特性的这一不足。以各单元的节点温度为基本的未知量，将单元内的温度分布表示成关

于节点温度的插值函数，采用变分原理建立关于各个单元的节点温度的方程，最后再合成为整体求解区域的

有限元法方程组进行求解，这就是有限元法的基本求解思路。相比于有限差分法，有限元法具有任意布置节

点和网格的特点，在不规则结构的传热问题求解时表现出较大的适应性和灵活性［９］。

文中采用频域有限元法建立内嵌管式辐射地板的频域有限元模型以进行内嵌管式辐射地板的频域热特

性分析。进一步采用ＡＮＳＹＳ建立了该结构的热特性模型，该模型的结果作为参考值用以评估该结构的频

域有限元模型的计算结果的准确性。

１　内嵌管式辐射地板物理模型简化

选取的内嵌管式辐射地板的结构如图１所示，地板材料的热物性参数如表１所示。根据内嵌管式辐射

地板的结构特征，可以取图１中犪犫犮犱 部分所示的基本结构单元为研究对象。忽略沿管道方向水温的变化

（一般沿管道方向的水温变化较小），即将模型简化为二维模型，忽略管壁的导热热阻，不考虑水与管道内壁

面的对流换热，直接假设管道外壁面的温度等于管道中的水温。

图１　内嵌管式辐射地板的结构示意图
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表１　内嵌管式辐射地板的热物性参数

犜犪犫犾犲１　犜犺犲狉犿狅狆犺狔狊犻犮犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳

狆犻狆犲犲犿犫犲犱犱犲犱狉犪犱犻犪狀狋犳犾狅狅狉

材料 ρ／

（ｋｇ·ｍ
－３）

λ／

（Ｗ·ｍ－１·Ｋ－１）

犮／

（Ｊ·ｋｇ
－１·Ｋ－１）

大理石 ２７００ ２．７００ ９２０

混凝土 ２４００ １．４００ １８００

绝热材料 ５０ ０．０４４ １３８０

２　内嵌管式辐射地板频域有限元模型

内嵌管式辐射地板的二维导热微分方程如式（１）所示：

犽（

２犜

狓
２＋

２犜

狔
２
）＋狇狏－ρ犮

犜

狋
＝０， （１）

其中：犜 为温度变量，℃；狋为时间变量，ｓ；狇狏 为内热源，Ｗ／ｍ
２；ρ为密度，ｋｇ／ｍ

３；犮为比热，Ｊ／ｋｇ·Ｋ。任意周

期性变化的温度波都可以通过傅里叶变换展开成不同频率的温度谐波的叠加，如式（２）所示。根据线性系统

叠加性原理，内嵌管式辐射地板的传热可以看成是由有限个温度谐波作用效果的叠加。对单一温度谐波作
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用的情况进行研究。温度变量如式（３）所示，温度关于时间的导数如式（４）所示。将温度的复指数表达式（４）

代入到式（１）中可以得式（５）。

犜 ＝犜＋
犖

犼＝１

犜犼
＾

ｅ犻^
（ω犼狋＋犼）， （２）
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（ω狋＋）

＝（狌＋犻
＾

狏）ｅ犻^ω狋， （３）

犜

狋
＝犻
＾

ω犜
＾

ｅ犻^
（ω狋＋）
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２ ＋

２犜

狔
２
）＋狇狏－ρ犮犻

︵
ω犜＝０， （５）

其中：犜为平均温度，℃；犜
︵
为不同频率的温度谐波的温度变化幅值，℃；狌和狏分别为复数变量的实部和虚

部；ｉ
︵
为复数槡－１；φ犼 为不同频率的温度谐波的相角，ｒａｄ；ω犼 为频率，ｒａｄ／ｓ。

采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法
［９］推导得内嵌管式辐射地板平面温度场的频域有限单元法计算的基本方程，如式（６）所示。

该式可采用３种边界条件，即第一类边界条件如式（７），第二类边界条件如式（８），第三类边界条件如式（９）。

犑
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︵
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∮
Γ

犠犾犽
犜

狀
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∮
Γ
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犜

狀
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犠犾狇ｄ狊， （８）

∮
Γ

犠犾犽
犜

狀
ｄ狊＝－∮

Γ

犠犾α（犜－犜犳）ｄ狊， （９）

其中：犠ｌ为加权函数犠ｌ＝
Ｔ

Ｔｌ
；犜 为试探函数，犜（狓，狔，狋）＝犜（狓，狔，狋，犜１，犜２，…，犜狀）；犜１，犜２，…，犜狀为狀

个待定系数；犇 为内嵌管式辐射地板平面温度场的定义域；Γ 表示定义域的边界；狇为边界热流，Ｗ／ｍ
２；α为

表面对流换热系数，Ｗ／ｍ２·Ｋ；犜犳 为环境温度，℃。

图２　内嵌管式辐射地板结构的有限元网格划分

犉犻犵．２　犕犲狊犺犻狀犵狅犳狋犺犲狆犻狆犲犲犿犫犲犱犱犲犱狉犪犱犻犪狀狋犳犾狅狅狉犫狔狌狊犻狀犵犉犈犕

将区域犇（即图１所示的结构犪犫犮犱）划分成犈

个单元和狀个结点，划分网格如图（２）所示。网格

数量犈 为５２８０，节点数狀为２７２４。将温度场离

散成犜１，犜２，…，犜狀 等狀个结点的待定温度值，这

时对任意单元的变分计算如式（１０）所示，进一步可

以得到总的合成方程组，如式（１１）所示。将单元的

温度犜 的关于狓，狔的线性插值函数以及各结点的

坐标值代入到总的合成方程（１１）中，就可以计算得

到关于狀个节点温度的代数方程组，并写成矩阵

形式，如方程组（１２）所示。方程（１２）中的犜 项和

犜

狋
项中均含有因式“ｅｉ︵ωｔ”，可以从方程组（１２）中消

掉“ｅｉ︵ωｔ”，从而得到方程（１３）。

犑
犲

犜犾
＝

犲

犽（
犠犾

狓

犜

狓
＋
犠犾

狔

犜

狔
）－狇狏犠犾＋ρ犮犠犾ｉ

︵
ω犜［ ］ｄ狓ｄ狔－

∫Γ犲
犠犾犽

犜

狀
ｄ狊＝０　（犾＝犻，犼，犿）， （１０）

犑
犇

犜犾
＝

犈

犲＝１

犑
犲

犜犾
＝０　（犾＝１，２，３…，狀）， （１１）

［犓］｛犜｝＋［犖］｛犜／狋｝＝｛犘｝， （１２）

［犓］｛狌＋ｉ
︵
狏｝＋ω［犖］｛－狏＋ｉ

︵
狌｝＝０， （１３）
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其中：矩阵［犓］为温度的刚度矩阵；［犖］为非稳态变温矩阵（热容矩阵）；｛犘｝为等式右端项组成的列向量，内

嵌管式辐射地板一般无内热源，因此此项通常为０向量。

对方程（１３）进行求解就可以得到在任意频率ω下各个节点的频域温度响应（即各点频率相同、振幅和相

位不同的温度谐波）。

３　特征热扰

由文献［８］中关于板壁频域热响应的计算分析可知，对于线性导热问题，频域热响应（板壁对温度谐波热

扰的衰减和时间延迟或者相角差）与温度谐波热扰的幅值和相角均无关。内嵌管式辐射地板的导热微分方

程为线性方程，地板各表面的频域热流响应的幅值与温度谐波热扰的幅值呈线性比例关系（该比例只与频率

和该结构的热物性有关），两者的相角差与温度谐波热扰的相角无关，为了便于分析，在计算内嵌管式辐射地

板频域热流响应时，温度谐波热扰均采用相角为０的单位温度谐波。内嵌管式辐射地板同时受到３个边界

热扰（地板上表面、地板下表面以及管道表面）的作用，特将其受到的热扰情况设置成３种特征热扰：１）地板

上表面特征热扰，即上表面受到频率为ω、幅值为１、相角为０的温度谐波扰动，地板下表面和管道表面的热

扰均为０；２）地板下表面特征热扰，即地板下表面受到频率为ω、幅值为１、相角为０的温度谐波扰动，地板上

表面和管道表面的热扰均为０；３）管道表面特征热扰，即管道表面受到频率为ω、幅值为１、相角为０的温度谐

波扰动，地板上表面和地板下表面的热扰均为０。由于地板下表面的温度波动一般较小，加之地板绝热层对

地板下表面的热扰向地板传递具有明显的抵抗作用，因此文中只针对上表面特征热扰和管道表面特征热扰

这２种情况进行研究分析。

４　犃犖犛犢犛参考模型

采用实验来验证理论研究结果往往需要消耗较多的人力、物力和时间成本，随着计算机技术和数值计算

理论的发展，计算机数值模拟技术日趋成熟，目前已有很多研究开始在实验条件不具备的情况下采用

ＡＮＳＹＳ软件搭建数值模拟的虚拟实验平台替代真实实验来对理论研究结果进行初步验证
［１０１１］。为了说明

内嵌管式辐射地板频域有限元模型的准确性，采用ＡＮＳＹＳ软件建立了该结构的时域传热模型（即ＡＮＳＹＳ模

型）作为参考模型。给定ＡＮＳＹＳ模型相应的边界条件（特征热扰），热扰温度以正弦函数的形式给定，对于任意

频率ω，热扰温度的周期为２π／ω。由于ＡＮＳＹＳ模型无法直接计算得到内嵌管式辐射地板传热的准稳态计算结

果，因此需要进行多个周期的计算模拟直到前后２个周期的计算结果几乎没有差别为止（即达到准稳态）。由

ＡＮＳＹＳ模型的计算结果可以进一步得到频率为ω的单位谐波作用下地板各表面准稳态热流响应。

５　频域有限元模型准确性分析

频域有限元模型和ＡＮＳＹＳ模型均可以得到频率为ω 的单位谐波作用下地板各表面准稳态热流响应，

通过将２个模型在一系列频率点（周期）的计算结果进行对比可以说明频域有限元模型的准确性。频域有限

元模型可以得到地板各表面的热流谐波函数，如式（１４）所示。根据式（１５）可以得到热流谐波函数的幅值狇和

相角φ。ＡＮＳＹＳ计算结果为各个时间点上的地板各表面离散热流值。限于篇幅，选取这２个模型在周期为

１２ｈ（对应的频率为１．４５×１０－４ｒａｄ／ｓ）和４８ｈ（对应的频率为３．６４×１０－５ｒａｄ／ｓ）的计算结果进行比较。比较

结果如图３所示。

狇＝狇
＾

ｅ犻^
（ω狋＋）

＝（狌＋犻
＾

狏）ｅ犻^ω狋＝狇ｓｉｎ（ω狋＋）， （１４）

狇＝ 狌２＋狏槡
２，φ＝ａｔａｎ（狏／狌）。 （１５）

　　结果对比表明，内嵌管式辐射地板频域有限元模型和ＡＮＳＹＳ模型计算结果吻合得非常好，最大相对偏

差为３％，平均相对偏差为１．８％。说明２个模型都可以很准确地计算内嵌管式辐射地板的热特性，采用频域

有限元模型计算内嵌管式辐射地板的频域热特性是可靠的。

６　内嵌管式辐射地板频域热特性分析

采用内嵌管式辐射地板的频域有限元模型计算该结构在不同频率的特征热扰作用下的各表面热流响

应，所选的频率范围为：１０－８ｒａｄ／ｓ（周期１９．８年）～１０
－３ｒａｄ／ｓ（周期１．７４ｈ）

［１２］。图４和图５分别为地板上表

面特征热扰和管道表面特征热扰作用下地板各表面的频域热流响应。

图３和图４的结果显示在低频区域内嵌管式辐射地板各表面的热流响应几乎不随频率变化，且相角均
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图３　频域有限元模型与犃犖犛犢犛模型（时域有限元模型）计算结果的对比

犉犻犵．３　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳狋犺犲狉犲狊狌犾狋狊犮犪犾犮狌犾犪狋犲犱犫狔犉狉犲狇狌犲狀犮狔犇狅犿犪犻狀犉犻狀犻狋犲犈犾犲犿犲狀狋犕狅犱犲犾犪狀犱犃犖犛犢犛犿狅犱犲犾

（犻．犲．犜犻犿犲犇狅犿犪犻狀犉犻狀犻狋犲犈犾犲犿犲狀狋犕狅犱犲犾）

图４　地板上表面特征热扰下地板各表面的频域热流响应

犉犻犵．４　犉狉犲狇狌犲狀犮狔犺犲犪狋犳犾狌狓狉犲狊狆狅狀狊犲狊狅狀犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊狌狉犳犪犮犲狊狋狅狋犺犲狌狆狆犲狉犳犾狅狅狉狊狌狉犳犪犮犲犮犺犪狉犪犮狋犲狉犻狊狋犻犮犱犻狊狋狌狉犫犪狀犮犲

图５　管道表面特征热扰下地板各表面的频域热流响应

犉犻犵．５　犉狉犲狇狌犲狀犮狔犺犲犪狋犳犾狌狓狉犲狊狆狅狀狊犲狊狅狀犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊狌狉犳犪犮犲狊狋狅狋犺犲狆犻狆犲狊狌狉犳犪犮犲犮犺犪狉犪犮狋犲狉犻狊狋犻犮犱犻狊狋狌狉犫犪狀犮犲

接近于０，说明在低频区域，内嵌管式辐射地板的传热几乎不存在延迟，接近于稳态传热，且热流幅值基本不

变。在高频区域内嵌管式辐射地板各表面的热流响应变化比较剧烈，相位的延迟明显，热流幅值变化明显。

说明在高频区域内嵌管式辐射地板传热的动态特征非常明显，地板中存在比较明显的蓄热过程，这与地板自
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身材料的高蓄热特性相吻合。在实际的内嵌管式地板辐射系统中，由于水温的波动以及房间内热扰波动（人

员散热等）存在较多的高频成分，如果采用稳态方法计算内嵌管式辐射地板的传热会造成较大的偏差，因此

在计算内嵌管式辐射地板的传热时，应采用动态计算方法。

７　结　论

建立了内嵌管式辐射地板的频域有限元模型，计算并分析了内嵌管式辐射地板的频域热特性。

１）采用ＡＮＳＹＳ软件建立了该结构的时域传热模型，对比发现２个模型计算的地板各表面准稳态热流

响应吻合得非常好，最大相对偏差为３％，平均相对偏差为１．８％，说明了文中建立的内嵌管式辐射地板的频

域有限元模型具有较好的准确性且相关建模方法是合理的。

２）在低频区域（频率低于５．０×１０－５ｒａｄ／ｓ，周期大于３４．９ｈ）内嵌管式辐射地板的频域热流响应基本不

随频率变化，相位延迟保持为０，传热接近于稳态传热，在高频区域（频率高于５．０×１０－５ｒａｄ／ｓ，即周期小于

３４．９ｈ）该结构的频域热流响应随频率的变化剧烈变化，在房间热扰波动具有较多的高频成分时，应采用动态

计算方法来计算内嵌管式辐射地板的传热。
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