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摘　要：基于势流理论，并结合有限单元法，研究了在流体中运动物体的附加质量。首先，通过

无限域中小球及管流中作横向运动的圆柱的附加质量的计算，验证了算法的正确性。其次，着重分

析了具有不同端部形状的细长圆柱体在不同直径的无限长管流中沿轴向运动时的附加质量。结果

表明：在管流外半径一定的情况下，细长圆柱体的附加质量与其柱体长度成线性关系，其斜率随着

圆柱与管壁间距离的减小而迅速增大；而且，当圆柱体长度远大于其直径时，其两端的形状对其附

加质量影响不大。
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　　物体在流体中运动时会推动周围流体产生运动，从而受到流体施加的与运动物体加速度方向相反的反

作用力，即所谓的惯性阻力。理论研究表明，即便物体在理想流体中作加速运动，该项阻力也会存在，且与物

体的加速度成正比，其比即为附加质量。

对球体和圆柱体在无限域流体中的附加质量已有解析解［１２］。基于势流理论，许多学者采用各种方法获

得了物体的附加质量。陈材侃［３］借助于以势函数泛函表示的附加质量极大值原理，计算了圆球的附加质量

系数。许维德等［４］计算了在无界域中及固壁附近运动回转体的附加质量。杨松林等［５］对直水道中细长体的

附加质量进行了计算和研究。Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ等
［６］利用积分方程法研究了在无旋流中发生对心碰撞的２个物体

的附加质量。Ｄａｖｉｄ
［７８］通过ＳｃｈｗａｒｚＣｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ保角变换，研究了在浅水区域中椭圆柱的附加质量系数。

林超友等［９］利用ＨｅｓｓＳｍｉｔｈ方法计算了潜艇的附加质量。李宝元等
［１０］采用三维有限元法，计算了船在进出

船厢运动中的附加质量。刘丹等［１１］研究了在平流层飞艇的附加质量及其对飞艇运动的影响。王恭义［１２］研

究了物体在带自由表面的流体中作任意运动的附加质量。Ｐａｎｔａｌｅｏｎｅ等
［１３］对圆球在抛体运动中的附加质量

进行了试验研究。Ｓｈｅｒｗｏｏｄ
［１４］研究了２个共轴无厚度圆盘在无旋不可压缩流中发生轴向相对加速运动时

的附加质量。Ｅｆｓｔａｔｈｉｏｓ
［１５］研究了在自由流中作振动的圆柱的附加质量。Ｍｉｒｏｓｌａｖ等

［１６］直接通过流场数值

模拟，研究了刚性和可变形的球冠状物体的附加质量系数。目前，对于细长圆柱体在小间隙管流中作轴向运

动的附加质量的研究尚不充分，冯双双等［１７］利用ＣＦＸ计算了短粗圆柱体在小间隙管道中作轴向运动的附加

质量，但仍未涉及在反应堆工程上有很大应用价值的大长细比圆柱体的情况。例如，当发生地震时，核电站

反应堆的控制棒组件应在自重作用下插入堆芯以使反应堆及时停堆。控制棒的长细比通常大于１０３，且其与

管道的间隙不足１ｍｍ。因此，开展细长圆柱体在小间隙管流中作轴向运动的附加质量的研究，对确保反应

堆在地震作用下的安全停堆具有很大意义。

基于势流理论确定物体附加质量。通过将无限域中小球及圆管中作横向运动的圆柱的附加质量的数值

解与解析解的对比，验证了算法的正确性。论文着重研究了具有不同端部形状的细长圆柱体在无限长管流

中沿轴向运动时的附加质量，分析了不同长度的细长圆柱体在不同管流外径下的附加质量，揭示了细长圆柱

体附加质量与柱体长度的线性关系；研究还表明，具有不同端部形状的细长圆柱体，其附加质量非常接近。

１　基于势流理论的附加质量计算方法

１．１　基本公式

当物体在势流（即理想不可压缩无旋流）中沿某方向作加速运动时，在该方向所引发的附加质量的计算

公式为［１］

犿＝－ρ
犛０

φ０
φ０

狀
ｄ狊＋ρ

犛

φ０
φ０

狀１
ｄ狊， （１）

式中：犛０ 为物体表面（流体内边界面）；犛为流体域的（外）边界面；狀和狀１ 分别为犛０ 和犛 的外法线；φ０ 是物

体在运动方向上以单位速度运动时在流场中产生的速度势，即单位速度势。

若流场无限大，或流场外表面上速度为零，则式（１）中对犛的积分可略去不计。即附加质量公式简化为

犿＝－ρ
犛０

φ０
φ０

狀
ｄ狊。 （２）

势流的速度势φ０ 服从Ｌａｐｌａｃｅ方程


２

φ０＝

２

φ０

狓
２ ＋

２

φ０

狔
２ ＋

２

φ０

狕
２ ＝０。 （３）

若在轴对称下，则相应的Ｌａｐｌａｃｅ方程如下


２

φ０＝

２

φ０

狓
２ ＋

１

狓

φ０

狓
＋

２

φ０

狔
２ ＝０， （４）

式（４）中，狓为半径，狔为旋转对称轴。

若Γ１ 和Γ２ 为边界犛０ 的一个划分，则边界条件为

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ条件：φ０＝φ
槇
　ｏｎ　Γ１， （５）
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Ｎｅｕｍａｎｎ条件：犞狀＝
φ０

狀
＝φ０·狀＝犳　ｏｎ　Γ２， （６）

其中：Φ
槇 是Γ１ 上给定的速度势的值；犳为Γ２ 上流体的外法线速度，它可由物体沿某方向的单位速度以及犛０

的法线方向确定出（Γ２ 是犛０ 的一部分）。

对式（３）～（６）所构成的定解问题，可利用有限单元法进行求解，详见文献［１８］。解得单位速度势后，代

入式（２），在物体的边界上积分即可求得物体的附加质量。

对于该Ｌａｐｌａｃｅ方程的定解问题，具体的边界条件取法如下：

１）在固壁边界及流线上，即外圆管的柱面，由于没有法向速度，因此可不必施加边界条件。

２）在具有未知法向速度的边界上，施加本质边界条件（即自由度约束）。外圆管的上下底面可视为无限

远处，边界条件为

φ０＝０。 （７）

　　３）在运动物体表面，依据物体运动速度及表面法线方向确定出流场侧的外法线速度，从而施加

Ｎｅｕｍａｎｎ条件（６）。

１．２　验证算例

以２个有理论解的算例来考察研究算法及所编写代码的正确性。

１．２．１　无限域中运动的小球的附加质量

如图１（ａ），考察无限流域中小球的附加质量。采用轴对称模型，小球半径为１，沿轴向运动。计算区域

的径向尺寸犚 为１０，轴向尺寸犎 为１００，边界条件为指定小球边界上（流体侧）的外法线速度，以及指定无限

远处一点（流域下边界一点）势为零，其余边界无需指定边界条件。图１（ｂ）是小球附近区域的局部网格。程

序的计算结果为０．５００６７２，与理论解０．５非常吻合。

１．２．２　圆柱在同心圆管中横向运动的附加质量

半径为犚、内部充满密度为ρ＝１的无限长圆筒，其中有半径为狉＝１的无限长同心圆柱。当圆柱在轴线

处开始作横向运动时，此时单位长度圆柱的附加质量的解析解为

犿＝
犚２＋狉

２

犚２－狉
２
·π狉

２。 （８）

考虑对称性，计算模型如图２（ａ）所示，图２（ｂ）是其网格划分。边界条件为指定圆柱边界上（流体侧）的外法

线速度，其余边界无需指定边界条件，即零法向速度。

图１　小球在无限域中运动的

计算模型和网格
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图２　圆柱在同心圆管流作横向运动的

计算模型及网格（犚＝５）
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　　分别计算外圆柱半径依次为犚＝５、１０、１５、２０的情况，并与解析解对比，见表１。由计算结果可以看出，

计算值与理论值非常吻合。

表１　圆柱在同心圆柱中横向运动的附加质量

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犪犱犱犲犱犿犪狊狊狅犳犮狔犾犻狀犱犲狉狊犿狅狏犻狀犵犾犪狋犲狉犪犾犾狔犻狀犮狅犪狓犻犪犾狆犻狆犲狊

外圆柱半径犚 附加质量（理论值） 附加质量（计算值） 相对误差／％

５ ３．４０３３９２ ３．４０３３８ －０．０００３５３

１０ ３．２０５０６ ３．２０４８２ －０．００７４８８

１５ ３．１６９６４ ３．１６９０４ －０．０１８９３

２０ ３．１５７３４ ３．１５４０６ －０．１０３８８５

２　细长圆柱体的附加质量研究

对在圆管流中作横向运动的同心圆柱体，式（８）给出了其附加质量的解析解。然而，对在管流中沿轴向

运动的同心圆柱体，如反应堆中的控制棒在堆芯导向筒内的落棒运动，其附加质量的分析目前可用的研究成

果还较少。因此，此处着重研究具有不同端部形状的细长圆柱体在无限长管流中沿轴向运动时的附加质量，

并通过改变管流半径、圆柱体长度等参数，揭示圆柱体的附加质量与这些参数的函数关系。

２．１　计算模型

研究具有不同端部形状的细长圆柱体在无限长管流中沿轴向运动时的附加质量，分别考察细长圆柱体

两端不带物体（平头圆柱体）、两端带半球（圆头圆柱体）及两端带圆锥（锥头圆柱体）的附加质量，采用轴对称

模型。图３是不同端部形状下分析区域的示意图。

图３　圆柱体在无限长管流中

沿轴向运动的计算模型

犉犻犵．３　犜犺犲犮狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犪犾犿狅犱犲犾狅犳犮狔犾犻狀犱犲狉狊犿狅狏犻狀犵犪狓犻犪犾犾狔犻狀犻狀犳犻狀犻狋犲狆犻狆犲

如图３，圆柱半径狉＝１，长度依次设为犾＝５、１０、２０、３０、４０、５０、６０、７０、８０、９０、１００。流体密度为ρ＝１，管流

半径依次设为犚＝１．１、１．２、１．３、１．４、１．５、２、５和１０。为模拟无限的管流，取管流长度为圆柱长度的２００倍，即

犎＝２００犾。圆柱以单位速度沿轴向（即狔方向）运动，此时边界条件为指定细长圆柱上下底面边界上（流体

侧）的外法线速度，以及指定无限远处一点（流域下边界一点）势为零，其余边界无需指定边界条件。图４在

犚＝２，犾＝５时的细长圆柱体底面附近区域的局部网格。
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图４　圆柱端部网格（犚＝２，犾＝５）

犉犻犵．４　犜犺犲狆犪狉狋犻犪犾犿犲狊犺犪狉狅狌狀犱狋犺犲犮狔犾犻狀犱犲狉犲狀犱（犚＝２，犾＝５）

２．２　计算结果

图５　不同端部形状的细长圆柱的附加质量

与柱体长度拟合曲线（犚＝１．１）

犉犻犵．５　犜犺犲犳犻狋狋犲犱犮狌狉狏犲狊犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲犪犱犱犲犱犿犪狊狊

犪狀犱狋犺犲犮狔犾犻狀犱犲狉犾犲狀犵狋犺（犚＝１．１）

数值分析的结果表明，在
犾

狉
≥５时，圆柱的附加质量与柱

体长度成线性关系，图５是
犚

狉
＝１．１时，不同端部形状的细长圆

柱的附加质量与柱体长度的拟合曲线。可以看出，不同的端部

形状对附加质量的影响较小。

当
犚

狉
＝１．１时，不同端部形状的细长圆柱的附加质量与柱

体长度的拟合函数为

１）平头圆柱体

犿＝１４．９６犾＋４．４０４； （９）

　　２）圆头圆柱体

犿＝１４．９６犾＋１２．８１； （１０）

　　３）锥头圆柱体

犿＝１４．９６犾＋５．１４３。 （１１）

　　在其他管流半径下，会得到相同的线性关系，其线性关系见表２。

表２　不同管径比下的斜率和截距

犜犪犫犾犲２　犜犺犲狊犾狅狆犲狊犪狀犱犻狀狋犲狉犮犲狆狋狊狌狀犱犲狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋狉犪狋犻狅狊狅犳犱犻犪犿犲狋犲狉

犚／狉
平头圆柱体 圆头圆柱体 锥头圆柱体

斜率犽 截距犫 斜率犽 截距犫 斜率犽 截距犫

１．２ ７．１４０ ３．７５５ ７．１４０ ７．７２４ ７．１４０ ３．７４５

１．３ ４．５５３ ３．４９０ ４．５５３ ５．７４６ ４．５５３ ３．１３４

１．４ ３．２７２ ３．３５２ ３．２７２ ４．６９７ ３．２７２ ２．７９７

１．５ ２．５１３ ３．２７４ ２．５１３ ４．０５４ ２．５１３ ２．５９０

２．０ １．０４７ ３．２２６ １．０４７ ２．８２０ １．０４７ ２．２２９

５．０ ０．１３１ ３．５３５ ０．１３１ ２．３７５ ０．１３１ ２．３４９

１０．０ ０．０３２ ３．７１１ ０．０３２ ２．５０９ ０．０３２ ２．５３６

需要指出的是，以上线性关系均是在犾≥５狉时成立。在犾＜５狉时，圆柱与管壁间距离越小，圆柱的附加

质量与其柱体长度的线性关系越良好。图６是管流半径分别是犚＝１．１和犚＝１０，圆柱长度分别是犾＝１、２、
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３、４、５、６、７、８、９、１０时，圆头圆柱体附加质量与其长度的关系。

图６　非细长圆头圆柱体附加质量与其长度的关系

犉犻犵．６　犜犺犲狉犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀犪犱犱犲犱犿犪狊狊犪狀犱犾犲狀犵狋犺狅犳狊犺狅狉狋犮狔犾犻狀犱犲狉狑犻狋犺狉狅狌狀犱犲犱犲狀犱

２．３　结果分析

数值分析结果可知，圆柱的附加质量与其柱体长度的线性关系依赖于管流半径与圆柱半径之比，管径比

α＝犚／狉。为方便工程应用，将线性关系中的斜率犽和截距犫与管径比α的变化关系拟合成如下函数。

１）平头圆柱体

犽＝
３．１３７

α
２
－０．００３０２７α－０．９９６９

，犫＝
３．９２５α

２
－３．７６８α＋０．７５５１

α
２
－０．３７２α－０．４９２２

， （１２）

　　其拟合误差平方和分别为１．２３２犲－０７，６．６７６犲－０５。

２）圆头圆柱体

犽＝
３．１３８

α
２
－０．００２５３１α－０．９９７４

，犫＝
２．８３１α

２
－１．９８３α＋３．６５２

α
２
＋０．７９２７α－１．７

， （１３）

　　其拟合误差平方和分别为１．２７４犲－０７，０．０００５１０３。

３）锥头圆柱体

犽＝
３．１３８

α
２
－０．００２７３８α－０．９９７２

，犫＝
２．８２７α

２
－２．３１６α＋１．３２４

α
２
＋０．４００３α－１．２２３

， （１４）

　　其拟合误差平方和分别为９．５１４犲－０８，０．０００１６２８。

物体的附加质量系数λ等于其附加质量除以排开流体的质量，即

λ＝
犿

ρ犞
。 （１５）

图７　圆头圆柱的附加质量系数与管径比关系（犾＝１０）

犉犻犵．７　犜犺犲狉犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀犪犱犱犲犱犿犪狊狊犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊

犪狀犱狉犪狋犻狅狅犳犱犻犪犿犲狋犲狉狊（犾＝１０）

　　将附加质量的计算结果代入上式计算圆柱的附加质

量系数。当圆柱长度犾＝１０时，不同管径比下，圆头圆柱体

的附加质量系数λ的变化曲线见图７。当圆柱长度犾＝１０

时，不同端部形状的圆柱的附加质量系数λ与管径比α的

拟合函数为

１）平头圆柱体

λ＝
０．１２６５α

２
－０．０８７７５α＋０．９７７３

α
２
－０．００３０３７α－０．９９５８

， （１６）

　　其拟合误差平方和为１．８０２犲－０７。
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２）圆头圆柱体

λ＝
０．０８０８３α

２
－０．１１１９α＋１．１２１

α
２
＋０．２６０７α－１．２５７

， （１７）

　　其拟合误差平方和为７．４７９犲－０７。

３）锥头圆柱体

λ＝
０．０８６５６α

２
－０．１１０３α＋１．０８９

α
２
＋０．１９９４α－１．１９７

， （１８）

　　其拟合误差平方和为５．１５６犲－０７。

对于圆头圆柱体，其附加质量系数与管径比的拟合结果与文献［１７］结论一致。

３　结　论

１）在管流半径一定的情况下，细长圆柱体的附加质量与其柱体长度成线性关系，其斜率随着圆柱与管壁

间距离的减小而迅速增大，给出了该线性关系的斜率和截距与管径比的拟合函数；

２）不同端部形状的细长圆柱体的附加质量十分接近，圆柱端部形状对其附加质量影响很小；

３）当圆柱长度一定时，其附加质量系数随管径比的减小而迅速增大，本文给出了当犾＝１０时圆柱附加质

量系数与管径比的拟合函数。对于圆头圆柱体的拟合结果与文献［１７］结论一致。
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