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摘　要：Ｇｉｂｓｏｎ公式由于形式简单而被广泛应用，然而，随着六边形蜂窝材料相对密度和变形

程度的增大，Ｇｉｂｓｏｎ公式将逐渐失效。笔者通过有限元数值模拟，对不同相对密度（细长比）等壁厚

正六边形蜂窝材料进行分析。定义了非线性修正因子，由数值结果可知，对于低密度蜂窝结构，非

线性因子只与变形程度有关，而与密度本身无关。为此，给出了低密度蜂窝非线性修正因子的一个

简便拟合式，得到了低密度蜂窝结构几何非线性本构关系。为了将该本构推广到高密度，引入了另

一个非线性修正因子，并给出该非线性因子关于细长比和应变的三次多项式拟合结果，从而建立适

用于应变和密度在较大变化范围的等壁厚正六边形蜂窝材料弹性大变形本构关系。该本构参数

少、精度高、适用范围广，便于工程应用。此方法还可方便地推广到更一般的六边形蜂窝材料。
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蜂窝材料凭借其优越的性能，在航空航天、机械、交通等诸多领域获得了广泛应用。近几十年来，有关蜂

窝材料结构及其力学性能的研究，一直是学者们关注的焦点之一［１］。其中六边形结构作为较常见的蜂窝结

构之一，其相关研究也较为充分。在小变形情况下，目前仅能由经典梁理论给出该结构面内等效弹性参数的

解析公式［１６］，其中，Ｇｉｂｓｏｎ等
［２］在１９８２年提出的解析式，由于形式简单而被广泛采用。１９８８年 Ｇｉｂｓｏｎ

等［１］又对该公式进行了修正，使之更准确、适用范围更广。然而，Ｇｉｂｓｏｎ等的结果随着蜂窝结构相对密度和

变形程度的增大将逐渐失效。随着研究的不断深入，均匀化理论和有限元法的结合成为研究高密度蜂窝材

料力学特性的一种有效途径［７８］。基于均匀化理论衍生出来的三点边界法（ｔｈｒｅｅｐｏｉｎｔｂｏｕｎｄｓ）
［９］和三点近

似法（ｔｈｒｅｅｐｏｉｎｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ）
［１０］也为求解高密度蜂窝材料等效参数提供了便利的工具。然而此类解法

未能给出便于应用的解析表达式。

对于六边形蜂窝结构几何大变形情况的研究目前也仅局限于低密度情况，其中，Ｗａｒｒｅｎ等
［１１］通过分析

代表性单元的几何非线性行为给出了宏观结构的几何非线性本构；Ｚｈｕ等
［１２］采用椭圆积分法，研究了六边形

蜂窝结构几何非线性本构；Ｌａｎ等
［１３］也采用椭圆积分方法研究蜂窝材料几何大变形问题，对面内等效杨氏模

量、等效剪切模量与相对密度的关系进行了详细的论述。然而，Ｗａｒｒｅｎ等的结果在变形较大时精度较差；

Ｚｈｕ等和Ｌａｎ等的结果不具备显示表达式，不便于实际应用。此外，不少学者侧重于研究单轴或双轴压缩情

况下蜂窝材料的弹性屈曲模式［１４１６］。到目前为止，尚未总结出能反应相对密度（或者细长比）影响、具有解析

形式的几何非线性应力应变关系。

笔者采用ＡＮＳＹＳ软件对几组不同相对密度的等壁厚正六边形蜂窝结构进行计算分析。定义了Ｇｉｂｓｏｎ

公式的非线性因子，在数值结果的基础上得到了适用于描述低密度蜂窝在弹性大变形情况下的本构关系。

为将此本构推广到高密度情况，笔者又基于数值结果引入另一个修正因子对低密度蜂窝弹性大变形本构关

系进行修正，建立了适用于应变和密度在较大变化范围的等壁厚正六边形蜂窝材料弹性大变形本构关系。

１　犌犻犫狊狅狀公式及其非线性修正因子

对于低密度等壁厚正六边形蜂窝材料，胞壁可以等效为梁模型，如图１所示。Ｇｉｂｓｏｎ等
［１］（１９８８）基于铁

木辛柯梁理论，同时考虑了胞壁的弯曲、剪切和伸缩，得出了等壁厚正六边形蜂窝材料等效杨氏模量的表

达式

犈
＝
４犈ｓ

槡３

狋３

犔３
·

１

１＋（５．４＋１．５νｓ）·
狋

犔（ ）
２
， （１）

式中：犈ｓ为基体材料的杨氏模量，νｓ为基体材料的泊松比，狋为胞壁厚度，犔 为细胞壁长度。本文后续的讨论

均基于式（１），为叙述方便，将其称为Ｇｉｂｓｏｎ公式。为更好地描述蜂窝材料几何非线性本构，与文献［１３］不

同的是，这里采用切线模量定义Ｇｉｂｓｏｎ公式的非线性修正因子

犿＝
１

犈

ｄσ

ｄε
， （２）

式中：σ为工程应力，ε为工程应变，当然也可以采用其他的应力应变组合。
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注：虚线框内区域为笔者选取的胞元

图１　等壁厚正六边形蜂窝

犉犻犵．１　犚犻犵犺狋犺犲狓犪犵狅狀犪犾犺狅狀犲狔犮狅犿犫狑犻狋犺狋犺犲狌狀犻犳狅狉犿狋犺犻犮犽狀犲狊狊犳犪犮犲狊

２　有限元模型

在蜂窝材料的等效分析中，通常通过对胞元的分析来进行简化。由于细长比很小时，胞壁交结区域的影

响是可以忽略的，但随着细长比的增大，该区域的影响越来越显著，此时Ｇｉｂｓｏｎ等所截取的胞元就不再适用

了，笔者根据蜂窝结构的周期性和变形所具有的对称性，截取与文献［６］相似的胞元，其尺寸和边界条件如图

２所示。所截取的胞元考虑了胞壁交结区域（△犇１犈１犎１）的影响，而且各截面都是对称面，可以认为该截面

上的剪应力为０，便于有限元分析中边界条件施加。图２（ａ）中，边犃１犅１ 上的所有节点位移在狔 方向上耦

合，使其在变形后仍保持水平状态；图２（ｂ）中，边犐１犃１ 上的所有节点位移在狓方向上耦合，使其在变形后仍

保持竖直状态。在有限元分析中，选取平面应力单元ＰＬＡＮＥ８２，基体材料参数为犈ｓ＝７０ＧＰａ，νｓ＝０．３３。笔

者选取细长比
狋

犔
分别为

１

５０
，
１

４０
，
１

２５
，
１

１５
，
１

１０
，
１

８
，
１

５
，
１

４
的等壁厚正六边形蜂窝的胞元进行分析。

图２　胞元及其边界条件

犉犻犵．２　犝狀犻狋犮犲犾犾犪狀犱犻狋狊犫狅狌狀犱犪狉狔犮狅狀犱犻狋犻狅狀狊

３　弹性大变形本构关系

对于蜂窝材料的单向拉压问题。假设图２（ａ）中边犐１犃１ 上的反力为犉犚狓，此时狓方向单向受载时的等

效工程应力、应变为
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σ狓 ＝
２犉犚狓

３犔
，ε狓 ＝

２狌

槡３犔
。 （３）

　　通过式（３）可得出每一加载步对应的等效工程应力、应变值。同理，也可求得狔方向加载时对应的结果。

由于数值结果中的应力应变关系是离散的数据点，因此，计算某一点处的斜率（切线模量）均采用差商的形

式。由于位移加载的步长很小，所以假设第犽时刻到第犽＋１时刻这一加载步内的应力和应变近似呈线性规

律，这里取第犽点对应的斜率为该点前后两个相邻加载步斜率的平均值

ｄσ

ｄε ε＝ε犽

＝
１

２

σ犽＋１－σ犽

ε犽＋１－ε犽
＋
σ犽－σ犽－１

ε犽－ε犽－１
（ ）＝１２ 犈犽＋１犽 ＋犈

犽
犽－１（ ）， （４）

式中：σ犽，σ犽＋１分别为犽和犽＋１时刻对应的等效工程应力；ε犽，ε犽＋１分别为犽和犽＋１时刻对应的等效工程

应变。

由式（４）和Ｇｉｂｓｏｎ公式非线性因子的定义可分别计算出狓和狔方向的非线性因子犿１，犿２。具体数值结

果如图３所示。

图３　非线性修正因子应变关系

犉犻犵．３　犖狅狀犾犻狀犲犪狉犿狅犱犻犳犻犲犱犳犪犮狋狅狉狊狊狋狉犪犻狀犮狌狉狏犲狊

图３中，细长比为１／５０，１／４０，１／２５对应的非线性因子与应变关系曲线非常接近（基本重合），但随着细

长比的增大，对应的曲线将逐渐偏离。所以，由数值结果可知，当等壁厚正六边形蜂窝材料细长比（密度）很

小时，非线性因子犿１，犿２ 只与应变值有关，而与细长比无关，而且其形状与指数函数类似，这也印证了Ｌａｎ

等［１３］的结论。为此可假设

犿１（ε狓）＝ｅ
犃１ε狓（１＋犅１ε狓 ＋犆１ε

２
狓 ＋犇１ε

３
狓 ＋犈１ε

４
狓）， （５ａ）

犿２（ε狔）＝ｅ
犃２ε狔（１＋犅２ε狔 ＋犆２ε

２
狔 ＋犇２ε

３
狔 ＋犈２ε

４
狔）。 （５ｂ）

针对细长比狋／犔＝１／５０的蜂窝结构在应变值为－０．１～０．１范围内，对于狓和狔方向单向受载情况各选取４０

对工程应变和非线性因子的数据点，通过最小二乘法分别求出了犿１（ε狓），犿２（ε狔）中各个待定系数的值，如表

１所示。
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表１　式（５）中的待定系数

犜犪犫犾犲１　犜犺犲狏犪犾狌犲狊狅犳狌狀犱犲狋犲狉犿犻狀犲犱犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊犻狀犈狇．（５）

犿１ 犿２

犃１ 犅１ 犆１ 犇１ 犈１ 犃２ 犅２ 犆２ 犇２ 犈２

２７．２１ －１５．５７ １８７．３５ －１８３３．２５ １０６４２．９０ １．０１ ２．５７ ２０．４２ ７３．７５ ０．００

对式（５）进行积分，可得到狓和狔方向的几何非线性应力应变关系：

σ狓 ＝犈
·∫

ε狓

０
犿１（ε狓）ｄε狓， （６ａ）

σ狔 ＝犈
·∫

ε狔

０
犿２（ε狔）ｄε狔。 （６ｂ）

对于高密度蜂窝，由于等效梁理论的失效以及胞壁交节区域的显著影响，此时前述基于低密度蜂窝建立的几

何非线性应力应变关系式（６）也将不再适用。为此引入另一个非线性修正因子，对式（６）做出如下修正：

σ狓 ＝犈
·∫

ε狓

０
犿１（ε狓）ｄε狓［ ］·犳１ε狓，狋

犔（ ）， （７ａ）

σ狔 ＝犈
·∫

ε狔

０
犿２（ε狔）ｄε狔［ ］·犳２ε狔，狋

犔（ ）。 （７ｂ）

假设采用三次多项式（常数项取１）描述此修正因子，即

犳１ε狓，
狋

犔（ ）＝犪３０ε３狓 ＋犪２１ε２狓 狋犔 ＋犪１２ε狓
狋

犔（ ）
２

＋犪０３
狋

犔（ ）
３

＋犪２０ε
２
狓 ＋犪１１ε狓

狋

犔
＋犪０２

狋

犔（ ）
２

＋犪１０ε狓 ＋犪０１
狋

犔
＋１，

（８ａ）

犳２ε狔，
狋

犔（ ）＝犫３０ε３狔 ＋犫２１ε２狔 狋犔 ＋犫１２ε狔
狋

犔

２

＋犫０３
狋

犔（ ）
３

＋犫２０ε
２
狔 ＋犫１１ε狔

狋

犔
＋犫０２

狋

犔（ ）
２

＋犫１０ε狔 ＋犫０１
狋

犔
＋１。

（８ｂ）

在工程应变值为－０．１～０．１范围内，针对细长比为
１

２５
，
１

１５
，
１

１０
，
１

８
，
１

５
，
１

４
六组情况，将应变值４０等分，可得２４０

对数据，通过最小二乘法进行拟合，可分别得到犳１（ε狓，
狋

犔
）和犳２ε狔，

狋

犔（ ）中的９个待定系数，如表２所示。

式（８）中，当狋／犔 很小时，在一定应变值范围内，犳１ε狓，
狋

犔（ ）和犳２ε狔，狋犔（ ）的值近似等于１，此时式（７）将退化为
式（６）。

表２　式（８）的待定系数

犜犪犫犾犲２　犜犺犲狏犪犾狌犲狊狅犳狌狀犱犲狋犲狉犿犻狀犲犱犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊犻狀犈狇．（８）

犳１ ε狓，
狋

犔（ ）
犪３０ 犪２１ 犪１２ 犪０３ 犪２０ 犪１１ 犪０２ 犪１０ 犪０１

３．５７ －９６．８７ －２８．２２ －４．６７ １．５８ －３．７０ ３．４５ －０．０１ ０．３０

犳２ ε狔，
狋

犔（ ）
犫３０ 犫２１ 犫１２ 犫０３ 犫２０ 犫１１ 犫０２ 犫１０ 犫０１

－４．９０ －２１．３７ －１０．４６ －３．４３ ０．１１ －１．７２ ２．９９ ０．０９ ０．３４
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　　图４为当等壁厚正六边形蜂窝细长比为１／１０时，式（７）与有限元结果在应变值为－０．１～０．１范围内的应

力应变关系对比情况，从图中可以看出式（７）在一定范围内与有限元结果十分吻合（其中狓方向最大相对误

差为１．８３％，狔方向最大相对误差为０．９０％）。本文中相对误差指的是在相同应变下，数值仿真与式（７）得到

的应力值之间的相对误差δ。即

δ＝
σＥｑ．（７）－σｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

σｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
。 （９）

然而，图４所表现的仅为特定细长比下一定应变范围内式（７）的精度。为了反映式（７）对于不同细长比（密

度）等壁厚正六边形蜂窝材料在较大应变范围内的精度，以应变为横坐标，细长比为纵坐标，绘制了能反映在

不同应变值和细长比时对应的式（７）与有限元数值结果相对误差δ的等值线图。通过相对误差等值线图，可

以直观地评估式（７）的适用性。图５为式（７）与仿真结果的相对误差等值线图。从图５可以看出，虽然式（７）

是利用１／２５≤狋／犔≤１／４，－０．１≤ε≤０．１范围内的数据拟合的，但式（７）在此区域以外的较大范围内仍然具有

较高精度。因此，可认为式（７）是一种有效的本构关系。

图４　等壁厚正六边形蜂窝结构应力应变曲线（犈狊＝７０犌犘犪，狏狊＝０．３３，狋／犔＝１／１０）

犉犻犵．４　犛狋狉犲狊狊犪狊犪犳狌狀犮狋犻狅狀狅犳狊狋狉犪犻狀犳狅狉狋犺犲狉犻犵犺狋犺犲狓犪犵狅狀犪犾犺狅狀犲狔犮狅犿犫狊狑犻狋犺狌狀犻犳狅狉犿犮犲犾犾狊

（犈狊＝７０犌犘犪，狏狊＝０．３３，狋／犔＝１／１０）

图５　应力误差等值线

犉犻犵．５　犚犲犾犪狋犻狏犲犲狉狉狅狉犮狅狀狋狅狌狉

４　结　论

１）定义了Ｇｉｂｓｏｎ公式的非线性修正因子（式（２）），通过ＡＮＳＹＳ对不同密度的等壁厚正六边形蜂窝进

行分析，数值结果表明，对于正六边形蜂窝材料，当细长比（密度）很小时，非线性因子与细长比本身无关，而

只与变形程度有关，且该非线性因子随应变的变化曲线形状与指数函数形状类似。从而可方便地描述一类
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低密度等壁厚正六边形蜂窝材料的几何非线性本构关系。

２）所给出的拟合公式（式（７））是在经典Ｇｉｂｓｏｎ公式基础上加以修正、推广而来，其形式简单，拟合精度

高，对于细长比和应变值在一定变化范围内的等壁厚正六边形蜂窝材料具有良好的适用性。本文方法可以

推广到普通六边形蜂窝材料。
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