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摘　要：Ｖｏｒｏｎｏｉ单元有限元法在计算多相复合材料时比普通位移有限元法效率高，并且能够

反映夹杂分布的随机性。用考虑界面脱层的Ｖｏｒｏｎｏｉ单元有限元法对代表性体积单元进行模拟得

到应力场，再用直接均匀化方法进行平均，得到能够反映界面脱层对材料有效性能影响的平均应

力 应变曲线和有效弹性模量。利用编写的可以对含任意夹杂代表性体积单元进行大规模计算的

程序，对多个模型进行了数值模拟，分析了夹杂的形状、体积分数、空间分布等因素对材料有效弹性

模量的影响，结果表明：具有较大有效弹性模量的模型一般在界面处有较大的应力集中，在加载过

程中较早发生界面脱层。
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颗粒增强复合材料在宏观上具有均匀性。从复合材料细观结构预测其宏观性能一般有两种方法，即解

析法和有限元法。解析法中较成熟的有Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论、变分法、自洽法、ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法等，在分析

几何体简单、夹杂体积分数小的模型时，估计的材料宏观等效性能较为合理有效，但无法描述微结构的应力

应变演化，也不能处理含任意微结构的问题。为了克服这种局限性，基于单胞模型的有限元计算方法越来越

流行。这种方法通过细化微结构上的代表性体积单元（ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｖｏｌｕｍｅｅｌｅｍｅｎｔ，ＲＶＥ）得到等效材料

的响应和演化。廖光开等［１］建立了计算钨丝增强锆基块体非晶复合材料等效弹性常数的理论模型，结合有

限元法对该复合材料等效弹性常数进行了数值计算。谢桂兰等［２］利用均匀化有限元方法，预测了碳纳米管

和纳米薄层各参数对复合材料层合板的宏观弹性模量的影响。李涛等［３］建立了非连续长玻纤增强复合材料

的代表性体积单元，研究了采用均匀化方法预测长玻纤增强聚丙烯注塑件的弹性力学性能的可行性。

基于单胞模型来预测复合材料宏观等效性能的研究很多，但是，大多研究都采用含单个夹杂的简单单胞

模型。而实际夹杂微结构的大小、形状、空间分布大多是随机的，因此，需要采用能够反映随机微结构的单胞

模型。１９９１年，Ｇｈｏｓｈ等
［４］提出了 Ｖｏｒｏｎｏｉ单元有限元法（ｖｏｒｏｎｏｉｃｅｌｌｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，ＶＣＦＥＭ）。

ＶＣＦＥＭ法是在材料横截面扫描图基础上划分常规的Ｖｏｒｏｎｏｉ网格图，能够准确地描述材料微结构大小、形

状和空间分布的随机性。ＶＣＦＥＭ 法在计算多相复合材料时具有单元数量少计算效率高等优越性。２０００

年，Ｍｏｏｒｔｈｙ和Ｇｈｏｓｈ进一步研究了ＶＣＦＥＭ的单元适应性和收敛性问题
［５］，验证了ＶＣＦＥＭ解的正确性。

ＶＣＦＥＭ法已经推广到许多复杂复合材料的研究中。２０１２年，Ｄｏｎｇ等
［６］发展了适用于复合材料和多孔材料

的细观力学模型的ＴｔｒｅｆｆｔｚＶｏｒｏｎｏｉ单元有限元法。２０１３年，Ｇｈｏｓｈ等
［７］通过ＬＥＶＣＦＥＭ法对非均质的铝合

金的局部韧性断裂进行了分析。徐佳丽［８］基于ＶＣＦＥＭ法对颗粒复合增强材料的研究引入传统有限元计算方

法，实现了两种单元的混合运算。郭隽［９］结合危险区域自检技术在危险区域进行了Ｖｏｒｏｎｏｉ网格的重生成。

笔者把能反映界面脱层的ＶＣＦＥＭ方法和直接均匀化方法结合起来研究颗粒增强复合材料的有效弹性

模量。采用ＶＣＦＥＭ方法对代表性体积单元进行细观结构分析，得到细观应力场，然后进行平均化，得到平

均应力 应变曲线和材料的有效宏观弹性模量。此方法得到的平均应力 应变曲线可以反映夹杂基体界面脱

层对材料有效性能的影响。对多个模型进行了数值模拟，分析了夹杂微结构的形状、体积分数、空间分布等

因素对材料有效弹性模量的影响。

１　考虑界面脱层的犞狅狉狅狀狅犻单元原理

Ｇｈｏｓｈ等
［４］基于卞学璜提出的应力杂交元法提出了Ｖｏｒｏｎｏｉ单元的构造原理。郭然

［１０］改进了应力函数

的选取和积分区域的划分并给出了考虑界面脱层的Ｖｏｒｏｎｏｉ单元构造方法。笔者采用郭然提出的考虑界面

脱层的Ｖｏｒｏｎｏｉ单元有限元法。

夹杂颗粒随机分布的代表性体积单元的 Ｖｏｒｏｎｏｉ单元划分如图１所示
［４］。若考虑界面脱层，则每个

Ｖｏｒｏｎｏｉ单元如图２所示
［１０］。其中，Ω犿 为基体部分，Ω犮 为夹杂部分，Ω狋犲为面力边界，Ω犲 为单元间边界，

Ω犫为基体夹杂界面未脱层边界，Ω犿 为脱粘部分基体侧边界，Ω犮 为脱粘部分夹杂侧边界；单元外边界上外

法线向量为狀犲，基体夹杂未脱层边界处指向基体侧的法向向量为狀犫，基体夹杂脱层处基体边缘的法向向量

为狀犿，基体夹杂脱层处夹杂边缘的法向向量为狀犮。

图１　犚犞犈的犞狅狉狅狀狅犻单元划分

犉犻犵．１　犞狅狉狅狀狅犻犮犲犾犾犱犻狏犻狊犻狅狀狅犳犚犞犈

图２　考虑界面脱层的犞狅狉狅狀狅犻单元模型

犉犻犵．２　犞狅狉狅狀狅犻犮犲犾犾犿狅犱犲犾狑犻狋犺犻狀狋犲狉犳犪犮犲犱犲犫狅狀犱犻狀犵
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在未脱粘界面上，面力连续条件为

狀犫·（σ
犿
－σ

犮）＝０，（在Ω犫 上） （１）

　　在脱粘界面上，两侧面力均为零：

狀犿·σ
犿
＝０，（在Ω犿 上） （２）

狀犮·σ
犮
＝０，（在Ω犮 上） （３）

　　考虑边界面力条件的应力杂交元的余能泛函为

Π犿犮＝
犲

（∫Ω犲

１

２
σ：犛：σｄΩ－∫Ω犲

狀·σ·狌ｄΩ＋∫Ω狋犲

犜·狌ｄΩ）。

　　用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法把式（１）（３）的边界条件引入到上式的余能泛函中，得到修正后的增量形式的余能

泛函为

Π
犲
犿犮（Δσ，Δ狌）＝∫Ω犲

Δ犅（σ，Δσ）ｄΩ＋∫Ω犲
ε：ΔσｄΩ－

∫Ω犲
狀犲·（σ＋Δσ）·（狌＋Δ狌）ｄΩ＋∫Ω狋犲

（珚犳＋Δ珚犳）·（狌＋Δ狌）ｄΩ＋

∫Ω犫
狀犫·（σ

犿
＋Δσ

犿
－σ

犮
－Δσ

犮）·（狌犫＋Δ狌
犫）ｄΩ－∫Ω犿

狀犿·（σ
犿
＋Δσ

犿）·（狌犿 ＋Δ狌
犿）ｄΩ－

∫Ω犮
狀犮·（σ

犮
＋Δσ

犮）·（狌犮＋Δ狌
犮）ｄΩ。

　　系统的总能量：Π犿犮＝
犲

Π
犲
犿犮。

单元能量对应力增量求一阶变分可得到单元内的欧拉方程：

Δε＝
１

２
［ （Δ狌）＋（Δ狌） ］，　 　（在Ω犲 内）

系统总能量Π犿犮对位移增量Δε求一阶变分可得到单元内的力协调条件：

狀犲·（σ＋Δσ）＝珚犳＋Δ珚犳，　 　　　　　　　（给定单元面力边界）

狀犲－·（σ＋Δσ）＋狀
犲＋·（σ＋Δσ）＝０，　　　（单元间）

狀犫·（σ
犮
＋Δσ

犮）＝狀
犫·（σ

犿
＋Δσ

犿），　 　 　（界面未脱层处）

狀犮·（σ
犮
＋Δσ

犮）＝０，　　　　　　　 　　　（界面脱层处基体侧）

狀犿·（σ
犿
＋Δσ

犿）＝０，　　　　　 　 　　　（界面脱层处夹杂侧）

　　对于二维问题，平衡应力场为：

［Δσ］
犿
＝犘

犿
Δβ

犿，　　　　　　　　（在Ω犿 内） （４）

［Δσ］
犮
＝犘

犮
Δβ

犮，　　　 　　　　　（在Ω犮 内） （５）

　　单元边界位移场由线性插值函数插值得到：

［狌］＝
狌１

狌２
烅
烄

烆
烍
烌

烎
＝犔｛狇｝＝

１－犪／犾犻 ０ 犪／犾犻 ０

０ １－犪／犾犻 ０ 犪／犾犻

熿

燀

燄

燅

狇２犻－１

狇２犻

狇２犻＋１

狇２犻＋２

烅

烄

烆

烍

烌

烎

。

　　单元边界位移增量由各个边界段节点广义位移增量插值得到

［Δ狌］＝犔｛Δ狇｝。 （６）

　　将式（４）（６）代入修正后的增量形式的余能泛函中，可得单元余能泛函的弱形式。

修正余能的驻值条件为

Π
犲
犿犮

（Δβ
犿）＝

０，
Π

犲
犿犮

（Δβ
犮）＝

０。
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由此可得单元内的欧拉方程的弱表达式，其迭代表达式的矩阵形式为

犎犿 ０

０ 犎犮

熿

燀

燄

燅

ｄβ
犿犻

ｄβ
犮犻

烅
烄

烆
烍
烌

烎
＝
犌犲 －犌犿犫 犌犿犿 ０

０ 犌犮犫 ０ 犌犮犮

熿

燀

燄

燅

ｄ狇
犲犻

ｄ狇
犫犻

ｄ狇
犿犻

ｄ狇
犮犻

烅

烄

烆

烍

烌

烎

。

其中：

犎犿
＝∫Ω犿

犘犿Ｔ犛犿犘
犿ｄΩ，犎

犮
＝∫Ω犮

犘犮Ｔ犛犮犘
犮ｄΩ，犌犲＝∫Ω犲

犘犿Ｔ狀犲Ｔ犔ｄΩ，

犌犿犿 ＝∫Ω犿
犘犿Ｔ狀犿Ｔ犔犿ｄΩ，

犌犮犮＝∫Ω犮
犘犮Ｔ狀犮Ｔ犔犮ｄΩ，犌犿犫＝∫Ω犫

犘犿Ｔ狀犫Ｔ犔犫ｄΩ，犌犮犫＝∫Ω犫
犘犮Ｔ狀犫Ｔ犔犫ｄΩ。

　　求解上式可得应力参数增量表达式为

ｄβ
犻
＝犎

－１犌ｄ狇
犻， （７）

其中：

犎＝
犎犿 ０

０ 犎犮

熿

燀

燄

燅
，犌＝

犌犲 －犌犿犫 犌犿犿 ０

０ 犌犮犫 ０ 犌犮犮

熿

燀

燄

燅
，ｄβ

犻
＝
ｄβ

犿犻

ｄβ
犮犻

烅
烄

烆
烍
烌

烎
，ｄ狇

犻
＝

ｄ狇
犲犻

ｄ狇
犫犻

ｄ狇
犿犻

ｄ狇
犮犻

烅

烄

烆

烍

烌

烎

。

　　系统总能量Π犿犮分别对节点位移增量Δ狇
犲、Δ狇

犫、Δ狇
犿 和Δ狇

犮 求一阶变分，可得面力边界条件的弱表达

式，其矩阵形式可简写为


犲

犌Ｔｄβ
犻
＝

犲

珚犉－
犲

犌犜
β
犿
＋Δβ

犿犻

β
犮
＋Δβ

犮犻
烅
烄

烆
烍
烌

烎
， （８）

　　其中：

珚犉＝

珚犉犲

０

０

０

熿

燀

燄

燅

，珚犉犲Ｔ＝∫Ω狋犮

（珚犳＋Δ珚犳）
Ｔ犔ｄΩ，

　　将式（７）代入式（８）可得：


犲

犌Ｔ犎－１犌ｄ狇
犻
＝

犲

珚犉－
犲

犌Ｔβ
犿
＋Δβ

犿犻

β
犮
＋Δβ

犮犻
烅
烄

烆
烍
烌

烎
。 （９）

　　系统的求解方程可写为


犲

犓犲ｄ狇
犻
＝

犲

珚犉－
犲

犌Ｔβ
犿
＋Δβ

犿犻

β
犮
＋Δβ

犮犻
烅
烄

烆
烍
烌

烎
。 （１０）

　　其中单元刚度矩阵为

犓犲＝

犌Ｔ
犲 ０

－犌
Ｔ
犿犫 犌Ｔ

犮犫

犌Ｔ
犿犿 ０

０ 犌Ｔ
犮犮

熿

燀

燄

燅

犎犿－１ ０

０ 犎犮－１

熿

燀

燄

燅

犌犲 －犌犿犫 犌犿犿 ０

０ 犌犮犫 ０ 犌犮犮

熿

燀

燄

燅
。

　　由应力函数矩阵犘求得犎 和矩阵犌，然后可得单元刚度矩阵，由式（７）可得应力参数增量Δβ，由式（４）、

式（５）可得基体和夹杂部分各点应力增量，累计到总量可得整个代表性体积单元的应力场。
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２　均匀化方法

求解复合材料有效性能的方法［１１］很多：１）以复合材料代表体元为基础的直接均匀化方法；２）以单一夹

杂理论为基础的各种近似模型及利用上述模型构造的各种数值方法，如自洽法、ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法等；３）微分

法；４）以变分原理为基础的上下限法；５）双尺度渐近展开均匀化方法。

２．１　直接均匀化方法

直接均匀化法基于场量的表面或体积平均而直接计算有效应力和有效应变，根据宏观应力和应变二者

之间的关系，求得宏观有效性能。可以用数值方法进行细观场量的直接平均，如有限元和边界元方法［１２１３］，

而细观结构可以是任意的几何尺寸。

犚犞犈 的细观应力和应变的体积平均定义为

〈σ犻犼〉＝
１

犞∫犞σ犻犼ｄ犞＝
１

犞犿∫犞犿σ犻犼ｄ犞犿 ＋
１

犞犮∫犞犮σ犻犼ｄ犞犮，

〈ε犻犼〉＝
１

犞∫犞ε犻犼ｄ犞＝
１

犞犿∫犞犿ε犻犼ｄ犞犿 ＋
１

犞犮∫犞犮ε犻犼ｄ犞犮。

　　如果非均匀材料有均匀位移边界条件或均匀应力边界条件，可以证明平均应变等于边界上的常应变，平

均应力等于边界上的常应力：

［ε犻犼］＝ε
０
犻犼 或［σ犻犼］＝σ

０
犻犼。 （１１）

　　因此，当给定均匀位移边界条件时，复合材料的有效应变是已知的，为了计算复合材料的有效弹性模量，

要先计算材料的有效应力场；当给定均匀应力边界条件时，复合材料的有效应力是已知的，为了计算复合材

料的有效弹性模量要先计算材料的有效应变场。

２．２　双尺度渐近展开均匀化方法

双尺度渐近展开均匀化方法由Ｂｅｎｓｓｏｕｓａｎ等
［１４］和ＳａｎｃｈｅｚＰａｌｅｎｃｉａ

［１５］提出，与有限元法结合起来，在

复合材料有效性能预报方面得到了广泛的应用。渐近均匀化理论有严格的数学理论推导。该方法同时引入

均匀的宏观结构和非均匀的具有周期性分布的细观结构：将位移表示成关于宏观坐标和微细观坐标的函数，

并用小参数渐近展开，用摄动技术得到一系列控制方程。对这些问题的求解给出了复合材料的宏观有效性

能，并给出了微观应力场。

相关文献已经证明，渐近均匀化方法与直接平均法虽然数学表示不同，但它们的基本原理是共同的，它

们预测的平均性能其结果也是一致的［１６１８］。本文中算例有均匀位移边界条件，ＶＣＦＥＭ 法对ＲＶＥ进行模

拟，可得整个ＲＶＥ内的细观应力场，因此，采用直接均匀化方法。由均匀位移边界条件得平均应变，对ＲＶＥ

的细观应力场进行体积平均得到平均应力，由此得复合材料的有效弹性模量。

３　算　例

下述算例应用郭然提出的考虑界面脱层的Ｖｏｒｏｎｏｉ单元有限元法分别对单夹杂和随机分布的多夹杂代

图３　含有一个夹杂的犞狅狉狅狀狅犻单元模型

犉犻犵．３　犞狅狉狅狀狅犻犮犲犾犾犿狅犱犲犾狑犻狋犺犪狀犻狀犮犾狌狊犻狅狀

表性体积单元进行了模拟，得到代表性体积单元内的应力场，然后用

Ｆｏｒｔｒａｎ语言编写的均匀化程序得到平均的应力应变，从而得到平均

应力应变曲线和有效弹性模量。分析了夹杂形状、大小、空间分布等

因素对复合材料有效弹性模量的影响。

３．１　算例１

本算例要模拟的模型是在２０ｍｍ×２０ｍｍ正方形的基体里包含

一个半径为５ｍｍ的圆形夹杂，夹杂位于正方形基体的中心位置，所

占体积比为１９．６％。所受边界条件和位移载荷如图３所示，上下边

竖直位移为０，左边水平位移为０，右端分载荷步施加水平位移载荷，

每载荷步位移为０．００１ｍｍ，共４０个载荷步。材料参数如表１所示，

基体部分（Ａｌ２０２４）为双线性弹塑性材料，夹杂部分（ＳｉＣ）为线性弹性

材料。
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表１　材料参数

犜犪犫犾犲１　犕犪狋犲狉犻犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

材料 弹性模量／ＧＰａ 泊松比 屈服应力／ＭＰａ 切线模量／ＧＰａ 界面强度／ＭＰａ

基体 ７２ ０．３３ ７０ １４．５

夹杂 ４３０ ０．２５ — —
８０

图４给出了在第２０载荷步时模型的水平应力云图，图５和图６分别给出了不考虑基体材料塑性和考虑

基体材料塑性时模型的平均应力应变曲线。从图中可以看出，夹杂的加入提高了材料的刚度，但在界面处有

较高的应力集中，容易发生界面脱层，界面的脱层降低了材料的刚度，这是因为脱层部分的夹杂不再传递载

荷，使得材料的承载能力得到削弱。模拟得到的有效宏观弹性模量为９１．８ＧＰａ，由Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论计

算得到的有效宏观弹性模量为９５．３ＧＰａ，相对误差为３．８％。而Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论是含有一夹杂物的无

限大介质在无限远场处应力作用下的应力场，在体积分数较小的情况下能得到较准确的有效模量。因此，本

文的结果可信。

图４　算例１在第２０载荷步时的水平应力云图

犉犻犵．４　犎狅狉犻狕狅狀狋犪犾犱犻狉犲犮狋犻狅狀狊狋狉犲狊狊犮狅狀狋狅狌狉狅犳犲狓犪犿狆犾犲１犪狋２０犾狅犪犱狊狋犲狆

图５　不考虑塑性时算例１的平均应力 应变曲线

犉犻犵．５　犜犺犲犪狏犲狉犪犵犲狊狋狉犲狊狊狊狋狉犪犻狀犮狌狉狏犲狅犳犲狓犪犿狆犾犲１

狑犺犲狀狋犺犲犿犪狋狉犻狓犿犪狋犲狉犻犪犾犻狊犲犾犪狊狋犻犮

图６　算例１在考虑塑性时的平均应力 应变曲线

犉犻犵．６　犜犺犲犪狏犲狉犪犵犲狊狋狉犲狊狊狊狋狉犪犻狀犮狌狉狏犲狅犳犲狓犪犿狆犾犲１

狑犺犲狀狋犺犲犿犪狋狉犻狓犿犪狋犲狉犻犪犾犻狊狆犾犪狊狋犻犮

３．２　算例２

本算例中基体为２ｍｍ×２ｍｍ的正方形，基体中随机分布１６个圆形夹杂颗粒。夹杂的形状、空间分布

相同，研究不同体积分数的多夹杂随机分布的代表性体积单元的有效宏观模量。分布如图７所示，（ａ）、（ｂ）、
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（ｃ）、（ｄ）的体积分数犳分别为１０％、２０％、３０％、４０％。边界条件和算例１相同：上下边固定竖直位移，左边固

定水平位移，右端分载荷步施加水平位移载荷，每载荷步位移为０．０００２ｍｍ，共３０个载荷步。材料参数如表

１所示。图８给出了不同体积分数的平均应力应变曲线，图９给出了多夹杂随机分布的Ｖｏｒｏｎｏｉ单元的有效

弹性模量随体积分数的变化曲线。从结果可以看出，材料的有效宏观弹性模量随夹杂体积分数的增大而变

大，大的夹杂体积分数可以更有效地提高材料的总体刚度。这是因为夹杂为硬性夹杂，其弹性模量比基体的

弹性模量大，当夹杂体积分数较大时材料的有效弹性模量就会较大。同时大的夹杂也提高了界面的应力集

中，含有大的夹杂的模型较先出现界面脱层，而界面的脱层反而降低了材料的刚度。

图７　不同体积分数的犞狅狉狅狀狅犻单元模型

犉犻犵．７　犞狅狉狅狀狅犻犮犲犾犾犿狅犱犲犾狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋狏狅犾狌犿犲犳狉犪犮狋犻狅狀

图８　算例２中不同体积分数的平均应力 应变曲线

犉犻犵．８　犜犺犲犪狏犲狉犪犵犲狊狋狉犲狊狊狊狋狉犪犻狀犮狌狉狏犲狅犳犲狓犪犿狆犾犲２

狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋狏狅犾狌犿犲犳狉犪犮狋犻狅狀狊

图９　有效模量随体积分数的变化

犉犻犵．９　犜犺犲狏犪狉犻犪狋犻狅狀狅犳犲犳犳犲犮狋犻狏犲犿狅犱狌犾狌狊狑犻狋犺

狏狅犾狌犿犲犳狉犪犮狋犻狅狀

图１０　夹杂分布不同的犞狅狉狅狀狅犻单元模型图

犉犻犵．１０　犞狅狉狅狀狅犻犮犲犾犾犿狅犱犲犾狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋

犻狀犮犾狌狊犻狅狀犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀

３．３　算例３

本算例中基体为２ｍｍ×２ｍｍ的正方形，基体中随

机分布１６个圆形夹杂颗粒，夹杂大小相同，体积分数均为

３０％，模型１中夹杂分布密集，模型２中夹杂分布稀疏，如

图１０所示。边界条件和以上算例相同：上下边固定竖直

位移，左边固定水平位移，右端分载荷步施加水平位移载

荷，每载荷步位移为０．０００１ｍｍ，共６０个载荷步。材料参

数如表１所示。图１１给出了第５载荷步时模型的水平力

云图，此时界面未发生脱层，图１２给出了第４０载荷步时

模型的水平应力云图，此时界面全部脱层。从图中可以看

出夹杂分布集中时界面应力集中更明显。图１１给出了两
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个模型的平均应力应变曲线，（ａ）中模型１的有效弹性模量为１１０．９０ＧＰａ，（ｂ）中模型２的有效弹性模量为

１０７．９６ＧＰａ。夹杂的空间分布对材料的有效弹性模量有影响，夹杂分布较集中时材料有效弹性模量较大，对

材料刚度的增强更明显。这是因为当夹杂分布较集中时，夹杂之间的互作用应力较大。

图１１　算例３在第５载荷步时的水平应力云图

犉犻犵．１１　犎狅狉犻狕狅狀狋犪犾犱犻狉犲犮狋犻狅狀狊狋狉犲狊狊犮狅狀狋狅狌狉狅犳
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图１２　算例３在第４０载荷步时的水平应力云图
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３．４　算例４

本算例中基体为２ｍｍ×２ｍｍ的正方形，基体中随机分布４０个夹杂颗粒，夹杂的大小、形状不同，空间

分布位置相同，体积分数均为３０％，如图１３所示。图１４（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）、（ｅ）中夹杂为椭圆形，大小、形状相

同，方向不同，模型（ａ）中方向随机，模型（ｂ）中夹杂长轴沿水平方向，模型（ｃ）、（ｄ）中夹杂长轴与水平方向夹

角分别为３０°和６０°，模型（ｅ）中夹杂长轴沿竖直方向，模型（ｆ）中夹杂为半径相等的圆形，模型（ｇ）中夹杂的大

小、形状、方向均是随机的。边界条件和以上算例相同：上下边固定竖直位移，左边固定水平位移，右端分载

荷步施加水平位移载荷，每载荷步位移为０．０００１ｍｍ，共６０个载荷步。材料参数如表１所示。均匀化后不

同模型的有效弹性模量分别为１０６．１２、１１５．８９、１１０．８０、１０３．８８、１０２．７５、１０６．３６、１０７．３５ＧＰａ。由模型（ａ）、（ｂ）、

（ｃ）、（ｄ）、（ｅ）的结果可以看出夹杂的方向对有效弹性模量有影响，有效弹性模量随着夹杂长轴方向和载荷方

向的夹角的增大而减小，夹杂长轴方向和载荷方向相同时材料的有效弹性模量最大，夹杂长轴方向和载荷方

向垂直时材料的有效弹性模量最小。从结果中还可以看出，夹杂的形状对材料有效弹性模量也有影响。模

型（ｇ）的结果稍大于模型（ａ）和模型（ｆ），是因为模型（ｇ）有较大的夹杂。

图１３　夹杂分布密集程度不同时材料的平均应力 应变曲线

犉犻犵．１３　犃狏犲狉犪犵犲狊狋狉犲狊狊犪狀犱狊狋狉犪犻狀犮狌狉狏犲狊狅犳犿犪狋犲狉犻犪犾狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀犱犲狀狊犻狋狔

０７ 重 庆 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第３９卷



图１４　多夹杂随机分布的犞狅狉狅狀狅犻单元模型
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４　结　论

基于Ｖｏｒｏｎｏｉ单元有限元法对颗粒增强复合材料的代表性体积单元进行了模拟，得到整个代表性体积

单元内的应力场，并通过平均化方法得到材料的平均应力应变曲线和有效弹性模量，并对含单夹杂和随机分

布的多夹杂的模型进行数值模拟，得到材料的有效弹性模量，分析了夹杂微结构的形状、体积分数、空间分布

等因素对材料有效宏观弹性模量的影响。

１）采用含任意夹杂的代表性体积单元，能反映颗粒增强复合材料的微结构的随机性。

２）采用考虑夹杂基体界面脱层的Ｖｏｒｏｎｏｉ单元，直接均匀化后的平均应力 应变曲线可以反映界面脱层

对材料有效宏观性能的影响。

３）得到复合材料的有效弹性模量后，可以在徐佳丽等研究的基础上对复合材料进行宏细观跨尺度模拟。

首先对复合材料在宏观尺度上进行普通有限元计算，由自检技术和网格重生成技术在有可能破坏的危险区

域划分Ｖｏｒｏｎｏｉ单元，然后进行ＶＣＦＥＭ法和普通有限元法的混合运算。
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