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摘　要：通过引入热力问题的应力 应变关系，建立了求解叠层材料温度应力的半解析状态空

间法。该方法沿叠层材料水平方向用有限元法离散位移、应力分量，在竖向采用状态空间法求解，

得到叠层材料各交界面上的位移、应力分量。为验证该方法的有效性，针对某一给定温度进行热力

学分析，并与有限元结果进行对比。算例表明，该方法计算精度高、计算量小。
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在复合材料的力学计算中，通常把复合材料简化成叠层材料进行分析。状态空间法在分析叠层材料时

具有计算精度高、计算量小的特点。范家让［１］首次提出了状态空间法并将其应用在板壳问题中。状态空间

法主要包括输入变量、传递矩阵、输出变量三部分，其中输入变量为叠层材料各交界面上已知的位移、应力组

成的向量，输出变量为各界面未知的位移、应力分量，传递矩阵由材料属性决定。在以后的研究过程中，受到

有限元思想的启发，Ｓｈｅｎｇ
［２］及Ｙｅ

［３］等提出了与有限元方法相结合的状态空间法，该方法沿叠层材料水平方

向用有限元法离散位移、应力分量，而在竖向采用状态空间法求解。当沿叠层材料水平向采用样条插值

法［４］，在竖向采用状态空间法时，同样可以准确计算叠层材料的弹性力学问题。由于状态空间法中输入变量

与输出变量间关系简洁明了，因此该方法可以作为传递方法，与其他计算方法结合，例如，Ｂｅｎｅｄｅｔｔｉ等
［５］将状

态空间法与快速边界元法结合，求得了压电粘结材料的应力场。



无论在建筑工业还是机械工业中，状态空间法在分析热传导问题时都得到了广泛应用［６］。在分析瞬态

热传导问题时，时域分析是状态空间法求解的关键。目前，主要有两种时域分析方法：差分格式法［７８］以及拉

普拉斯变换法［９］。差分格式法较为直观，其精度取决于时间步长的选择。以上两种方法结合状态空间法均

能准确计算瞬态热传导问题，但在建筑工业范围内，求解墙体热传导的方法除了状态空间法，还有直接求根

法及频域回归法。经学者研究发现，状态空间法相较于频域回归法，其准确性略差［１０］。

由于受到边界的约束，在热传导过程中会产生温度应力，当该应力过大时会导致结构失效。状态空间法

在温度应力计算中同样得到广泛应用［１１］，例如，李家宇等［１２］就利用状态空间法求得了四边简支压电热弹性

层合正交双曲壳的精确解。另外，Ｙｏｕｓｓｅｆ等
［１３］提出了一种广义热弹性力学理论并将其与状态空间法结合

求解了一维热弹性力学问题。后来又有其他学者扩大了该理论的应用范围，例如，Ｅｚｚａｔ等
［１４］进一步求得了

磁 热 弹问题的数值解。而以上的热应力分析大多是针对无限大结构，对于有一定约束条件的有限尺寸结构，

则可以延续状态空间有限元思想［２］，与热弹性力学的基本方程结合在一起，利用状态空间法分析温度应力。

１　二维模型变分原理

考虑如图１所示由犕 层各向同性材料组成的叠层材料，每层材料的弹性模量犈、泊松比μ以及热膨胀

系数α可以不同，图中狓 向和狔向分别表示横向和纵向，横向和纵向的位移分量为狌和狏，犔、犎 分别为长

度、高度，Δ犜 为温度荷载，两边虚线表示结构只受狔向约束。叠层材料几何形状及荷载均为对称。截取左

边一半用状态空间法分析，产生边界条件为：狓＝０边的位移狏＝０，应力σ狓狓＝０；狓＝犔／２边的位移狌＝０，应力

σ狓狔＝０，其中σ狓狓、σ狓狔分别表示狓向正应力和切应力。

图１　直角坐标系中的叠层材料

犉犻犵．１　犔犪犿犻狀犪狋犲犱犿犪狋犲狉犻犪犾犻狀狋犺犲狉犲犮狋犪狀犵狌犾犪狉犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊狔狊狋犲犿

根据ＨｅｌｌｉｎｇｅｒＲｅｉｓｓｎｅｒ变分原理
［１５］，对于叠层材料中的任意一层可以建立变分方程


Ω

δσ
Ｔ 犈Ｔ（ ）狌－ε［ ］ｄΩ－

Ω

δ狌
Ｔ 犈（ ）σ＋犳［ ］ｄΩ－∫犅狌

δ犘
Ｔ（狌－狌）ｄ犛＋∫犅σ

δ狌
Ｔ（犘ｓ－犘ｓ）ｄ犛＝０，（１）

式中：狌为位移分量狌、狏组成的向量；σ、ε分别表示应力、应变向量；犅狌、犅σ 分别表示已知的位移边界和应力

边界；狌，犘ｓ分别表示边界上已知的位移和应力条件，犈
Ｔ（ ）为微分算子［２］。若位移、应力场均满足边界条

件，则式（１）中的狌＝狌，犘ｓ＝犘ｓ。因此，式（１）可以等价表示成


Ω

δ狌
Ｔ 犈（ ）σ＋犳［ ］ｄΩ＝０， （２ａ）


Ω

δσ
Ｔ
ε－犈

Ｔ（ ）狌［ ］ｄΩ＝０， （２ｂ）

以上２个方程分别表示平衡方程和几何方程。

文中方法仅在叠层材料的上边划分单元，即在第一层材料的上边划分犖－１个线性单元，产生犖 个节

点。犲１、犲犽、犲犖－１分别表示第１个、第犽个、第犖－１个单元，如图１所示。引入沿狓轴方向有等参元性质的单

元，节点的位移、应力参量仅为狔的函数，现以第犽个单元为例进行说明。第犽个单元的位移和应力可以采
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用如下插值形式

狌犽＝
狀

犻＝１

犖犽
犻（ξ）狌

犽
犻（狔），狏

犽
＝

狀

犻＝１

犖犽
犻（ξ）狏

犽
犻（狔）， （３ａ）

σ
犽
狓狔 ＝

狀

犻＝１

犖犽
犻（ξ）σ

犽
狓狔犻（狔），σ

犽
狔狔 ＝

狀

犻＝１

犖犽
犻（ξ）σ

犽
狔狔犻（狔），σ

犽
狓狓 ＝

狀

犻＝１

犖犽
犻（ξ）σ

犽
狓狓犻（狔）， （３ｂ）

式中：ξ为局部坐标值；犖
犽
犻（ξ）表示第犻个形函数。狌

犽
犻（狔）、σ

犽
狓狔犻（狔）分别表示节点的位移、应力参量，且仅为狔

的函数；狀为插值节点数，本文中狀＝２，表示采用线性单元。

另外，温度应力问题中的物理方程为

ε＝犛σ＋犑， （４）

式中：犛为各向同性材料的柔度矩阵，犑＝［α犜 α犜 ０］Ｔ。将式（４）代入式（２ｂ），并将其拆分为平面问题表达

式（５）与反平面问题表达式（６）：


Ω

δσ狓狔

δσ狔狔
烅
烄

烆
烍
烌

烎

Ｔ



狔

狌

狏
烅
烄

烆
烍
烌

烎
－
０ －



狓
犛３ ０

０ ０ ０ 犛１

熿

燀

燄

燅

狌

狏

σ狓狔

σ狔狔

烅

烄

烆

烍

烌

烎

＋
０

－犛２

熿

燀

燄

燅
σ狓狓｛ ｝＋

０

－α犜

熿

燀

燄

燅

烄

烆

烌

烎

ｄΩ＝０， （５）


Ω

δσ狓狓｛ ｝Ｔ 犛１σ狓狓 － ／狓 ０ ０ －犛２［ ］

狌

狏

σ狓狔

σ狔狔

烅

烄

烆

烍

烌

烎

＋α犜

烄

烆

烌

烎

ｄΩ＝０。 （６）

将平面问题表达式（５）与（２ａ）合并


Ω

δ狌

δ狏

δσ狓狔

δσ狔狔

烅

烄

烆

烍

烌

烎

Ｔ
０ ０ １ ０

０ ０ ０ １

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

熿

燀

燄

燅



狔

狌

狏

σ狓狔

σ狔狔

烅

烄

烆

烍

烌

烎

－

０ ０ ０ ０

０ ０ －


狓
０

０ －


狓
犛３ ０

０ ０ ０ 犛１

熿

燀

燄

燅

狌

狏

σ狓狔

σ狔狔

烅

烄

烆

烍

烌

烎

＋



狓

０

０

－犛２

熿

燀

燄

燅

σ狓狓｛ ｝＋

０

０

０

－α

熿

燀

燄

燅

犜

烄

烆

烌

烎

ｄΩ＝０，（７）

式（５）～（７）中的犜 表示每一层材料的温度；犛１、犛２、犛３ 为柔度矩阵犛中的元素。将每一层材料上边用线性

单元离散，将式（３）代入到式（６）（７）中得到

∫狔

｛δ狊｝
Ｔ 犇狊－犈

狆

狇
烅
烄

烆
烍
烌

烎
＋犌犜

烄

烆

烌

烎
ｄ狔＝０， （８）

∫狔

δ狆

δ狇
烅
烄

烆
烍
烌

烎

Ｔ

犃
ｄ

ｄ狔

狆

狇
烅
烄

烆
烍
烌

烎
－犅

狆

狇
烅
烄

烆
烍
烌

烎
＋犆狊＋犎犜

烄

烆

烌

烎
ｄ狔＝０， （９）

式（８）（９）中狆
Ｔ＝［狌Ｔ（狔）狏

Ｔ（狔）］，狇
Ｔ＝［σ

Ｔ
狓狔（狔） σ

Ｔ
狔狔（狔）］，狊

Ｔ＝［σ
Ｔ
狓狓（狔）］，犜 则表示离散单元后每个节点

的温度。向量的排列形式按照节点号升序排列，例如，狌（狔）＝［狌１（狔），狌２（狔），…，狌犖（狔）］
Ｔ。犃、犅、犆、犇、犈、

犌 及犎 表示常系数矩阵。

如图１所示，将已知边界条件代入式（８）（９）可等价写为

犇犳狊犳 ＝犈犳犚－犌犳犜， （１０）

犃犳
ｄ

ｄ狔
犚＝犅犳犚－犆犳狊犳 －犎犳犜， （１１）

式中：犚＝［狆
Ｔ

犳
狇
Ｔ

犳
］Ｔ，狆

犳
、狇
犳
和狊

犳
表示每一层材料上、下边的未知状态量。常数矩阵犃犳、犅犳、犆犳、犇犳、犈犳、

犌犳 及犎犳 表示经过代入已知边界状态量后推导出的新的常数矩阵。犜表示划分单元后所有节点的温度。联

立式（１０）、（１１）并消去平面内应力分量狊
犳
得到了如下方程

犃犳
ｄ

ｄ狔
犚＝犓犳犚＋犅犳， （１２）

４８ 重 庆 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第３９卷



式中：犓犳＝（犅犳－犆犳犇犳
－１犈犳），犅犳＝（犆犳犇犳

－１犌犳－犎犳）犜。

在代入边界条件时应该注意到，由于节点１处的σ狔狔未知，状态未知量中应力未知量的个数比位移未知

量的个数多１个。为了消去节点１的σ狔狔，引入温度应力的通式

σ狔狔 ＝
μ犈

１－μ
２ε狓狓 ＋

犈

１－μ
２ε狔狔 －

犈α犜

１－μ
。 （１３）

　　在如图１所示的问题中，由于狓＝０边仅受竖向约束，横向自由，因此该边界上的应变ε狔狔、ε狓狓均为零，代

入式（１３）得

σ狔狔 ＝－
犈α犜１

１－μ
， （１４）

将式（１４）代入式（１２）中，形成任意一层的非齐次状态方程

ｄ

ｄ狔
犚
槇
＝犖
槇
犳犚
槇
＋犕
槇
犳， （１５）

式中：犖槇犳＝犃
槇
犳
－１犓
槇
犳，其中的犚

槇和犃
槇
犳、犓
槇
犳 分别表示消去多余未知量σ狔狔后推导出的未知状态量和常数矩阵；犕

槇
犳

不仅与式（１２）中的犅犳 有关，还与节点１处的温度有关。

２　状态方程的求解

对于叠层材料中的第犻层，求解温度应力问题得出的非齐次状态方程为

ｄ

ｄ狔
犚犻＝犖犻犚犻＋犕犻， （１６）

由于在分析过程中温度荷载为已知量，则犕犻 为常数列阵。根据式（１６）的解可得

犚犻（狔）＝犇犻（狔）犚犻（狔犻－１）＋犎犻（狔），狔∈ ［狔犻－１，狔犻］，

犇犻（狔）＝ｅ
犖犻（狔－狔犻－１），

犎犻（狔）＝∫
狔

狔犻－１

ｅ犖犻
（狔－τ）犕犻ｄτ。

烅

烄

烆

（１７）

当狔＝狔犻 时，有

犚犻（狔犻）＝犇犻（狔犻）犚犻（狔犻－１）＋犎犻（狔犻），

犇犻（狔犻）＝ｅ
犖犻犺犻，

犎犻（狔犻）＝∫
狔犻

狔犻－１

ｅ犖犻
（狔犻－τ）犕犻ｄτ，

烅

烄

烆

（１８）

式中：犺犻 表示第犻层材料的厚度。对于式（１８）中第２式，采用泰勒级数计算其近似值，截取１０阶

ｅ犃狋＝犐＋犃狋＋
犃２

２！
狋２＋

犃３

３！
狋３＋…＋

犃１０

１０！
狋１０， （１９）

对于式（１８）中的第３式，采用六点高斯积分计算其数值解。将式（１８）中的第２、第３式代入第１式，经整理得

到线性方程组

犃犻狓犻＝犫犻， （２０）

式中：犃犻 为第犻层材料的系数矩阵；犫犻 为式（１８）第１式中已知参量组成的列阵；狓犻 为第犻层材料上、下界面的

未知位移及应力分量。

对第犻＋１层材料进行如上所述的计算后，同样可以形成线性方程组

犃犻＋１狓犻＋１＝犫犻＋１。 （２１）

利用各交界面上的位移关系以及应力关系可得

｛狆
犻＋１
犳 （狔犻）｝＝｛狆

犻
犳（狔犻）｝，｛狇

犻＋１
犳 （狔犻）｝＝｛狇

犻
犳（狔犻）｝， （２２）

式中：｛狆
犻＋１
犳 （狔犻）｝及｛狆

犻
犳（狔犻）｝分别表示第犻＋１层材料上端界面及第犻层材料下端界面的位移分量；

｛狇
犻＋１
犳 （狔犻）｝及｛狇

犻
犳（狔犻）｝分别表示第犻＋１层材料上端界面及第犻层材料下端界面的应力分量，即，犚犻（狔犻）＝

犚犻＋１（狔犻）。将各层材料形成的线性方程组组合形成叠层材料的整体线性方程组
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犃狓＝犫， （２３）

解得的狓即叠层材料各界面上所有未知的位移及应力分量。

３　算例

图２为由３层各向同性材料组成的叠层材料，长犔＝２ｍ，高犎＝０．３ｍ，每一层材料高犺＝０．１ｍ。狓＝０、

狓＝犔边仅受沿狔轴的位移约束，如图２中虚线所示。沿狔 轴正方向从上至下的材料参数分别为弹性模量

犈１＝２．１×１０
１１Ｐａ，犈２＝１．０５×１０

１１Ｐａ，犈３＝２．１×１０
１１Ｐａ；泊松比均为μ＝０．３；热膨胀系数α１＝１×１０

－５／℃，

α２＝２×１０
－５／℃，α３＝１×１０

－５／℃。图２中的１＋，１－分别表示第１层材料的上下界面，其余的２＋，３－等表

达方式类似。整个叠层材料受到的温度荷载表达式为Δ犜＝－１０狓
２＋２０狓。

图２　叠层材料几何形状以及温度荷载

犉犻犵．２　犌犲狅犿犲狋狉狔狅犳犾犪犿犻狀犪狋犲犱犿犪狋犲狉犻犪犾犪狀犱狋犺犲狉犿犪犾犾狅犪犱

由于整个材料形状以及所受温度载荷对称，仅分析左边一半结构。首先进行有限元法计算的收敛性分

析：分别沿狓轴离散为１０、２０、３０、４０等份，沿狔轴离散为１２等份，每一层均划分４等份。有限元法均采用八

节点二次单元。在每一层交界面上取几个特殊位置的点，并将该点处的位移及应力分量列入表１。

表１　有限元法的收敛性分析

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犮狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲狅犳犳犻狀犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋犿犲狋犺狅犱

单元划分 界面
狌／ｍｍ 狏／ｍｍ σ狔狔／ＭＰａ σ狔狔／ＭＰａ σ狓狔／ＭＰａ

狓＝０ 狓＝犔／２ 狓＝０ 狓＝犔／４ 狓＝犔／４

１０×１２

１＋ －０．０８１７　 －０．０２０６　 ０．００１６　 ０．０００４　 ０．００００　

１－ －０．０７９３　 －０．０１１２　 －０．０１４７　 －０．０４１２　 －０．４１９７　

３＋ －０．０７９３　 ０．０１１２　 －０．０１４７　 －０．０４１２　 ０．４１９７　

３－ －０．０８１７　 ０．０２０６　 ０．００１６　 ０．０００４　 ０．００００　

２０×１２

１＋ －０．０８１７　 －０．０２０６　 ０．０００３　 ０．０００４　 ０．００００　

１－ －０．０７９３　 －０．０１１２　 －０．００５３　 －０．０４１２　 －０．４１９７　

３＋ －０．０７９３　 ０．０１１２　 －０．００５３　 －０．０４１２　 ０．４１９７　

３－ －０．０８１７　 ０．０２０６　 ０．０００３　 ０．０００４　 ０．００００　

３０×１２

１＋ －０．０８１７　 －０．０２０６　 ０．００００　 ０．０００４　 ０．００００　

１－ －０．０７９３　 －０．０１１２　 －０．００２７　 －０．０４１２　 －０．４１９７　

３＋ －０．０７９３　 ０．０１１２　 －０．００２７　 －０．０４１２　 ０．４１９７　

３－ －０．０８１７　 ０．０２０６　 ０．００００　 ０．０００４　 ０．００００　

４０×１２

１＋ －０．０８１７　 －０．０２０６　 ０．００００　 ０．０００４　 ０．００００　

１－ －０．０７９３　 －０．０１１２　 －０．００１７　 －０．０４１２　 －０．４１９７　

３＋ －０．０７９３　 ０．０１１２　 －０．００１７　 －０．０４１２　 ０．４１９７　

３－ －０．０８１７　 ０．０２０６　 ０．００００　 ０．０００４　 ０．００００　
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表１中的１＋、１－分别表示第１层材料的上、下界面，３＋、３－分别表示第３层材料的上、下界面。由表１

可以看出，当采用１０×１２的单元划分时，特定点的位移以及应力值已经收敛。由于本算例中最左侧竖边仅

受竖向的位移约束，横向自由，其应变ε狔狔、ε狓狓为零，且本算例的温度载荷在此处为零，代入式（１３）可以解得左

侧竖边上各点的应力σ狔狔均为零。对于有限元法，可以发现，随着单元逐渐加密，由于左侧竖边的应变ε狓狓逐

渐逼近真实值零，使得应力σ狔狔虽不准确等于边界条件，却逐渐变小，趋近于边界条件，说明单元加密能够提

高计算精度。

然后进行状态空间法与有限元法的对比分析。对于本文方法，仅在上边划分２０个线性单元。同时采用

有限元软件ＡＮＳＹＳ对结构进行分析，为提高计算精度，采用４０×１２的单元划分方式，在叠层材料左侧一半

的矩形域共划分４８０个８节点实体二次单元，如图３所示，其中ＳＳＭ表示本文的状态空间法结果，ＦＥＭ表示

有限元法计算结果。

图３　有限元单元网格划分

犉犻犵．３　犕犲狊犺狅犳犾犪犿犻狀犪狋犲犱犿犪狋犲狉犻犪犾犳狅狉犃犖犛犢犛

图４、图５分别绘出了１、２层材料交界面处的位移狌、狏。从中可以看出１～２层界面上位移的本文计算

结果与有限元法计算结果吻合得很好，且均准确满足给定的位移边界条件。

图４　１～２层界面横向位移

犉犻犵．４　犎狅狉犻狕狅狀狋犪犾犻狀狋犲狉犳犪犮犻犪犾犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犫犲狋狑犲犲狀

狋犺犲犳犻狉狊狋犪狀犱狊犲犮狅狀犱犾犪狔犲狉

图５　１～２层界面竖向位移

犉犻犵．５　犞犲狉狋犻犮犪犾犻狀狋犲狉犳犪犮犻犪犾犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犫犲狋狑犲犲狀

狋犺犲犳犻狉狊狋犪狀犱狊犲犮狅狀犱犾犪狔犲狉

图６、图７分别给出了１、２层材料交界面处的应力场σ狓狔、σ狔狔，其中σ狓狔的本文解与有限元解能很好地吻

合，σ狔狔的本文解与有限元解在边界上略微有所偏差。由于将式（１３）处理后得到的σ狔狔值直接作为应力边界

条件代入本文算法，因此本文在边界处的σ狔狔严格等于边界条件。有限元法的计算过程为，首先利用变分原

理求出各节点的位移量，再由位移量求解各节点的应力分量。导致有限元法在边界上只能准确满足位移边

界条件，而应力边界条件只能近似满足。因此，本文方法与有限元方法结果在边界处略有差异，如图７所示。

且本文方法根据混合变分原理可以同时求出位移以及应力分量，减少了计算误差，在交界面上得到的应力值

更加准确。
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图６　１～２层界面应力σ狓狔

犉犻犵．６　犐狀狋犲狉犳犪犮犻犪犾狊狋狉犲狊狊σ狓狔犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲

犳犻狉狊狋犪狀犱狊犲犮狅狀犱犾犪狔犲狉

图７　１～２层界面应力σ狔狔

犉犻犵．７　犐狀狋犲狉犳犪犮犻犪犾狊狋狉犲狊狊σ狔狔犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲

犳犻狉狊狋犪狀犱狊犲犮狅狀犱犾犪狔犲狉

由于材料属性的不同，导致不同的材料有不同的应力值σ狓狓。图８、图９绘出了１、２层材料交界面对应不

同材料的应力σ狓狓。由图８和图９可以发现，本文解与有限元解吻合较好，且有限元解在狓＝０处近似满足边

界条件σ狓狓＝０。

图８　对应第１层材料的界面应力σ狓狓

犉犻犵．８　犛狋狉犲狊狊σ狓狓狅犳犻狀狋犲狉犳犪犮犲犳狅狉狋犺犲犳犻狉狊狋犾犪狔犲狉

图９　对应第２层材料的界面应力σ狓狓

犉犻犵．９　犛狋狉犲狊狊σ狓狓狅犳犻狀狋犲狉犳犪犮犲犳狅狉狋犺犲狊犲犮狅狀犱犾犪狔犲狉

４　结　语

在半解析状态空间有限元法的基础上，引入温度应力问题的物理方程，得出用于计算热应力问题的状态

空间方程。计算发现，本文方法相对于传统的有限元法具有划分单元少的优点，且采用少量线性单元即可达

到传统有限元法用二次单元加密划分所得结果的精度，节省了计算成本。本文方法边界处σ狔狔为精确的应力

边界条件，且本文方法采用迭代算法计算，单元数量与叠层材料的层数没有关系，使得计算过程更加简洁明

了。在以后的研究中，可以在时域内应用差分格式，用状态空间法研究叠层材料瞬态温度应力问题。
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