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摘要：由于橡胶材料具有非线性和大变形特性，使得描述橡胶力学特性的本构模型参数的确定

比较烦琐和困难。为了提高橡胶本构模型参数识别的准确性，基于超静定方程求解原理推导出一

种新的识别方法。以某橡胶衬套为例，识别的参数应用于有限元分析，对比试验数据，结果表明该

识别方法可以准确识别橡胶材料参数，并且精度相对于最小二乘法有了明显改善，显示了超静定识

别法的有效性和可靠性。
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橡胶材料由于具有良好的弹性特性，被广泛用于工程和生活各个方面，然而复杂的分子特性以及材料和

几何的双重非线性，使得橡胶力学性能的计算十分困难，而对橡胶材料进行真实可靠的力学行为描述具有非

常重要的意义。

橡胶材料的研究已有很长的历史，橡胶本构模型的参数识别是研究中的重要内容［１］。准确的参数识别



方法可以增强模型的应用性，从而更加全面地描述橡胶材料的力学特性。近年来橡胶本构模型的种类不断

增多［２］，但由于参数识别需要的试验数据较多，并且橡胶本构模型也比较复杂，因此模型参数的识别十分困

难，且精度有限。左曙光等［３］将弹性单元、粘弹单元和塑性单元集成于橡胶本构模型，并将３种单元的分析

结果转变为橡胶本构模型参数，通过有限元仿真后，证明了该模型可以准确描述橡胶的振幅相关性；桑建兵

等［４］在编写的 Ｍａｒｃ子程序中，以４节点等参单元和更新的Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ方法确定了橡胶本构模型参数，对橡

胶接触中的力学特性取得了较好的仿真效果；在考虑激励和预载后，罗义建等［５］证明了粘弹性 Ｍａｘｗｅｌｌ模型

对橡胶悬置的动力学特性计算效果更好；进行橡胶静态力学分析时，黄建龙等［６］利用最小二乘法识别了二参

数 ＭＲ模型和ＹＥＯＨ模型，并采用简单的有限元模型算例进行了验证；郑明军等
［７］以单轴拉伸试验数据为

基础，将简化后的一次函数模型与橡胶硬度理论结合，揭示了 ＭＲ本构模型参数间的比值对橡胶静力学仿真

结果有一定影响。

笔者针对橡胶材料超弹性本构模型理论，提出一种基于超静定方程的本构模型参数识别方法。采用某

橡胶衬套作为试验算例，将该方法识别的参数应用于有限元仿真，其仿真结果和实验结果吻合得更好，表明

该方法在参数识别精度上明显优于传统最小二乘法，能够较为准确描述橡胶制品的静态力学特性。

１　橡胶本构模型分析

对橡胶本构模型进行参数识别，需要先对模型进行必要的分析。橡胶的本构模型理论主要分为两大类：

一种是基于统计热力学的理论［８］，另一种是基于连续介质假设的唯象理论［９］。统计法是通过对材料长链分

子进行弹性研究，进而推导出宏观性质；唯象法是基于拟合出的材料参数去描述其他变形状态，两种模型均

用应变能密度函数来表示，对其进行分析推导后更加便于识别参数。

１．１　犕狅狅狀犲狔犚犻狏犾犻狀本构模型分析

ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ模型
［１０］在超弹性力学研究中使用最为广泛，此模型公式相对简单，能描述大部分橡胶力

学行为，经典二参数 ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ本构模型的应变能密度表达式为

犠 ＝犆１０（犐１－３）＋犆０１（犐２－３）＋（犑－１）
２／犇， （１）

式中：犆１０和犆０１为待定力学性能常数；犇 为描述材料压缩性的系数；应变不变量犐１、犐２ 和犑 均与拉伸比λ犻

有关。
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　　在对橡胶等超弹性材料的力学性能进行分析时，假设材料是不可压缩的，因此有犑＝λ１λ２λ３＝１，通过应

变能函数对拉伸比求导，可以得到柯西应力表达式［１１］

σ犻＝λ犻
犠

λ犻
－狆， （３）

式中狆是引入的静水压力，利用各应力相减后可以消去，进而得到不同变形状态下材料的应力 拉伸比关系。

橡胶超弹性本构模型的参数识别一般要经过对材料标准样件进行单轴拉伸、等双轴拉伸和纯剪切等基本力

学试验［１２］，在橡胶材料的单轴拉伸试验中，３个主拉伸比λ１＝λ，λ２＝λ３＝λ
１／２，而３个主应力关系为σ１＝σ，σ２＝

σ３＝０
［１３］，由式（３）可得到所测应力与拉伸比之间的关系为
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在等双轴拉伸试验中，λ１＝λ２＝λ，λ３＝λ
２，主应力间的关系为σ１＝σ２＝σ，σ３＝０。
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在纯剪切试验中，λ１＝λ，λ２＝１／λ，λ３＝１，主应力关系为σ１＝σ，σ２＝σ３＝０
［１４］。
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式（４）、（５）、（６）由 ＭＲ应变能密度表达式变形而来，但相对式（１）更加简洁，易于参数识别。

１．２　犢犈犗犎本构模型分析

ＹＥＯＨ模型
［１５］也是一种常见的超弹性本构模型，工程中常用的ＹＥＯＨ３参数式为

犠犢犈犗犎 ＝犆１０（犐１－３）＋犆２０（犐１－３）
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其中犆１０、犆２０和犆３０是待识别材料参数，同样利用式（３）应变能密度函数对拉伸比求导并消去静水压力，可以

得到材料在不同试验状态下的应力 拉伸比关系。
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　　ＹＥＯＨ模型较为复杂，但将应变能函数转化为应力对拉伸比的函数后，也可在标准试件试验的基础上，

以超静定法对模型中待定的力学参数进行识别。

２　本构模型参数识别

对于橡胶本构模型参数识别，最小二乘法是最常用方法，此外，将橡胶恢复力用幂函数分解也可分离识

别参数，而为了提高精确度，可以基于超静定方程推导出一种新的识别方法。当方程个数多于未知数个数

时，方程一般无精确解，但是可以求得最优近似解，以此为理论基础，可以同时通过多个应力函数对本构模型

进行识别。设有方程组
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其中犿＞狀。记系数矩阵为犃，而犫＝［犫１，犫２，…，犫犿］，因此方程组可以写成矩阵形式犃犡＝犫，构造新函数
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显然当犉（狓）最小时，所求得的狓为方程组最优解，根据多元函数极值必要条件
犉

狓
＝０，即


犿

犻＝１

２［犫犻－
狀

犼＝１

犪犻犼狓犼］（－犪犻犽）＝ －２
犿

犻＝１

犪犻犽［犫犻－
狀

犼＝１

犪犻犼狓犼］＝０， （１２）
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Ｔ
犽犫，其中犽＝（１，２，…，狀），而犪犽＝（犪１犽，犪２犽，…，犪犿犽）

Ｔ，写成矩阵形式为犃Ｔ犃犡＝犃Ｔ犫，因此

只需求解此方程，便可得到超静定方程的解，未知数矩阵犡 的解为

犡＝（犃
Ｔ犃）－１犃Ｔ犫。 （１３）

　　橡胶本构模型应变能公式也可写成超静定方程组形式，以求解待定参数。对于 ＭＲ本构模型，首先对

式（４）、（５）、（６）所表示的３种形变关系式进行处理，令
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因此，橡胶３种变形关系的应力 拉伸比关系式可以视为３个一次函数，并且是关于待识别参数犆１０和犆０１的

二元一次超静定方程组
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　　通过对橡胶标准试件的单轴拉伸、等双轴拉伸和纯剪切试验，获得３种对应变形的应力犜 和应变ε数

据，而拉伸比λ＝１＋ε，运用式（１４）分别对３组应力和拉伸比的试验数据做适当的处理，获得数组犢
ｕｎｉ和犡ｕｎｉ、

犢ｂｉａ和犡ｂｉａ、犢ｐｓ和犡ｐｓ，将所有犡 和犢视作已知数，而犆１０和犆０１视作未知数，即

犆１０＋犆０１犡
ｕｎｉ
１ ＝犢

ｕｎｉ
１ ，

犆１０＋犆０１犡
ｕｎｉ
２ ＝犢

ｕｎｉ
２ ，

　　　　

犆１０＋犆０１犡
ｂｉａ
１ ＝犢

ｂｉａ
１ ，

　　　　

犆１０＋犆０１＝犢
ｐｓ
１，

　　　　

犆１０＋犆０１＝犢
ｐｓ
犽。

烅

烄

烆

（１６）

所要识别的参数犆１０和犆０１，就是方程组（１６）的解。犡 为系数矩阵，犆为未知数矩阵：

犡＝

１ 犡ｕｎｉ
１

１ 犡ｕｎｉ
２

 

１ 犡ｂｉａ
１

 

１ １

熿

燀

燄

燅

，犆＝
犆１０

犆０１

熿

燀

燄

燅
，犢＝

犢ｕｎｉ１

犢ｕｎｉ２



犢ｂｉａ１



犢ｐｓ犽

熿

燀

燄

燅

。 （１７）

将变换得到的数据分别代入矩阵犡 和犢 中，根据超

静定方程矩阵求解公式（１３），利用 ＭＡＴＬＡＢ软件计

算得到未知数矩阵犆，即得到 ＭＲ本构模型的材料参

数，如表１所示。

表１　犕犚本构模型超静定识别结果

犜犪犫犾犲１　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犕犚犫狔犺狔狆犲狉狊狋犪狋犻犮犲狇狌犪狋犻狅狀狊

犆１０／ＭＰａ 犆０１／ＭＰａ

０．４６００ ０．０３１４

　　对于ＹＥＯＨ模型，令

犢ｕｎｉ＝
犜ｕｎｉ

２（λ
２
－λ

－１）
，犡ｕｎｉ

＝λ
２
－２λ

－１
－３；

犢ｂｉａ＝
犜ｂｉａ

２（λ
２
－λ

－４）
，犡ｂｉａ

＝２λ
２
＋λ

－４
－３；

犢ｐｓ＝
犜ｐｓ

２（λ
２
－λ

－２）
，犡ｐｓ

＝λ
２
＋λ

－２
－２。

烅

烄

烆

（１８）

式（８）、（９）、（１０）转化为二次函数形式，因此，可以得到类似（１６）的超静定方程组

犆１０＋２犆２０犡
ｕｎｉ
１ ＋３犆３０犡

ｕｎｉ
１
２
＝犢

ｕｎｉ
１ ，

犆１０＋２犆２０犡
ｕｎｉ
２ ＋３犆３０犡

ｕｎｉ
２
２
＝犢

ｕｎｉ
２ ，

　　　　　　　 

犆１０＋２犆２０犡
ｂｉａ
１ ＋３犆３０犡

ｂｉａ
１
２
＝犢

ｕｎｉ
１ ，

　　　　　　　 

犆１０＋２犆２０犡
ｐｓ
１ ＋３犆３０犡

ｐｓ
１
２
＝犢

ｐｓ
１，

　　　　　　　 

犆１０＋２犆２０犡
ｐｓ
犽 ＋３犆３０犡

ｐｓ
犽
２
＝犢

ｐｓ
犽。

烅

烄

烆

（１９）

写出犡、犢矩阵和未知数矩阵犆后，同理得ＹＥＯＨ本构模型的材料参数见表２。
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表２　犢犈犗犎本构模型超静定识别结果

犜犪犫犾犲２　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犢犈犗犎犫狔犺狔狆犲狉狊狋犪狋犻犮犲狇狌犪狋犻狅狀狊

犆１０／ＭＰａ 犆２０／ＭＰａ 犆３０／ＭＰａ

０．４９６４ ０．０１３２ ０．０００８

对同样的试验数据进行分析，若采用传统回归方法进行参数识别，可以得到不同结果，其中最小二乘法

最具有代表性，以此为例对 ＭＲ模型和 ＹＥＯＨ 模型进行参数识别，可得到这两种模型的材料参数如表３

所示。

表３　最小二乘法参数识别结果

犜犪犫犾犲３　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊犫狔犾犲犪狊狋狊狇狌犪狉犲犿犲狋犺狅犱

犆１０／ＭＰａ 犆０１／ＭＰａ 犆１０／ＭＰａ 犆２０／ＭＰａ 犆３０／ＭＰａ

ＭＲ模型 ＹＥＯＨ模型

－０．２５１３ １．０２９０ ０．３５１２ ０．０６１８ ０．０２０８

３　识别效果验证

３．１　应力 应变数据对比

为了验证参数识别效果，将最小二乘法和超静定方法识别出的 ＭＲ本构模型和ＹＥＯＨ本构模型与橡胶

标准试件的单轴拉伸、等双轴拉伸和纯剪切试验应力 应变曲线进行对比，见图１～３。

图１　单轴拉伸识别效果

犉犻犵．１　犘犪狉犪犿犲狋犲狉犻犱犲狀狋犻犳犻犮犪狋犻狅狀犻狀狌狀犻犪狓犻犪犾狋犲狀狊犻狅狀

图２　等双轴拉伸识别效果

犉犻犵．２　犘犪狉犪犿犲狋犲狉犻犱犲狀狋犻犳犻犮犪狋犻狅狀犻狀犲狇狌犻犫犻犪狓犻犪犾狋犲狀狊犻狅狀

图３　纯剪切试验识别效果

犉犻犵．３　犘犪狉犪犿犲狋犲狉犻犱犲狀狋犻犳犻犮犪狋犻狅狀犻狀狆狌狉犲狊犺犲犪狉

从图１～３中可以看到，采用两种方法对本构模型

的参数进行识别时，ＭＲ模型和 ＹＥＯＨ 模型的超静定

识别效果对橡胶试件的３种变形均有较好的拟合效果，

精度较高；ＹＥＯＨ模型的最小二乘法识别对单轴拉伸和

等双轴拉伸拟合误差较小，而对纯剪切试验的拟合效果

随着应变的增大而降低；ＭＲ模型总体拟合效果较差，

尤其与等双轴拉伸的试验数据相差较大。总体来看，在

橡胶试件应变较小时，超静定识别方法能够更加准确拟

合橡胶标准试件的应力 应变曲线。
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３．２　识别效果的有限元验证

为进一步验证超静定识别方法的精度与可靠性，选取同种材料的某橡胶衬套进行３种静态力学试验，依

次为轴向拉伸、径向变形和扭转变形试验，３种试验均将衬套外套筒固定，在轴向拉伸时，对内套筒沿轴向进

行加载，而在径向变形时，对内套筒施加径向载荷使其挤压橡胶体，扭转变形则对内套筒施加扭转位移，使内

外套筒发生相对转动。试验结束后获得衬套的反力和位移数据，对 ＭＲ和ＹＥＯＨ两种模型利用最小二乘法

和超静定方程法识别本构参数，将识别结果运用于有限元计算分析，比较仿真效果。

首先对橡胶衬套进行几何建模，量取实际尺寸后利用 ＵＧ软件绘制出衬套模型。该衬套几何模型分别

由金属内套筒、金属外套筒和橡胶体３部分组成，用ＡＢＡＱＵＳ软件对模型进行有限元分析。由于内外金属

套筒刚度远远大于橡胶体，为减少计算量将其简化为刚体，同时去除一些圆角和倒角。以内套筒尺寸为基

图４　橡胶衬套有限元模型

犉犻犵．４　犉犻狀犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋犿狅犱犲犾狅犳狉狌犫犫犲狉犫狌狊犺犻狀犵

准，找到其位于轴线上的几何中心，在此建立参考点并与内套筒内

壁进行耦合约束，作为加载及输出数据提取点。为了模拟衬套与

内外金属套筒的硫化连接，分别将模型中内外套筒与橡胶体上对

应的接触面固定，对其进行网格划分，橡胶体总共划分出４０３２１个

Ｃ３Ｄ１０Ｈ单元，如图４所示。

对橡胶衬套进行加载分析时，参照试验条件，对外套筒的外表

面施加约束，将其完全固定。进行轴向拉伸时，在内套筒中心的参

考点施加轴向位移载荷，径向变形时，在参考点施加垂直于套筒轴

线的位移载荷，而在扭转变形时，在参考点施加绕轴线转动的位移

载荷。由于实验设备所限，３种变形均在２０％应变范围内进行加

载。经过计算后，输出参考点在轴向拉伸和径向变形沿加载方向

的位移和反力，以及在扭转变形加载方向上的转动位移和反力矩，

绘制相应的力 位移曲线和力矩 转角曲线。对于 ＭＲ本构模型，

两种识别方法的仿真和试验对比结果见图５～７。

图５　犕犚模型轴向拉伸力 位移曲线

犉犻犵．５　犃狓犻犪犾犳狅狉犮犲犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲犳狅狉犿狅犱犲犾犕犚

图５～７表明，利用超静定方程求解方法所识别的 ＭＲ本构模型，在进行有限元仿真时，得到的橡胶衬套

静态力学特性与试验结果更为接近，只有轴向拉伸变形时，利用最小二乘法识别参数的仿真效果略微好于超

静定方程求解法，总体而言，超静定方程求解法识别的参数在仿真效果上优于最小二乘法。

对于ＹＥＯＨ模型，两种识别方法的仿真结果和试验对比见图８～１０。
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图６　犕犚模型径向变形力 位移曲线

犉犻犵．６　犚犪犱犻犮犪犾犳狅狉犮犲犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲犳狅狉犿狅犱犲犾犕犚

图７　犕犚模型扭转变形力矩 转角曲线

犉犻犵．７　犕狅犿犲狀狋狉狅狋犪狋犻狅狀犮狌狉狏犲犳狅狉犿狅犱犲犾犕犚

图８　犢犈犗犎模型轴向拉伸力 位移曲线

犉犻犵．８　犃狓犻犪犾犳狅狉犮犲犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲犳狅狉犿狅犱犲犾犢犈犗犎
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图９　犢犈犗犎模型径向变形力 位移曲线

犉犻犵．９　犚犪犱犻犮犪犾犳狅狉犮犲犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲犳狅狉犿狅犱犲犾犢犈犗犎

图１０　犢犈犗犎模型扭转变形力矩 转角曲线

犉犻犵．１０　犕狅犿犲狀狋狉狅狋犪狋犻狅狀犮狌狉狏犲犳狅狉犿狅犱犲犾犢犈犗犎

　　通过图８～１０可以看到，利用ＹＥＯＨ本构模型对橡胶衬套３种变形试验进行仿真，比较超静定法和最

小二乘法，前者所识别的参数仿真曲线与试验曲线更为接近，仿真效果明显好于后者。

综合 ＭＲ模型和ＹＥＯＨ模型在两种不同识别方法下的仿真精度，在图５～１０的位移轴上选取等间距的

２０个点，找到对应仿真曲线的力或力矩值，以实验数据作为参照，进行误差计算：

η＝
犉仿 －犉测

犉测
×１００％。 （２０）

　　误差对比见表４。可以看到，在２０％应变范围内，运用超静定识别方法后，橡胶衬套的仿真精度明显高

于最小二乘法，与实验结果更加接近。

表４　仿真误差对比

犜犪犫犾犲４　犜犺犲犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀犲狉狉狅狉

识别方法 误差／％

最小二乘法

超静定法

轴向

ＭＲ ＹＥＯＨ

５．５０ ２２．３４

７．３３ ９．１３

径向

ＭＲ ＹＥＯＨ

９．６５ ２２．９９

３．３２ １３．５７

扭转

ＭＲ ＹＥＯＨ

１７．７８ １９．１２

９．２３ １１．２２
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４　结　论

为了提高橡胶材料参数识别的精度，基于超静定方程求解原理提出了一种新的材料参数识别方法；根据

试验数据识别出 ＭＲ和ＹＥＯＨ两种模型的本构参数；参数识别结果运用于橡胶标准试件应力 应变曲线拟

合与有限元分析计算，对比最小二乘法，该方法能够真实可靠地描述橡胶材料的静态力学特性，而且参数识

别精度有显著提高。
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９第２期 　　徐中明，等：基于超静定方程的橡胶材料本构模型参数识别


