
第４０卷第２期 重 庆 大 学 学 报 Ｖｏｌ．４０Ｎｏ．２

２０１７年２月 ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｏｎｇｑｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｆｅｂ．２０１７

ｄｏｉ：１０．１１８３５／ｊ．ｉｓｓｎ．１０００５８２Ｘ．２０１７．０２．０１１

对偶性与特大增量步算法在复杂平面框架中的应用

陈朝晖ａ，ｂ，王旭荣ａ

（重庆大学ａ．土木工程学院；ｂ．山地城镇建设与新技术教育部重点实验室，重庆４０００４５）

收稿日期：２０１６０６１９

基金项目：国家自然科学基金面上项目（１１２７２３６２）。

ＳｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１２７２３６２）．

作者简介：陈朝晖（１９６８），女，博士，教授，主要从事有限元与本构理论研究，（Ｅｍａｉｌ）ｚｈａｏｈｕｉｃ＠ｃｑｕ．ｅｄｕ．ｃｎ。

摘　要：特大增量步算法（ＬＩＭ）是一种基于力法和广义逆矩阵理论的迭代算法，在简单桁架和

刚架非线性初步应用中，达到相同计算精度下有同等甚至超过位移有限元的计算效率。针对工程

中的复杂杆系结构，利用平衡与协调的对偶性，探讨ＬＩＭ 在复杂平面框架结构中的应用，建立了平

面框架结构的ＬＩＭ基本方程，提出了针对典型支座约束以及组合结点的处理方法。该处理方法的

线弹性问题算例表明，与位移有限元相比具有至少同等的精度和相当的计算效率。在支座本身不

考虑塑性的情况下，该处理方法同样适用于弹塑性问题，为ＬＩＭ 在复杂杆系结构的弹塑性分析中

奠定了基础。
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结构内力分析需满足平衡、协调和本构三大基本方程以及边界条件。传统的矩阵位移法和矩阵力法［１］

通常是将这３个方程和边界条件统一在一套结构刚度方程或柔度方程中，通过求解节点位移或多余未知力

达到求解结构内力的目的。这种思路，对于求解材料非线性问题的位移法而言，存在“牵一动万”的不足，即

结构局部进入屈服后，需要修正结构的整体刚度方程，重新计算整个结构，将大量的计算消耗在远离屈服区

域、内力变形变化不大的单元上；此外，由于自动选取基本体系较难实现，矩阵力法虽然具有求解精度高、未

知数少的特点，却一直未能在计算机上发挥优势［２３］。

特大增量算法［４］（ｌａｒｇｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，ＬＩＭ）是一种基于广义逆矩阵理论
［５］、以力法为基础的迭代

算法（始称广义逆算法［６］）。该算法有如下主要特点：１）毋需像传统力法一样选取静定结构作为基本体系，而

是直接利用当前带结构约束的体系作基本体系，从选取基本未知量到方程迭代求解都完全适合于电算［７８］；

２）ＬＩＭ天然具有很强的可并行性，无需进行子结构划分就可以直接以单元为最小单位并行求解本构方程，且

对于材料非线性问题，无需像传统的逐步增量法递进求解，极大地提高了力法在大型数值分析中效率［８９］。

研究表明，ＬＩＭ的收敛性有理论保证，且算法通用性强，计算精度与ＦＥＭ相比有较大优势。但目前的研究

主要集中在材料非线性问题的实体单元的建立与扩展上［１０］，对于ＬＩＭ在杆系结构中应用研究尚不充分。美国

学者Ａｒｅｆ教授等研究了ＬＩＭ在受集中力的简单梁式结构弹塑性问题中的分析方法，与ＡＢＡＱＵＳ相比，在塑性

铰开始出现以后，ＬＩＭ拥有远超过前者的计算效率
［１１］。但该方法仍有诸多不足，笔者将针对其中平面框架结构

的常见复杂约束条件以及组合节点的处理方法进行探讨，更加严密地推导出ＬＩＭ在平面杆系结构中的基本方

程，为ＬＩＭ在复杂框架结构弹塑性分析中的应用打下基础。文中仅限于小变形及静力问题的讨论。

１　单元平衡矩阵与柔度矩阵

１．１　局部分析

以平面框架结构为例，阐述平面杆件单元平衡矩阵与柔度矩阵的建立及其特性。图１所示为局部坐标

系下的单元杆端外力。

如图２所示，受单元平衡条件约束，杆端内力向量只有３个独立分量，选取３个线性无关的单元内力分

量作为单元广义内力向量［１２］，如：杆元轴力犖狓、杆端弯矩犕犻狕和犕犻狕，记作犉
犲，即

犉犲＝｛犖狓 犕犻狕 犕犼狕｝
Ｔ。 （１）

图１　局部坐标下单元杆端外力
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图２　局部坐标下单元广义内力
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杆件的弯矩和轴力分布为
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由单元平衡条件可知：
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即
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图３　局部坐标下单元杆端位移与广义变形
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上式为局部坐标下的单元平衡方程，犎称为局部坐标下单

元平衡矩阵。

如图３所示，单元杆端位移向量为

犇
＝ 狌


犻 狏

犻 θ犻 狌

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选取与单元广义内力向量犉犲 共轭的变形向量δ
犲，称为单元

广义变形向量，具体如下：

δ
犲
＝｛Δ狓 φ犻狕 φ犼狕｝

Ｔ， （６）

其中：

Δ狓＝狌

犻 －狌


犼 ，单元轴向变形；

φ犻狕＝θ犻－γ，杆端犻相对新轴线犻′犼′的转角 ；φ犼狕＝θ犼－γ，

杆端犼相对新轴线犻′犼′的转角；

γ为轴线犻犼与犻′犼′之间的夹角，即杆件的刚体转角，在小变形条件下，有γ＝（狏
犻 －狏


犼 ）／犾。

则单元广义变形向量与杆端位移向量之间存在如下关系：
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即

δ
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＝
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上式即单元协调方程，称为单元协调矩阵或单元几何矩阵。比较式（４）和式（８）可知，

犌
＝（犎）Ｔ。 （９）

即，在局部坐标系下单元平衡矩阵与单元协调矩阵互为转置。显然，当单元广义内力与单元广义位移满足共

轭条件时，单元平衡方程及其协调方程在形式上具有对偶性，即：

犘
＝犎

犉犲；

δ
犲
＝（犎）Ｔ犇。

烅
烄

烆
（１０）

　　从能量原理计算单元柔度矩阵
［１３］，杆件应变能犝 为

犝＝∫
犾

０

犕 狓（）２

２犈犐狕
ｄ狓＋∫

犾

０
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２犈犃
ｄ狓 。 （１１）

　　由卡氏第二定理可得单元柔度矩阵：

Φ
犲
＝

犾
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０ ０

０
犾

３犈犐狕
－
犾
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０ －
犾
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犾
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熿

燀

燄
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。 （１２）

１．２　整体分析

如图４所示，在全局坐标系下分别定义单元等效结点荷载向量犘犲 和结点位移向量犇犲为
［１０］：

犘犲＝｛犘犻狓 犘犻狔 犕犻狕 犘犼狓 犘犼狔 犕犼狕
｝Ｔ， （１３）
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犇犲＝｛狌犻狓 狏犻狔 θ犻 狌犼狓 狏犼狔 θ犼｝
Ｔ。 （１４）

图４　全局坐标系下单元杆端外力和杆端位移

犉犻犵．４　犈犾犲犿犲狀狋狀狅犱犪犾犳狅狉犮犲狊犪狀犱犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊犻狀犵犾狅犫犪犾犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊

则局部坐标系与整体坐标系下，单元杆端力向量具有如下转换关系：

犘犲＝犚犘
， （１５）

犚为坐标转换矩阵，且是正交矩阵：

犚＝
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熿

燀

燄

燅

， （１６）

则全局坐标下单元平衡方程为

犘犲＝
犘犻

犘犼
［ ］＝ 犚犘

犻

犚犘
犼

［ ］＝ 犚犎犻犉
犲

犚犎犼犉
犲［ ］＝ 犚犎犻

犚犎犼
［ ］犉犲＝犆犲犉犲。 （１７）

式中，犆犲 为整体坐标下的单元平衡矩阵。单元节点位移向量的转换关系与此类似。则整体坐标下的单元协

调方程为

δ
犲
＝ 犎Ｔ

犻犚
－１
狘犎

Ｔ
犼犚

－１［ ］犇犲＝犌犲犇犲， （１８）

犌犲 为整体坐标下的单元协调矩阵。可知：

犚犎犻

犚犎犼
［ ］＝ 犎Ｔ

犻犚
－１
狘犎

Ｔ
犼犚

－１［ ］Ｔ， （１９）

即

犌犲＝（犆
犲）Ｔ。 （２０）

　　可见，在整体坐标下单元平衡矩阵与单元协调矩阵的转置关系依然成立，单元平衡条件和协调条件在形

式上同样存在对偶性。即在小变形前提下，若：１）杆端力向量与杆件广义内力向量满足平衡条件；２）杆端位

移向量与杆件广义变形向量满足协调条件；３）杆端力向量与杆端位移向量共轭；４）杆件广义内力向量与杆件

广义变形向量共轭。则单元的平衡关系与协调关系具有式（１７）和（１８）所示的对偶性。该对偶性可采用虚功

原理加以证明，详见文献［１４］。

根据结点平衡条件，采用“对号入座”法装配结构整体平衡矩阵，以结点编号为行码、单元编号为列码，将

各单元平衡矩阵填入相应位置，毋需叠加计算，这是有别于位移有限元集成系统刚度矩阵之处。

以结点犽为例，平衡子矩阵犆犽犲的确定规则如下：

犆犽犲＝

犚犎犻　 结点犽与杆元犲负关联；

犚犎犼　 结点犽与杆元犲正关联；

０　　 结点犽与杆元犲不关联。

烅

烄

烆

（２１）

　　设系统可离散为犫个单元，每个单元广义内力向量有犾个独立分量，犅＝犫犾，相应地，设系统有狀个结点，

每个结点有狇个位移分量，犖＝狀狇。

系统整体平衡方程为
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犆犉＝犘， （２２）

式中，犆是犖×犅 的平衡矩阵（犖≤犅）。对于静定结构，犖＝犅，可以直接解出犉（犘为已知量）。

系统整体协调方程为

δ＝犌犇＝犆
Ｔ犇。 （２３）

　　单元本构关系可以表示为

δ
犲
＝Φ

犲犉犲 或 　犉
犲
＝犓

犲
δ
犲， （２４）

其中：犓犲 为单元刚度矩阵；Φ
犲 为单元柔度矩阵。对于整个系统可以写为

δ＝Φ（犉）， （２５）

其中，Φ＝?Φ
１
　Φ

２
　…　Φ

犫?为对角阵。

引入边界约束条件即可求解结构的内力和位移。

以上平衡方程和协调方程对线性和非线性问题是通用的，本构方程在非线性问题中有很大不同，与材料

本构特性有关，文中不作讨论。

２　基于广义逆理论的犔犐犕

２．１　广义逆和系统控制方程

对于超静定结构，由于犖＜犅，犆
－１不再存在，系统平衡方程（２２）将有无数多组解。引入广义逆矩阵理论

可以得到满足式（２２）的通解：

犉＝犆
＋犘＋β犡，　犡 ∈犚

犅， （２６）

犆＋＝犆
Ｔ（犆犆Ｔ）－１， （２７）

式中，犆＋为犆阵的广义右逆。则犆＋犘为满足平衡而不满足协调的内力矢；β犡 为满足协调的平衡力矢，两者

之和即为同时满足平衡和协调的系统内力向量犉。

令

α＝犆
＋犆；　β＝犐－犆

＋犆。 （２８）

由广义逆理论知：

ｒａｎｋ（α）＝犖；　ｒａｎｋ（β）＝犅－犖。 （２９）

犆α＝犆；犆β＝０。 （３０）

α
２
＝α；β

２
＝β；αβ＝０。 （３１）

依据矩阵α和β的定义，易得

αδ＝δ；　βδ＝０。 （３２）

犇＝（犆犆
Ｔ）－１犆δ。 （３３）

至此原问题转化为寻找满足如下控制方程的犉 和δ的解。

犆犉＝犘；　βδ＝０；　δ＝Φ（犉）。 （３４）

２．２　犔犐犕迭代过程

对式（３４）所示问题可采用迭代的方法求解
［４］，基本思想是先寻找满足平衡方程（２２）的初始解，而后通过

协调方程（３２）修正该初始解，最终得到同时满足平衡与协调条件的原问题的解。即将原问题转化为如下优

化问题：

犆犉＝犘；δ＝Φ（犉）；ｍｉｎβδ 。 （３５）

具体步骤如下：

第１步：首先由广义逆矩阵理论，求得平衡方程的一个特解，作为迭代初值：

犉０＝犆
＋犘。 （３６）

　　第２步：由犉狀 迭代求解犉狀＋１。

１）求解犉狀 对应的广义变形：
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δ
＾
狀 ＝Φ（犉狀）。 （３７）

　　２）检验δ＾狀 是否满足协调收敛标准：

ε（δ＾狀）＝
βδ
＾
狀

δ
＾
狀

≤犲　。 （３８）

式中犲为给定协调收敛标准。若上式满足，迭代终止，犉狀 为内力最终解，跳转至第３步。否则，继续；

３）确定搜索方向：

犛′狀＝β犓βδ
＾
狀；

犽犳＝
δ
＾
狀 －δ
＾
狀－１（ ）Ｔ犛′狀

δ
Ｔ^
狀－１犛′狀－１

；

犛狀 ＝犽犳犛狀－１－犛′狀。

烅

烄

烆

（３９）

　　４）确定搜索步长犺狀：

由δ
＾
狀＋１犛狀＝０可得：

犺＝－
δ
Ｔ^
狀犛狀

犛Ｔ狀Φ犛狀
　。 （４０）

　　５）求犉狀＋１：

犉狀＋１＝犉狀 ＋犺狀犛狀；　狀＝狀＋１　。 （４１）

转至１）进行下一步迭代。

第３步：计算犉、δ和犇 最终解：

犉＝犉狀；　δ狀 ＝αδ
＾
狀；　犇＝（犆犆

Ｔ）－１犆δ狀。 （４２）

２．３　对犔犐犕求解思想的讨论

控制方程式（２２）和式（２３）中，犉、犘、犇、δ可视为有限维矢量空间中的矢量，它们之间的相互关系可视为

在有限维矢量空间中，像与像原的变换。即犉、δ∈犚
犕，犘、犇∈犚

犔，犚犕
犚

犖，则存在与犚犕 正交的子空间犚犔，

使犚犖＝犚犕＋犚犔。

平衡方程（２２）意味着在向量子空间犚犕 中，内力矢量犉 经过矩阵犆的作用后，成为与荷载矢量犘同模反

向的矢量，从而构成平衡力系。

因此，ＬＩＭ的求解思想可阐释为：

１）结构首先在荷载作用下产生内力，该内力可由广义逆矩阵理论求得，是１组满足平衡条件的特解犉狆，

犉狆 在犆阵的列矢张成的像空间犚
犕 中；

２）犉狆 使杆件发生变形δ，该变形可由单元本构方程确定，因而产生结点位移犇，通常犇 不满足协调

条件；

进一步调整杆件变形，使其产生新的内力犉犵，犉犵 是１组满足平衡条件犆犉＝０的特解，存在于正交子空

间犚犔 中，它不会影响结构的平衡，但可以调整结构的协调性。则结构的内力矢为犉＝犉狆＋犉犵。其中，犉犵 是

正交子空间中的自由矢，但对于确定的结构，犉犵 是唯一的，应使犉⊥犚
犔，否则将导致新的不平衡力。

显然，满足犉⊥犚
犔 的矢量，必是一切犉 中模最小者，所对应的δ的模也最小。可以证明，这符合最小势

能原理。

３　不同支座约束条件的处理

事实上，式（２２）、式（２３）、式（２５）尚需加入边界条件
［１５］，才能唯一确定结构的内力与变形。常见平面杆

系结构的支座，按其约束性质可分为：刚性支座、弹性支座和给定位移支座。以平面框架结构为例，设结构的

第狊个支座的结点编号为狀犽，与结点相连的杆元记做α、β和γ。以下分别讨论三类支座约束以及组合节点的
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处理方法。

图５　刚性支座示意图

犉犻犵．５　犚犻犵犻犱狊狌狆狆狅狉狋

３．１　刚性支座

刚性支座指受力后不发生变形的支座，如图５所示。由图５可知，除狔方向线

位移被支座约束（称约束位移）外，其余方向位移均自由（称为自由位移）。

为加入边界条件，对式（２２）做如下修正：

１）在犉 中第犫＋狊的位置上增加一个反力矢犉犫＋狊，包含结点处全部反力分

量，即：

犉犫＋狊＝ 犉狓 犉狔 犕狕｛ ｝Ｔ， （４３）

所对应的变形矢量δ犫＋狊为

δ犫＋狊＝ Δ狓 Δ狔 φ狕｛ ｝Ｔ。 （４４）

　　２）在平衡矩阵犆中，对应第犫＋狊杆元（即支座）处，增加３×３阶元阵列，该元阵列仅在第狀犽 个节点处有

一非零对角阵：

犐＝?犪１ 犪２ 犪３?， （４５）

式中，自由位移，犪犻＝０；约束位移，犪犻＝１，其余元阵均为０阵。

经过以上处理后的结构整体平衡方程变为：

　　　　　　　α　　　　β 　　　γ 　　犫＋狊 　　　　　　　　　

　

狀犽

　

　

　

… … … … … … … … …

… 犆α犼 … 犆β犼 … 犆γ犼 … 犐 …

… … … … … … … … …

… … … … … … … … …

… … … … … … … … …

熿

燀

燄

燅



犉α



犉β



犉γ



犉犫＋狊



熿

燀

燄

燅

＝犘。 （４６）

这时反力已被当作内力包括在内力矢中。

在式（２５）中与子块犉犫＋狊相对应的位置上，给Φ 加上如下“相当柔度矩阵”：

Φ 狀犽 ＝?犫１ 犫２ 犫３?。 （４７）

图６　倾斜支座示意图

犉犻犵．６　犜犻犾狋犻狀犵狊狌狆狆狅狉狋

式中，对于约束位移，犫犻＝０；对自由位移，犫犻＝１×１０
２０（因该方向反力为０，无

实际意义）。相当于在δ中的第犫＋狊位置处增加了一个广义变形矢量δ犫＋狊，

则式（２５）成为

δ
１ … δ

α … δβ … δ
γ … δ犫＋狊 …［ ］Ｔ＝

?Φ
１ … Φ

α … Φ β … Φ
γ … Φ 狀犽 …?犉。 （４８）

式（２３）中的犆Ｔ 及δ必须具备与式（４６）和式（４８）相同的符号含义。这样，最

后求得的反力与真实反力反号。

当支座如图６所示有倾斜角时，需要引入局部坐标系和转换矩阵进行修

正，则

犐＝犚?犪１ 犪２ 犪３?， （４９）

式中犪犻 取值规则与式（４５）相同。式（４５）则为式（４９）倾斜角为０的特殊情况，α为狓轴到狓
轴的夹角，逆时

针为正。式（４７）依然适用。

３．２　弹性支座

弹性支座指受力后会发生弹性变形的支座，如图７所示。

此时，式（４９）和式（４７）依然适用，但弹性位移方向犪犻＝１，犫犻＝１／犽（犽为支座刚度系数）。

３．３　给定位移支座

给定位移支座指在某些方向会发生给定位移值的支座，如图８所示。
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图７　弹性支座示意图

犉犻犵．７　犛狆狉犻狀犵狊狌狆狆狅狉狋

图８　给定支座位移示意图

犉犻犵．８　犌犻狏犲狀犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狊狅犳狋犺犲狊狌狆狆狅狉狋

假定支座在局部坐标下，存在给定位移 狌 狏
θ｛ ｝Ｔ，则全局坐标下的支座位移与之有如下约束条件：

狌ｃｏｓα－狏ｓｉｎα＝狌
， （５０）

－狌ｓｉｎα＋狏ｃｏｓα＝狏
， （５１）

θ＝θ。 （５２）

即

犚－１狌 狏 θ｛ ｝Ｔ＝ 狌 狏
θ｛ ｝Ｔ。 （５３）

　　此时式（４９）和式（４７）依然适用，但给定位移方向犪犻＝０，犫犻＝１．０×１０
２０（无实际意义），且给定位移只能在

约束位移自由度方向发生。

通过向犆Ｔ 中添加新行和向广义变形矢量δ添加分量狌
（或狏、或θ），将关系式（５０）（或（５１）、或（５２））

与添加过边界条件的几何方程（２３）合并。

以图６所示结点编号为狀犽 的支座为例阐明合并方法，假设该支座在狔
方向发生给定支座位移狏：

１）向犆Ｔ 中添加的新行，该行仅在狀犽 处有一非零向量犚
－１
犻 （为犚

－１的第犻行，犻＝１，２，３，分别对应给定位

移狌，狏，θ）；

２）向δ中添加一个新的分量δ犻（犻＝１，２，３，分别取值狌
，狏，θ）。

则经合并后的几何方程为

　　　狀犽　　　　　　　　　　

　

　α　

犫＋狊

　

　

　

… … … … … …

… … 犆α犻 … … …

… … … … … …

… … 犐 … … …

… … … … … …

… … 犚－１
犻 … … …

熿

燀

燄

燅





犇狀犽







熿

燀

燄

燅

＝



δ
α



δ犫＋狊



δ犻

熿

燀

燄

燅

。 （５４）

　　实际计算中，直接向平衡方程的犆中添加新列，与向犆
Ｔ 中添加新行等价。

同时需要在式（４６）中给犉 加上一个广义内力分量，此分量即为给定位移自由度方向的支反力。此时也

需要给Φ 加上一个柔度系数‘０’：

Φ ＝?Φ
１ … Φ

α … Φ β … Φ
γ … Φ 狀犽 … ０? （５５）

　　由于对应的广义变形分量δ犻 为已知定值，给Φ 加上一个‘０’柔度系数，是为了保证最优化计算过程中矩

阵维度一致。

３．４　组合节点

框架结构通常存在组合节点，如图９所示，杆元一端或两端的连接方式为铰接时，此时需对单元平衡方

程进行修正。图９中杆元犲的负端为铰接，则有
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图９　杆端铰接示意图

犉犻犵．９　犕犲犿犫犲狉犲狀犱犺犻狀犵犲犱

犕犲
犻＝０　。 （５６）

通过向犆中添加新行和向犘添加一个０分量将式（５６）与式（４６）合并，以强制杆

元犲负端弯矩为０。此时计算出④结点位移角转角不能代表杆元犲铰接端转角，

需通过式（６）求出，并叠加外荷载在铰接端引起的转角。

４　算　例

采用前述特大增量步算法编程计算，如图１０所示。平面框架各结点的位移

和各梁端内力及支座反力，并与商业有限元软件ＡＮＳＹＳ计算结果对比。已知：结点⑥支座倾斜角４５°，结点

③支座沉降３ｍｍ，弹簧刚度犽＝２．０×１０
４ｋＮ／ｍ；犈犐＝４．２×１０７Ｐａ·ｍ２，犈犃＝２．１×１０９Ｐａ·ｍ２。

图１０　受复杂支座约束的平面框架

犉犻犵．１０　２犇犳狉犪犿犲犻狀犮狅狀狋狉狅犾狅犳犮狅犿狆犾犲狓狊狌狆狆狅狉狋

采用ＬＩＭ经６次迭代计算得到的解与 ＡＮＳＹＳ解对比数据如表１～３所示，ＬＩＭ 计算用时０．０５ｓ，

ＡＮＳＹＳ计算用时０．０３ｓ。

表１　杆端内力

犜犪犫犾犲１　犕犲犿犫犲狉犲狀犱犐狀狀犲狉犉狅狉犮犲

单元

号

节点

号

特大增量步解

轴力 剪力 弯矩
　

ＡＮＳＹＳ解

轴力 剪力 弯矩

１
１ ３４１７６．６９９１ ３２５４１．３１８８ ５１９５．３７２６５　 －３４１７６．６９９１ ３２５４１．３１８８ －５１９５．３７２６５

２ －３４１７６．６９９１ ２７４５８．６８１２ －３５０３０．０９７３　 －３４１７６．６９９１ －２７４５８．６８１２ －３５０３０．０９７３

２
２ ２７４５８．６８１２ ３４１７６．６９９１ ３５０３０．０９７３　 －２７４５８．６８１１ ３４１７６．６９９１ －３５０３０．０９７３

４ －２７４５８．６８１２ １０８２３．３００９ ０．００００００００　 －２７４５８．６８１２ －１０８２３．３００９ ０．００００００００

３
３ ５４０４１．４５１１ －９３２３．１６８５７ －１８８２９．８８４０　 －５４０４１．４５１１ －９３２３．１６８５７ １８８２９．８８４０

４ －５４０４１．４５１１ ９３２３．１６８５７ －１８４６２．７９０３　 －５４０４１．４５１１ －９３２３．１６８５７ －１８４６２．７９０３

４
４ ３６７８１．８４９７ ４３２１８．１５０３ １８４６２．７９０３　 －３６７８１．８４９７ ４３２１８．１５０３ －１８４６２．７９０３

５ －３６７８１．８４９７ －４３２１８．１５０３ ４６３６４．４３５１　 －３６７８１．８４９７ ４３２１８．１５０３ ４６３６４．４３５１

５
５ ３６７８１．８４９７ －３６７８１．８４９７ －４６３６４．４３５１　 －３６７８１．８４９７ －３６７８１．８４９７ ４６３６４．４３５１

７ －３６７８１．８４９７ ３６７８１．８４９７ －８８０８．３３９５０　 －３６７８１．８４９７ －３６７８１．８４９７ －８８０８．３３９５０

６
６ ５２０１７．３９０８ ０．００００００００ －８８０８．３３９５０　 －５２０１７．３９０８ ０．００００００００ ８８０８．３３９５０

７ －５２０１７．３９０８ ０．００００００００ ８８０８．３３９５０　 －５２０１７．３９０８ ０．００００００００ ８８０８．３３９５０
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表２　支座反力

犜犪犫犾犲２　犛狌狆狆狅狉狋犻狀犵犉狅狉犮犲

结点号
特大增量步解

犡 向 犢 向 犕狕
　

ＡＮＳＹＳ解

犡 向 犢 向 犕狕

１ －３２５４１．３１８８ ３４１７６．６９９１ ５１９５．３７２６５　 －３２５４１．３１８８ ３４１７６．６９９１ ５１９５．３７２６５

３ ９３２３．１６８５７ ５４０４１．４５１１ －１８８２９．８８４０　 ９３２３．１６８５７ ５４０４１．４５１１ －１８８２９．８８４０

６ －３６７８１．８４９７ ３６７８１．８４９７ －８８０８．３３９５０　 －３６７８１．８４９７ ３６７８１．８４９７ －８８０８．３３９５０

表３　结点位移

犜犪犫犾犲３　犖狅犱犪犾犇犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋

单元

号

节点

号

特大增量步解

狌水平位移 狏竖直位移 θ转角
　

ＡＮＳＹＳ解

狌水平位移 狏竖直位移 θ转角

１
１ ０．００００００００ －０．００１７０８８３ ０．００００００００　 ０．００００００００ －０．００１７０８８３ ０．００００００００

２ －０．００１１７９６３ －０．００１７７３９３ －０．００００１０７４　 －０．００１１７９６３ －０．００１７７３９３ －０．００００１０７４

２
２ －０．００１１７９６３ －０．００１７７３９３ －０．００００１０７４　 －０．００１１７９６３ －０．００１７７３９３ －０．００００１０７４

４ －０．００１２１８８６ －０．００３１０２９４ －０．０００４５８２５　 －０．００１２１８８６ －０．００３１０２９４ －０．０００４５８２５

３
３ ０．００００００００ －０．００３０００００ ０．００００００００　 ０．００００００００ －０．００３０００００ ０．００００００００

４ －０．００１２１８８６ －０．００３１０２９４ ０．００００１７４８　 －０．００１２１８８６ －０．００３１０２９４ ０．００００１７４８

４
４ －０．００１２１８８６ －０．００３１０２９４ ０．００００１７４８　 －０．００１２１８８６ －０．００３１０２９４ ０．００００１７４８

５ －０．００１２４５１３ －０．００２９９２４４ ０．０００５１５７２　 －０．００１２４５１３ －０．００２９９２４４ ０．０００５１５７２

５
５ －０．００１２４５１３ －０．００２９９２４４ ０．０００５１５７２　 －０．００１２４５１３ －０．００２９９２４４ ０．０００５１５７２

７ －０．００１２７１４０ －０．００１４６９５６ ０．００１１８６３７　 －０．００１２７１４０ －０．００１４６９５６ ０．００１１８６３７

６
６ ０．００１００２２６ ０．００１００２２６ ０．００００００００　 ０．００１００２２６ ０．００１００２２６ ０．００００００００

７ －０．００１２７１４０ －０．００１４６９５６ ０．００１１８６３７　 －０．００１２７１４０ －０．００１４６９５６ ０．００１１８６３７

对比ＡＮＳＹＳ的计算结果，可以验证文中所建立的方法是有效的，且两者具有相同的计算精度，计算效

率相当。

５　结　论

１）该算法在复杂平面框架中的应用显示，与位移法集成总刚阵相比，ＬＩＭ 平衡矩阵的集成更加简洁

直观。

２）与文献［１７］相比，文中阐述的边界条件处理方法适用的约束类型更广，计算更加简洁通用，为ＬＩＭ 在

复杂平面框架弹塑性中的应用奠定了基础。新的约束处理方法不用对平衡矩阵进行局部冲零处理，不用另

开辟内存储存被冲零元素，可一次性计算出内力和支反力，节约了内存和计算时间。

３）ＬＩＭ以广义内力作为基本未知量，并将三大控制方程分离，理论上当有比位移有限元更高的计算精

度，但在线弹性问题中未能发挥这样的优势，也没有表现出文献［１１１２］论述的效率优势。笔者将在后续弹

塑性问题研究中就效率和精度继续探讨。

参考文献：

［１］ＢａｔｈｅＫＪ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｐｒｏｃｅｄｕｒｅｓ［Ｍ］．ＵｐｐｅｒＳａｄｄｌｅＲｉｖｅｒ：ＰｒｅｎｔｉｃｅＨａｌｌ，２０１４．

［２］ＧｉａｍｂａｎｃｏＦ，ＰａｌｉｚｚｏｌｏＬ，ＰａｎｚｅｃａＴ．Ｔｈｅｉｎｄｉｒｅｃｔｆｏｒｃｅｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，１９９０，３７（５）：７５９７６８．

９８第２期 陈朝晖，等：对偶性与特大增量步算法在复杂平面框架中的应用



［３］ＫａｎｅｋｏＩ，Ｌａｗｏ Ｍ，ＴｈｉｅｒａｕｆＧ．Ｏｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｐｒｏｃｅｄｕｒｅｓｆｏｒｔｈｅｆｏｒｃｅｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒ

ＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９８２，１８（１０）：１４６９１４９５．

［４］刘西拉，张春俊．基于广义逆矩阵的特大增量步算法［Ｃ／ＯＬ］∥第三届全国结构工程学术会议．北京：工程力学杂志社，

１９９４［２０１６０４０３］．ｈｔｔｐ：／／ｃｐｆｄ．ｃｎｋｉ．ｃｏｍ．ｃｎ／Ａｒｔｉｃｌｅ／ＣＰＦＤＴＯＴＡＬＬＸＦＹ１９９４０６００１００６．ｈｔｍ．

ＬＩＵＸｉｌａ，ＺＨＡＮＧＣｈｕｎｊｕｎ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｉｎｖｅｒｓｅｂａｓｅｄｌａｒｇｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ［Ｃ／ＯＬ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅｔｈｉｒｄＮａｔｉｏｎａｌ

Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＭｅｃｈａｎｉｃｓＰｒｅｓｓｓ，１９９４［２０１６０４０３］．ｈｔｔｐ：∥ｃｐｆｄ．ｃｎｋｉ．

ｃｏｍ．ｃｎ／Ａｒｔｉｃｌｅ／ＣＰＦＤＴＯＴＡＬＬＸＦＹ１９９４０６００１００６．ｈｔｍ．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［５］ＢｅｎＩＡ，ＧｒｅｖｉｌｌｅＴ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｉｎｖｅｒｓｅ：ｔｈｅｏｒｙａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｗｉｌｅｙ，１９７４．

［６］周其刚．桁架结构分析的广义逆矩阵力法［Ｊ］．西南交通大学学报，１９８８（１）：６０６６．

ＺＨＯＵＱｉｇａｎｇ．Ｔｈｅｆｏｒｃｅｍｅｔｈｏｄｕｓｉｎｇｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｉｎｖｅｒｓｅｏｆｍａｔｒｉｃｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｗｅｓｔＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

１９８８（１）：６０６６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［７］刘西拉，王开健，张春俊．桁架结构材料非线性弹性问题的广义逆力法［Ｊ］．工程力学，２００５，２２（Ｓ１）：７１５．

ＬＩＵＸｉｌａ，ＷＡＮＧ Ｋａｉｊｉａｎ，ＺＨＡＮＧＣｈｕｎｊｕｎ．Ｔｈｅｌａｒｇｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｌａｓｔｉｃｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆｔｒｕｓｓｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．

ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００５，２２（Ｓ１）：７１５．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［８］郭早阳．特大增量步方法和并行程序设计［Ｄ］．北京：清华大学，１９９９．

ＧＵＯＺａｏｙａｎｇ．Ｔｈｅｌａｒｇｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｐｒｏｇｒａｍｉｎｇ［Ｄ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＴｓｉｎｇｈｕａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，１９９９．（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［９］王开健．基于特大增量步算法的网络并行计算［Ｄ］．北京：清华大学，２００５．

ＷＡＮＧＫａｉｊｉａｎ．Ｎｅｔｗｏｒｋｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｌａｒｇｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ［Ｄ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＴｓｉｎｇｈｕａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

２００５．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１０］龙丹冰．基于并行的特大增量步算法在计算固体力学中的应用［Ｄ］．上海：上海交通大学，２０１２．

ＬＯＮＧＤａｎｂｉｎｇ．Ｔｈｅｅｘｔｅｎｄｅｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔｉｎｇｂａｓｅｄｌａｒｇｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｉｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｓｏｌｉｄ

ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｄ］．Ｓｈａｎｇｈａｉ：ＳｈａｎｇｈａｉＪｉａｏＴｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２０１２．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１１］Ｂａｒｈａｍ ＷＳ，ＡｒｅｆＡＪ，ＤａｒｇｕｓｈＧＦ．Ｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙｂａｓｅｄｌａｒｇｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｌａｓｔｉｃ!ｐｅｒｆｅｃｔｌｙｐｌａｓｔｉｃ

ｂｅａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００５，８３（２８／２９／３０）：２４５３２４６２．

［１２］ＰｒｚｅｍｉｅｎｉｅｃｋｉＪＳ．Ｔｈｅｏｒｙｏｆｍａｔｒｉｘｓｔｒｕｃｔｕｒａｌａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｍｃｇｒａｗｈｉｌｌ，１９６８．

［１３］贾红学，龙丹冰，刘西拉．特大增量步算法分析变截面梁问题［Ｊ］．工业建筑，２０１３（Ｓ１）：１８９１９１．

ＪＩＡＨｏｎｇｘｕｅ，ＬＯＮＧＤａｎｄｂｉｎｇ，ＬＩＵＸｉｌａ．Ｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｖａｒｙｉｎｇｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｂｅａｍｐｒｏｂｌｅｍｕｓｉｎｇｌａｒｇｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔ

ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ，２０１３（Ｓ１）：１８９１９１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１４］ＫａｓｓｉｍａｌＡ．Ｍａｔｒｉｘａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｈａｒｐｅｒ＆Ｒｏｗ，１９８３．

［１５］龙驭球．结构矩阵分析中的平衡几何互伴定理［Ｊ］．工程力学，２０１２，２９（５）：１７．

ＬＯＮＧＹｕｑｉｕ．Ａｎａｄｊｏｉｎｔｔｈｅｏｒｅｍｂｅｔｗｅｅｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｍａｔｒｉｘａｎｄｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍａｔｒｉｘｉｎｓｔｒｕｃｔｕｒａｌａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２０１２，２９（５）：１７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１６］谢用九，李伟．用ＱＲ分解进行矩阵力法计［Ｊ］．西南交通大学学报，１９８１（３）：９３１００．

ＸＩＥＹｏｎｇｊｉｕ，ＬＩＷｅｉ．ＴｈｅｍａｔｒｉｘｆｏｒｃｅｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎＱＲｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｗｅｓｔＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

１９８１（３）：９３１００．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（编辑　陈移峰）

０９ 重 庆 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第４０卷


