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摘　要：传统有限单元法中每一种单元都由单一的材料组成，虽然只考虑一种材料的性质给软

件编程带来了极大的方便，但是这比利用复合单元进行建模，需要更多的工作量。为此，笔者提出

从４节点矩形单元与２节点线单元的虚功原理出发，运用能量方程，来整合两种不同单元。以

ＶＣ＋＋作为开发工具，利用等参元的特性，根据逆矩阵形函数构造方法编写平面单元的形函数程序，

采用高斯数值积分方法，形成普通单元的单元刚度矩阵。然后根据线单元与面单元的节点位移编号，

进行单元刚度的整合，进而得到一种包含面单元和线单元的复合单元。同时，通过对平面矩形单元和

平面三角形单元与线单元进行复合，用得到的两种复合单元分别对悬臂梁作用端部集中荷载的简单

算例进行位移求解，得到的结果与同等条件下ＡＮＳＹＳ计算结果进行对比验证。结果表明：两种情况

的计算结果都非常接近，复合单元的构造方法正确、可靠，同时也能够减少单元个数。
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有限单元法是在上世纪六七十年代发展起来的强有力的数值分析方法，它使许多复杂的工程分析问题

迎刃而解，但传统有限单元法中每一种单元都由单一的材料组成，这比利用复合单元经行建模需要更多的工

作量。为此，考虑不同材料组合的复合单元法的开发就显得尤为重要。１９０９年Ｒｉｔｚ
［１］提出了一个求解连续

介质力学［２］中的场问题近似解的方法。这个方法利用未知量的试探函数将势能泛函近似化，根据泛函取极

小值的条件，就能导出求解未知量的一组方程。１９４３年Ｃｏｕｒａｎｔ
［３］首先尝试应用在一系列三角形区域上定

义的分片连续函数和最小位能原理相结合，来求解Ｓｔ．Ｖｅｎａｎｔ扭转问题。这种方法要求在边界处的函数只

须满足有限个点，解决了Ｒｉｔｚ的整体试探函数必须满足边界条件的限制，为Ｃｌｏｕｇｈ等人系统的建立有限单

元法提供了理论数学基础。１９５６年Ｔｕｒｎｅｒ等
［４］将钢架分析中的位移法推广到弹性力学平面问题，并用于飞

机结构的分析，首次给出了用三角形单元求解平面应力问题的正确解答。他们的研究工作开始了利用计算

机求解复杂弹性力学问题的新阶段。１９６０年Ｃｌｏｕｇｈ进一步求解了平面弹性问题
［５］，并第一次提出了“有限

单元法［６］”的名称，使人们更清楚的认识到有限单元法的特性和功效。２００３年陈胜宏提出了一种结合了离散

模型和等效模型的优点的新的数值计算方法。它汲取了有限单元法、块体单元法和数值流行法等多种计算

方法的优点，开始了为复合单元法的研究。２０１０年吕中荣等
［７］利用复合单元法建立了多阶梯变截面和渐变

截面梁的有限元分析方程，并进行了自由振动问题的分析。结果表明：复合单元法具有计算量小、计算精度

高的优点。２０１５年薛娈鸾
［８９］基于复合单元法，建立了裂隙岩体非定常温度场的复合单元算法。结合裂隙岩

体水流 传热模型试验数据，构建相应的复合单元数值模型进行对比计算分析，验证了裂隙岩体非定常温度

场的复合单元算法的有效性和可靠性。

复合单元法是近年来在有限单元法方面的拓展，是一种新的数值计算方法。它采用传统有限元法的求

解思路，将同一个复合单元覆盖下的多种类型的分属于不同材料属性的单元进行整合，形成一种新的复合单

元后再进行求解。当建筑结构中遇到复杂配筋等情况时，该方法在建模分析方面将明显优于传统有限元。

两种不同类型单元进行复合是利用两种不同材料的单元根据虚功原理［１０］，通过能量守恒［１１］的原则，推导出

不同材料组成的复合单元下的虚功原理方程与单一材料的普通单元下虚功原理方程的关系，得到形成复合

单元单元刚度矩阵的基本理论。

笔者利用针对悬臂梁端部作用集中荷载的简单算例，使用平面矩形单元与线单元进行复合的复合１型

单元和平面三角形参单元与线单元进行复合的复合２型单元分别进行划分计算。两种情况得到的位移分别

与悬臂梁在同等条件下ＡＮＳＹＳ
［１２１３］计算得到的结果进行对比分析，验证了复合单元构造方法的正确性。

１　复合单元法构造过程

１．１　复合单元虚功原理

复合单元的网格划分与普通有限单元法的网格划分一致，只是划分过程不用将不同的材料分开考虑。

本次研究方法中的复合单元考虑不同材料之间不存在相对滑动，处于线弹性条件下。

根据能量守恒的原则单元在假设的虚位移上应该有外力做功与内力做功产生的能量相等的关系，设外

力做功能量为犙１，内力做功部分分为矩形单元做功犙２ 和线单元做功犙３。

由犙１＝犙２＋犙３ 得：

δ
ｅＴ
×犉

ｅ
＝

Δ

｛ε
ｅ｝Ｔ｛σ

ｅ｝狋ｄ狓ｄ狔＋∫犉Ｎｄ狌。 （１）

　　引入弹性力学中位移与应变的关系

｛δ｝Ｔ×犉
ｅ
＝

Δ

｛δ｝Ｔ犅Ｔ犇犅狋ｄ狓ｄ狔｛δ｝＋｛δ｝Ｔ犉。 （２）

　　将式（２）中的虚伪移约掉得：

犉ｅ＝
Δ

犅Ｔ犇犅狋ｄ狓ｄ狔｛δ｝＋犉。 （３）
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　　观察式（３）可以得知复合型单元所受到的节点力由两部分组成，一部分为矩形单元节点所受的力，一部

分为线单元所受的力，将等式右边进行数值积分后有：

犉ｅ＝犓１｛δ｝＋犓２｛δ｝。 （４）

　　合并后可以得到：

犉ｅ＝犓｛δ｝。 （５）

图１　复合３型单元

犉犻犵．１　犆狅犿狆狅狊犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋狅犳狋狔狆犲狋犺狉犲犲

１．２　逆矩阵形函数构造及复合１型单元形成过程

复合１型单元考虑２节点线单元通过８节点等参单元对边节

点进行单元复合的一种单元，单元在编程过程中的节点位移编码

如图１所示。

图１中标明了每个节点的节点编号和每个节点对应的位移编

号用来方便编程的使用，同时复合单元的单元刚度矩阵的形成也

需要根据位移编码对应进行刚度矩阵的叠加。

考虑四边形单元的位移模式［１４］采用完备多项式的形式：

狌＝犪１＋犪２狓＋犪３狔＋犪４狓狔＋犪５狓
２
＋犪６狔

２
＋犪７狓狔

２
＋犪８狓

２
狔。

（６）

则有：

狌１

狌２

狌３

狌４

狌５

狌６

狌７

狌８

熿

燀

燄

燅

＝

１ 狓１ 狔１ 狓１狔１ 狓２１ 狔
２
１ 狓１狔

２
１ 狓２１狔

１ 狓２ 狔２ 狓２狔２ 狓２２ 狔
２
２ 狓２狔

２
２ 狓２２狔

１ 狓３ 狔３ 狓３狔３ 狓２３ 狔
２
３ 狓３狔

２
３ 狓２３狔

１ 狓４ 狔４ 狓４狔４ 狓２４ 狔
２
４ 狓４狔

２
４ 狓２４狔

１ 狓５ 狔５ 狓５狔５ 狓２５ 狔
２
５ 狓５狔

２
５ 狓２５狔

１ 狓６ 狔６ 狓６狔６ 狓２６ 狔
２
６ 狓６狔

２
６ 狓２６狔

１ 狓７ 狔７ 狓７狔７ 狓２７ 狔
２
７ 狓７狔

２
７ 狓２７狔

１ 狓８ 狔８ 狓８狔８ 狓２８ 狔
２
８ 狓８狔

２
８ 狓２８狔

熿

燀

燄

燅

犪１

犪２

犪３

犪４

犪５

犪６

犪７

犪８

熿

燀

燄

燅

， （７）

变形后

犪１

犪２

犪３

犪４

犪５

犪６

犪７

犪８

熿

燀

燄

燅

＝

１ 狓１ 狔１ 狓１狔１ 狓２１ 狔
２
１ 狓１狔

２
１ 狓２１狔

１ 狓２ 狔２ 狓２狔２ 狓２２ 狔
２
２ 狓２狔

２
２ 狓２２狔

１ 狓３ 狔３ 狓３狔３ 狓２３ 狔
２
３ 狓３狔

２
３ 狓２３狔

１ 狓４ 狔４ 狓４狔４ 狓２４ 狔
２
４ 狓４狔

２
４ 狓２４狔

１ 狓５ 狔５ 狓５狔５ 狓２５ 狔
２
５ 狓５狔

２
５ 狓２５狔

１ 狓６ 狔６ 狓６狔６ 狓２６ 狔
２
６ 狓６狔

２
６ 狓２６狔

１ 狓７ 狔７ 狓７狔７ 狓２７ 狔
２
７ 狓７狔

２
７ 狓２７狔

１ 狓８ 狔８ 狓８狔８ 狓２８ 狔
２
８ 狓８狔

２
８ 狓２８狔

熿

燀

燄

燅

－１
狌１

狌２

狌３

狌４

狌５

狌６

狌７

狌８

熿

燀

燄

燅

。 （８）

根据形函数的定义可以得形函数犖１～犖２ 为：

１ 狓 狔 狓狔 狓２ 狔
２ 狓２狔 狓狔

２［ ］

１ 狓１ 狔１ 狓１狔１ 狓２１ 狔
２
１ 狓１狔

２
１ 狓２１狔

１ 狓２ 狔２ 狓２狔２ 狓２２ 狔
２
２ 狓２狔

２
２ 狓２２狔

１ 狓３ 狔３ 狓３狔３ 狓２３ 狔
２
３ 狓３狔

２
３ 狓２３狔

１ 狓４ 狔４ 狓４狔４ 狓２４ 狔
２
４ 狓４狔

２
４ 狓２４狔

１ 狓５ 狔５ 狓５狔５ 狓２５ 狔
２
５ 狓５狔

２
５ 狓２５狔

１ 狓６ 狔６ 狓６狔６ 狓２６ 狔
２
６ 狓６狔

２
６ 狓２６狔

１ 狓７ 狔７ 狓７狔７ 狓２７ 狔
２
７ 狓７狔

２
７ 狓２７狔

１ 狓８ 狔８ 狓８狔８ 狓２８ 狔
２
８ 狓８狔

２
８ 狓２８狔

熿

燀

燄

燅

－１
狌１

狌２

狌３

狌４

狌５

狌６

狌７

狌８

熿

燀

燄

燅

。 （９）

得到用逆矩阵表达的形函数以后，就可以按照常规有限单元法的推导过程得到单一面单元的刚度矩阵犓１。
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观察式犉ｅ＝犓１｛δ｝＋犓２｛δ｝和式犉
ｅ＝犓｛δ｝可以看出复合单元在整体坐标系下的综合单元刚度矩阵为犓＝

犓１＋犓２，（犓２ 为线单元在整体坐标下的单元刚度矩阵，此处不予赘述）。该综合刚度矩阵是将两种单元下的

刚度矩阵进行了整合，注意其中的刚度叠加位置要根据节点编号下的位移编号对号入座。

图２　复合６型单元

犉犻犵．２　犆狅犿狆狅狊犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋狅犳狋狔狆犲狊犻狓

１．３　复合２型单元形成过程

三角形６节点等参单元与２节点线单元复合而成的单元命名为复

合２型单元，复合３型单元考虑的是２节点线单元穿过三角形６节点等

参单元的临边，并且共用临边的节点。具体情况如图２所示。

由上述可知要想得到复合单元的综合刚度矩阵，就必须首先得到

各个子单元的单元刚度矩阵，因此首先对三角形６节点等参单元的单

元刚度矩阵的形成过程进行推导，我们同样用利于编程实现的逆矩阵

来构造形函数。

首先设定完备多项式类型的位移模式：

狌＝犪１＋犪２狓＋犪３狔＋犪４狓
２
＋犪５狓狔＋犪６狔

２。 （１０）

　　因为三角形单元中有６个节点，能够提供６个独立的位移方程，

因此上式中的６个未知参数理论上是可以求解出来的。根据复合１型单元的形成过程可以推导得到６节点

三角形单元的形函数为：

犖１ 犖２ 犖３ 犖４ 犖５ 犖６［ ］＝ １ 狓 狔 狓２ 狓狔 狔
２［ ］

１ 狓１ 狔１ 狓２１ 狓１狔１ 狔
２
１

１ 狓２ 狔２ 狓２２ 狓２狔２ 狔
２
２

１ 狓３ 狔３ 狓２３ 狓３狔３ 狔
２
３

１ 狓４ 狔４ 狓２４ 狓４狔４ 狔
２
４

１ 狓５ 狔５ 狓２５ 狓５狔５ 狔
２
５

１ 狓６ 狔６ 狓２６ 狓６狔６ 狔
２
６

熿

燀

燄

燅

－１

。 （１１）

　　得到用逆矩阵表达的形函数以后，就可以按照常规有限单元法的推导过程得到单一面单元的刚度矩

阵犓１。

犓１＝

犽０，０ 犽０，１ 犽０，２ … 犽０，１０ 犽０，１１

犽１，０ 犽１，１ 犽１，２ … 犽１，１０ 犽１，１１

犽２，０ 犽２，１ 犽２，２ … 犽２，１０ 犽２，１１

     

犽１０，０ 犽１０，１ 犽１０，２ … 犽１０，１０ 犽１０，１１

犽１１，０ 犽１１，１ 犽１１，２ … 犽１１，１０ 犽１１，１１

熿

燀

燄

燅

。 （１２）

　　根据图中表明的每个节点的节点位移编号，并且运用与复合１型单元相同的方法进行单元刚度矩阵的

形成。因此复合刚度矩阵为犓＝犓１＋犓２。

２　算例

如图３所示，矩形截面悬臂梁的高度犺＝２，长度犔＝１０，厚度犫＝１，悬臂梁端部受集中荷载犉＝１００ｋＮ。

材料１所在位置犺１＝０．０６，弹性模量犈＝２．０×１０
１１，面积犃ｓ＝３．０×１０

－３，材料２的弹性模量犈＝２．０×１０１０，

泊松比为μ＝０．２５（未标注单位的量均为国际单位制）。

２．１　复合１型单元求解

采用以上例题的条件，用复合１型单元进行单元划分计算，悬臂梁的单元划分情况如图４所示。

图４中２１～３０号单元的单元类型为１型复合单元，编程过程中的单元类型定义为１２，其余单元类型为
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图３　悬臂梁图示

犉犻犵．３　犆犪狀狋犻犾犲狏犲狉犫犲犪犿

图４　复合１型单元网格划分

犉犻犵．４　犜犺犲犵狉犻犱犳狅狉犮狅犿狆狅狊犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋狅犳狋狔狆犲狅狀犲

普通的８节点矩形单元，编程过程中单元类型定义为２１。

单元节点编号情况如图５所示，图５描述了用于程序计算的文本文件的单元节点编号的输入依据。

图５　复合１型单元节点编号

犉犻犵．５　犜犺犲狀狅犱犲狀狌犿犫犲狉犳狅狉犮狅犿狆狅狊犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋狅犳狋狔狆犲狅狀犲

复合１型单元划分下的计算结果如表１所示。

表１　复合１型单元划分下的计算结果

犜犪犫犾犲１　犜犺犲狉犲狊狌犾狋狊狅犳犮狅犿狆狅狊犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋狅犳狋狔狆犲狅狀犲

节点号 狔方向挠度值 节点号 狔方向挠度值

２ －０．００００１６９０５ １２ －０．０００９２８８３９

３ －０．００００４６２００ １３ －０．００１０７９４６０

４ －０．００００９２６００ １４ －０．００１２３７２９０

５ －０．０００１５２２８０ １５ －０．００１４０１４５０
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续表１

节点号 狔方向挠度值 节点号 狔方向挠度值

６ －０．０００２２７１４７ １６ －０．００１５７１０６

７ －０．０００３１５６０２ １７ －０．００１７４５２３

８ －０．０００４１６５８０ １８ －０．００１９２２９９

９ －０．０００５２９２９７ １９ －０．００２１０３３５

１０ －０．０００６５２８５７ ２０ －０．００２２８４１５

１１ －０．０００７８６３３９ ２１ －０．００２４６４２０

２．２　犃犖犛犢犛验证复合１型单元

采用ＰＬＡＮＥ８２单元与ＬＩＮＫ１单元，并且单元划分按照图４和图５的单元位置和节点坐标进行单元划

分。单元网格划分如图６所示。图６中紫色的单元代表材料１，绿色单元代表材料２。

图６　犃犖犛犢犛建模过程中梁的单元划分

犉犻犵．６　犜犺犲犵狉犻犱狅犳犃犖犛犢犛犿狅犱犲犾

ＡＮＳＹＳ计算结果如图７所示。

图７　犃犖犛犢犛计算结果

犉犻犵．７　犜犺犲狉犲狊狌犾狋狅犳犃犖犛犢犛犿狅犱犲犾
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表２　复合１型单元划分下的犃犖犛犢犛计算结果

犜犪犫犾犲２　犜犺犲狉犲狊狌犾狋狊狅犳犮狅犿狆狅狊犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋狅犳狋狔狆犲狅狀犲

节点号 狔方向挠度值 节点号 狔方向挠度值

２ －０．００００１６３８０ １２ －０．０００９２８１８９

３ －０．００００４５６３９ １３ －０．００１０７８７０５

４ －０．００００９２４０６ １４ －０．００１２３６５４８

５ －０．０００１５１８８５ １５ －０．００１４００６１０

６ －０．０００２２６７８４ １６ －０．００１５７０２７５

７ －０．０００３１５１２９ １７ －０．００１７４４３５８

８ －０．０００４１６０３９ １８ －０．００１９２２２２１

９ －０．０００５２８８２１ １９ －０．００２１０２５０９

１０ －０．０００６５２２６９ ２０ －０．００２２８３００８

１１ －０．０００７８５７１０ ２１ －０．００２４６３２１５

ＡＮＳＹＳ计算结果与自编程序的对比结果如表３所示。

表３　两种计算方式结果

犜犪犫犾犲３　犜犺犲狉犲狊狌犾狋狊狅犳狋狑狅犮狅犿狆狌狋犻狀犵犿犲狋犺狅犱狊

节点号 相差百分比／％ 节点号 相差百分比／％

２ ３．２１ １２ ０．０７

３ １．２３ １３ ０．０７

４ ０．２１ １４ ０．０６

５ ０．２６ １５ ０．０６

６ ０．１６ １６ ０．０５

７ ０．１５ １７ ０．０５

８ ０．１３ １８ ０．０４

９ ０．０９ １９ ０．０４

１０ ０．０９ ２０ ０．０５

１１ ０．０８ ２１ ０．０４

通过表３可知，采用复合单元求解方法和ＡＮＳＹＳ在同样条件下的分析得到的结果，显示两种情况结果

非常接近。

２．３　复合２型单元求解

采用例１的条件，用复合２型单元进行单元划分计算，悬臂梁的单元划分情况如图８所示。

图８　复合２型单元网格划分

犉犻犵．８　犜犺犲犵狉犻犱犳狅狉犮狅犿狆狅狊犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋狅犳狋狔狆犲狋狑狅
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图８中４３～６３号单元为复合２型单元，单元在编程过程中的单元类型编码为８。１～４２号单元为普通２

节点等参单元，单元在编程过程中的单元类型编码为５。单元的节点编号情况如图９所示。

图９　复合２型单元节点编号

犉犻犵．９　犜犺犲狀狅犱犲狀狌犿犫犲狉犳狅狉犮狅犿狆狅狊犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋狅犳狋狔狆犲狋狑狅

图９描述了用于程序计算的文本文件的单元节点编号的输入依据。

通过文本文件输入梁的各项条件后得到梁的计算结果如表４所示。

表４　复合２型单元划分下的计算结果

犜犪犫犾犲４　犜犺犲狉犲狊狌犾狋狊狅犳犮狅犿狆狅狊犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋狅犳狋狔狆犲狋狑狅

节点号 狔方向挠度值 节点号 狔方向挠度值

２ －０．００００１７５２０ １２ －０．０００９２９４８６

３ －０．００００４７１６６ １３ －０．００１０８０１４０

４ －０．００００９２３１９ １４ －０．００１２３８０２０

５ －０．０００１５２７７２ １５ －０．００１４０２２１０

６ －０．０００２２７６３６ １６ －０．００１５７１８５０

７ －０．０００３１６０３９ １７ －０．００１７４６０４０

８ －０．０００４１７０７５ １８ －０．００１９２３８６０

９ －０．０００５２９８４１ １９ －０．００２１０４１２０

１０ －０．０００６５３４３３ ２０ －０．００２２８５２８０

１１ －０．０００７８６９４９ ２１ －０．００２４６５４７０

２．４　犃犖犛犢犛验证复合２型单元

为了验证复合２型单元计算的正确性，我们同样采用ＡＮＳＹＳ１２．０进行结构分析。

采用ＰＬＡＮＥ２单元与ＬＩＮＫ１单元，并且单元划分按照图８和图９的单元位置和节点坐标进行单元划

分。单元网格划分如图１０所示。图１０中紫色的单元代表材料１，绿色单元代表材料２。

ＡＮＳＹＳ计算结果如图１１所示。复合２型单元划分下的ＡＮＳＹＳ计算结果如表５所示。
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图１０　犃犖犛犢犛建模过程中梁的单元划分

犉犻犵．１０　犜犺犲犵狉犻犱狅犳犃犖犛犢犛犿狅犱犲犾

图１１　犃犖犛犢犛计算结果

犉犻犵．１１　犜犺犲狉犲狊狌犾狋狅犳犃犖犛犢犛犿狅犱犲犾

表５　复合２型单元划分下的犃犖犛犢犛计算结果

犜犪犫犾犲５　犜犺犲狉犲狊狌犾狋狊狅犳犮狅犿狆狅狊犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋狅犳狋狔狆犲狋狑狅

节点号 狔方向挠度值 节点号 狔方向挠度值

２ －０．００００１６９０５ １２ －０．０００９２８８３９

３ －０．００００４６８２９ １３ －０．００１０７９４６０

４ －０．００００９２０８１ １４ －０．００１２３７２９０

５ －０．０００１５２２８０ １５ －０．００１４０１４５０

６ －０．０００２２７１７４ １６ －０．００１５７１０６０

７ －０．０００３１５６０２ １７ －０．００１７４５２３０

８ －０．０００４１６５８０ １８ －０．００１９２２９９０

９ －０．０００５２９２９７ １９ －０．００２１０３３５０

１０ －０．０００６５２８５７ ２０ －０．００２２８４１５０

１１ －０．０００７８６３３９ ２１ －０．００２４６４２００
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ＡＮＳＹＳ计算结果与自编程序的对比结果如表６所示。

表６　两种计算方式结果

犜犪犫犾犲６　犜犺犲狉犲狊狌犾狋狊狅犳狋狑狅犮狅犿狆狌狋犻狀犵犿犲狋犺狅犱狊

节点号 相差百分比／％ 节点号 相差百分比／％

２ ３．６４ １２ ０．０７

３ ０．７２ １３ ０．０６

４ ０．２６ １４ ０．０６

５ ０．３２ １５ ０．０５

６ ０．２０ １６ ０．０５

７ ０．１４ １７ ０．０５

８ ０．１２ １８ ０．０５

９ ０．１０ １９ ０．０４

１０ ０．０９ ２０ ０．０５

１１ ０．０８ ２１ ０．０５

通过表３和表６可以看出，利用复合单元法计算值与有限元数值模拟分析值十分接近，说明本文的理论

和编程计算过程是正确的，但是由于在编程过程中采用的是８节点高斯数值积分
［１５］，所以存在相对较小的误

差是正常的。

５　结　论

对复合单元的理论做出推导，通过悬臂梁作用端部集中荷载的简单算例，利用ＡＮＳＹＳ和自编程序得到

的结果进行对比，可以得到以下结论：

１）将不同种类的材料属性的单元整合到一起形成新型复合单元的设想是可以实现的，通过单元的复合，

使得结构在划分单元时大大减少了单元的个数，而计算结果的精度却不会减小，不同材料的性能都可以在结

构中体现。通过对实例的计算，对比采用复合单元求解方法和ＡＮＳＹＳ在同样条件下的分析得到的结果，显

示两种情况结果非常接近。

２）不同材料组成的复合单元，在节点相结合的部位位移相同的前提条件下，只需要将两种不同材料的单

元在同一个自然坐标系下的单元刚度矩阵按照节点位移编号进行叠加就可以很方便的得到复合单元的单元

刚度矩阵。这种方法具有很好的操作性和稳定性。

３）在使用逆矩阵形函数构造方法时，要特别注意母单元节点的个数和位置，为保证形成形函数的矩阵求

逆的顺利进行，矩阵中的母单元局部坐标系下的元素必须保证矩阵是非奇异的。在矩阵非奇异的前提条件

下，移动节点位置时，逆矩阵形函数方法能够很好的适应这类问题。
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