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摘　要：板梁耦合结构是典型的中频振动结构。针对现有的确定性数值分析方法在中频预测

的不足，基于波函数法（ＷＢＭ）理论提出了预测板梁耦合结构的振动响应方法。在Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ薄板

与ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁振动响应基础上，以振动位移与转角为耦合量，运用加权余量法推导了板梁耦

合结构的系统矩阵，建立了板梁耦合结构的波函数法模型。以四边固支的矩形板与细长梁耦合结

构为例进行了验证，其１００Ｈｚ时的振动响应位移云图与５０～５００Ｈｚ频响结果表明，相较于有限元

（ＦＥＭ）模型，基于波函数法的板梁耦合结构振动响应模型能有效预测更高频率的振动响应，且该模

型有着更高的收敛性，在相同计算精度下，计算成本（模型自由度与计算时间）降低明显。
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当前对于声振响应预测的数值方法主要包括：基于单元类的方法如有限元法（ＦＥＭ）、边界元法等
［１２］，但

该类方法由于存在插值误差与污染误差［３］，对于较高频率问题的仿真需要更小尺寸的单元来获取短波特性，

这导致了计算成本的显著增加，因此这类方法主要用于低频问题的预测；而基于模态理论的统计类方法，其

理论前提则要求分析的子系统的１／３倍频程模态数大于５
［４］，也即该类方法只能运用于高频的声振响应分

析。因而，在低频与高频间缺少了较高效可靠的数值分析方法，即是在２０世纪发现的“中频危机”。为此，从

欧洲开始了对中频类数值分析方法的探索，如超弱变分公式（ＵＷＶＦ）
［５］、波边界元方法（ＷＢＥＭ）

［６］、自由单

元Ｇａｌｅｒｋｉｎ法（ＥＦＧＭ）
［７］、复射线变分理论（ＶＴＣＲ）

［８］、混合ＦＥＳＥＡ法
［９］等。其中惟一商用的混合ＦＥ

ＳＥＡ方法就是单元类方法与统计类方法的结合，但该方法也是基于能量的耦合，得到的仍是时间与空间的平

均，无法得到模型的确定性细节。而基于间接Ｔｒｅｆｆｚ理论而建立的波函数法（ＷＢＭ）则是全局性的确定性方

法。自Ｄｅｓｍｅｔ教授
［１０］提出波函数法理论以来，该方法已成功运用于基于Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论

［１１１２］与 Ｍｉｎｄｌｉｎ理

论［１３］的平板振动响应预测，结构声学耦合响应分析［１４］，混合有限元 波函数法［１５］耦合等响应预测，都表现出

了非常高的计算效率与精度，为中频声振问题的预测提供了很好的手段。

作为工程中对薄板类结构常用的减振方式，板梁耦合结构如加筋薄板也大量应用于汽车、航空等领域，

而且该类结构包含薄板短波子系统与梁长波子系统，是典型具有中频特性的结构。因此，以波函数理论实现

该类耦合结构的振动响应，更精确地描述其中频振动响应，为后续的改进与优化提供依据都有重要的工程意

义。笔者以Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ薄板与ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论为基础，结合波函数法，推导出板梁耦合结构的振动响

应预测模型，并进行了数值验证，证明了该方法的有效性。

１　基于波函数法板梁振动

波函数法是一种间接Ｔｒｅｆｆｔｚ方法，利用精确满足控制方程的波函数来表示场变量，再通过边界残差值

积分最小化的方法求取各波函数系数，从而获得结构或声学的响应。

１．１　犓犻狉犮犺犺狅犳犳薄板振动响应

对于各向同性薄板的法向稳态位移狑狕在Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ理论下满足
［１６］

４
狑狕（狓，狔）－犽

４
ｂ狑狕（狓，狔）＝

犉

犇
δ（狓Ｆ，狔Ｆ）， （１）

式中： ４
＝

４

狓
４＋２


４

狓
２
狔

２＋

４

狔
４
；δ为Ｄｉｒａｃ函数；犽ｂ为薄板弯曲波数；犇 为薄板弯曲刚度。

而根据波函数法理论，将薄板的法向振动位移响应展开成一系列的波函数，

狑狕（狓，狔）≈
狀

犻＝１

狑犻φ犻（狓，狔）＋狑
︿

Ｆ（狓，狔）＝Φ犠＋狑
︿

Ｆ， （２）

式中：Φ＝ φ１，φ２，…，φ犻｛ ｝，即严格满足控制方程齐次解的波函数［１０］，取Φ＝ｅ
－ｊ（犽狓狓＋犽狔狔），且（犽２狓＋犽

２
狔）
２＝犽４ｂ。

犠＝ 狑１，狑２，…，狑犻｛ ｝为各波函数的权系数，也为需求解的未知量。狑
︿

Ｆ
为外界作用的特解，对于狉Ｆ点激励有

狑
︿

Ｆ
（狉）＝－

ｊ犉

８犽２ｂ犇
犎

（２）
０ （犽ｂ狉－狉Ｆ ）－犎

（２）
０ （－ｊ犽ｂ狉－狉Ｆ ）［ ］。 （３）

１．２　犈狌犾犲狉犅犲狉狀狅狌犾犾犻梁响应

对于狓向长度为犔 的细梁，由ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ可知，在狓
Ｆ
处施加犉，在狓

Ｔ
处施加扭矩犜 时，其弯曲与扭

转振动响应控制方程分别为［１７］

（
ｄ４

ｄ狓４
－犽

４
ｂｌ）狌（狓）＝

犉δ（狓，狓Ｆ）

犈犐
， （４）

（
ｄ２

ｄ狓２
＋犽

２
ｔｌ）θｔ（狓）＝

犜δ（狓，狓Ｔ）

犌犑
，狓∈ ０，犔［ ］， （５）
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式中：犽ｂｌ是梁的弯曲波数；犽ｔｌ为梁的扭转波数；犈 为弹性模量；犐为截面矩；犌 为剪切模量，犐ｐ为极惯性矩；犑

为截面惯性矩。

同样按波函数法理论，梁结构位移与扭转角度的精确解分别由两类波函数来表示

狌（狓）≈狌
︿
（狓）＝

４

狊＝１
ψ狊（狓）狌狊＋犉狌

︿

Ｆ（狓）＝ψ（狓）狌＋犉狌
︿

Ｆ（狓）

θｔ（狓）≈θ
︿

ｔ（狓）＝
２

狊＝１

Γ狊（狓）θｔ狊＋犜θ
︿

Ｔ（狓）＝Γ（狓）θｔ＋犜θ
︿

Ｔ（狓）

烍

烌

烎

狓∈ ０，犔［ ］， （６）

式中：波函数ψ（狓）、Γ（狓）分别精确满足梁的齐次弯曲与扭转控制方程，定义为

ψ（狓）＝ ｃｏｓ（犽ｂｌ狓）ｓｉｎ（犽ｂｌ狓）ｅ
－犽ｂｌ狓ｅ犽ｂｌ狓［ ］，

Γ（狓）＝ ｃｏｓ（犽ｔｌ狓）ｓｉｎ（犽ｔｌ狓）［ ］。
烅
烄

烆

（７）

对于位于狓
Ｆ
的单位力和位于狓

Ｔ
的单位扭矩产生的特解狌

︿

Ｆ
（狓）、θ

︿

Ｔ（狓）也分别定义为
［１８］

狌
︿

Ｆ（狓）＝
ｊ

４犈犐犽３ｂｌ
（ｅｊ犽ｂｌ 狓－狓

Ｆ ＋ｊｅ
－犽ｂｌ 狓－狓

Ｆ ）， （８）

θ
︿

Ｔ（狓）＝
ｊ

２犽ｔｌ
ｅｊ犽ｔｌ 狓－狓

Ｔ 。 （９）

２　板梁耦合

对于板或梁结构，在其各自的边界运用加权余量公式求得各波函数的权系数后即可得到板或梁的振动

响应，但对于板梁耦合结构，除了各自的边界外，还需在接合面进行耦合。笔者采用接合边界上的薄板与梁

在法向位移与转角上进行耦合，得到耦合边界残差为

犚ｕ犲２（狉Ω犲２）＝狌犲（狉Ω犲２）－狌２（狉Ω犲２）＝０，狉Ω犲２ ∈ （Ω
犲
∩Ω

２）， （１０）

犚θ犲２（狉Ω犲２）＝犔犲θｎ（狌犲（狉Ω犲２））－γ犲θ２ｔ＝０。 （１１）

文中犲＝（１，３）分别为图示中１和３区域薄板，γ犲为薄板域内梁的纵向方向。

图１　板梁耦合示意图

犉犻犵．１　犘狉狅犫犾犲犿犱狅犿犪犻狀狅犳狆犾犪狋犲犫犲犪犿犮狅狌狆犾犻狀犵

由于梁在耦合边界上受到两边板对其的作用，耦合系统中梁的弯曲位移响应与扭转响应定义为：

狌
︿

２（狓′）＝ψ２（狓′）狌２＋狌
︿

２Ｆ２
（狓′）＋狌

︿

２ｓ１（狓′）狌１＋狌
︿

２Ｆ１
（狓′）＋狌

︿

２ｓ３（狓′）狌３＋狌
︿

２Ｆ３
（狓′）， （１２）

θ
︿

２ｔ（狓′）＝Γ２（狓′）θｔ＋θ
︿

２Ｔ２
（狓′）＋θ

︿

２ｓ１（狓′）狌１＋θ
︿

２Ｆ１
（狓′）＋θ

︿

２ｓ３（狓′）狌３＋θ
︿

２Ｆ３
（狓′）， （１３）

式中：狌
︿

２狊犲、狌
︿

２犉犲、θ
︿

２狊犲、θ
︿

２犉犲分别为板波函数与特解对梁的作用方程。

将耦合边界残差公式（１０）（１１）添加到板的加权余量公式中有

∫
Ω犲

犔犲犙ｎ 狑
槇［ ］犚狑（狉Ω犲）ｄΓ＋∫

Ω犲

犔犲ｍｎ 狑
槇［ ］犚θｎ（狉Ω犲）ｄΓ－∫

Ω犲

犔犲θｎ 狑
槇［ ］犚ｍ

ｎ
（狉Ω犲）ｄΓ－∫

Ω犲

犔犲 狑
槇［ ］犚犙ｎ

（狉Ω犲）ｄΓ＋

∫
Ω犲２

犔犲犙ｎ 狑
槇［ ］犚θ狌２（狉Ω犲２）ｄΓ＋∫

Ω犲２

犔犲ｍｎ 狑
槇［ ］犚θ犲２（狉Ω犲２）ｄΓ＝０， （１４）
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算子犔θｎ＝－


γｎ
，犔ｍｎ＝－犇（


２

γ
２
ｎ

＋狏

２

γ
２
ｓ

），犔Ｑｎ＝－犇


γｎ
（

２

γ
２
ｎ

＋（２－狏）

２

γ
２
ｓ

），γｎ、γｓ分别为平板边界的法线

和切线方向。

运用迦辽金法将式（２）（１２）（１３）代入式（１４）即可得到系统矩阵

（犃１＋犆１ｂ） 犆１２ｂ 犆１２ｔ 犆１３

犆２ｂ１ 犃２ｂ ０ 犆２ｂ３

犆２ｔ１ ０ 犃２ｔ 犆２ｔ３

犆３１ 犆３２ｂ 犆３２ｔ （犃３＋犆３ｂ）

熿

燀

燄

燅

狌１

狌２

θ２ｔ

狌３

烅

烄

烆

烍

烌

烎

＝

犫１＋犮１ｂ＋犮１２ｂ＋犮１２ｔ＋犮１３

犫２ｂ＋犮２ｂ１＋犮２ｂ３

犫２ｔ＋犮２ｔ１＋犮２ｔ３

犮３＋犮３ｂ＋犮３１＋犮３２ｂ＋犮３２ｔ

烅

烄

烆

烍

烌

烎

。 （１５）

　　结合实际边界条件求解该矩阵就能获得板波函数的权系数狌１，狌３和梁波函数的权系数狌２，θ２ｔ，再分别代

入各自的波函数展开式就可以得到板、梁的振动响应。

３　数值验证

为验证该方法的有效性，引入了加梁矩形薄板，其尺寸形状如图２所示。板与梁都为钢材，材料密度ρ＝

７９００ｋｇ／ｍ
３，弹性模量犈＝２．１×１０１１Ｐａ，泊松比μ＝０．３。板的厚度犺＝０．００１ｍ。细长梁结构为实心圆截

面，其截面参数为：面积为７８．５４×１０－６ ｍ２，截面矩为４９０．８７×１０－１２ ｍ４，极惯性矩为９８１．７５×１０－８ ｍ４，截面

惯性矩为９８１．７５×１０－８ ｍ４。耦合模型的周边固支，并在点（０．１４０ｍ，０．３２０ｍ）处施加一法向单位力激励，同

时选取点（０．４８０ｍ，０．１６５ｍ）为频响参考点。

图２　薄板与梁耦合几何域

犉犻犵．２　犆狅狌狆犾犲犱狆犾犪狋犲犫犲犪犿狆狉狅犫犾犲犿

为了与波函数法进行比较，该模型也以有限元法进行计算。有限元模型选取四边形单元，其建立和计算

都在 ＭＳＣ／Ｎａｓｔｒａｎ中完成。而波函数法模型的构建与计算均以 ｍａｔｌａｂ２０１６ａ平台完成。图３、图４分别为

１００Ｈｚ时薄板和薄板加梁系统的法向振动位移响应。从两云图可以看出，对于纯薄板与添加梁结构后的板

梁耦合系统，波函数法计算结果与有限元精细建模的结果很好地吻合。而且相比于图３，添加梁结构后的耦

合系统响应有了明显的变化，除了全局振动幅值降低外，梁右边薄板的振动响应已经被明显抑制，说明梁结

构对薄板刚度增加效果明显，也验证了所提方法的正确性。

图３　未添加梁结构的薄板法向振动位移响应对比

犉犻犵．３　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狅犳狆犾犪狋犲狑犻狋犺狅狌狋犫犲犪犿犪狋１００犎狕
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图４　添加梁结构后薄板法向位移响应对比

犉犻犵．４　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狅犳狆犾犪狋犲狑犻狋犺犪犫犲犪犿犪狋１００犎狕

同时，为验证该方法在其他频率下的响应，以及反映有限元方法的频率响特性，选取响应参考点在５０～

５００Ｈｚ的振动位移响应进行了对比分析。图５为添加梁后薄板选取响应点的频响结果，图中包含了较大单

元尺寸（８ｍｍ）和精细单元尺寸（２ｍｍ）两种有限元模型的结果。从对比结果可以看出，波函数法在分析频

段内与精细有限元模型的计算一致，而尺寸较大的有限元模型虽在频响趋势与波函数法计算结果相符，但在

２００Ｈｚ左右开始位移响应出现偏移，而且这种偏移随着频率的增加而变得更加严重。有限元法应用在较高

频率且针对较复杂结构时需要大量精细的单元来获取短波细节，造成了计算模型过大、ＣＰＵ计算时间过长，

因此单元类方法主要用于低频类问题的预测分析。

图５　板梁耦合结构参考点频率响应

犉犻犵．５　犅犲狀犱犻狀犵狏犻犫狉犪狋犻狅狀狉犲狊狆狅狀狊犲狑犻狋犺犫犲犪犿

同时，除了精度的保证，收敛性也是评价数值算法优劣的主要指标。图６为波函数法与有限元法在

１００Ｈｚ时的收敛曲线，图中横坐标为模型计算自由度ＤＯＦ（ｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍ），即前文论述的波函数数

量，纵坐标为相对误差ε＝
狑－狑ｒｅｆ

狑ｒｅｆ
，狑ｒｅｆ为选定参考点在１００Ｈｚ时法向振动位移响应，狑ｒｅｆ为１００Ｈｚ精

细有限元模型的位移响应值。图７为１００Ｈｚ时计算精度与计算时间的对比曲线。从图中可以看出，在相

同计算精度的前提下，波函数法的计算成本（模型计算所需自由度与计算时间）较有限元法显著减少。这

也是波函数法除了其本身没有单元划分带来的差值误差和污染误差外，能更好地运用于较高频率声振预

测的原因。同时，利用波函数法计算的高效性，可以更好地应用于需要大量重复计算的前期设计与改进

优化阶段。
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图６　１００犎狕计算相对误差与自由度曲线对比

犉犻犵．６　犆狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀犱犲犵狉犲犲狅犳犳狉犲犲犱狅犿犪狋１００犎狕

图７　１００犎狕计算相对误差与计算时间曲线对比

犉犻犵．７　犆狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀狑犻狋犺犮狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犪犾狋犻犿犲犪狋１００犎狕

４　结　论

笔者综合Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ薄板振动理论、ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论和波函数理论，以法向位移与扭转角为接合

边界的连续性条件，运用迦辽金法推导了耦合系统的加权余量公式，构建了计算板梁耦合结构振动响应的波

函数模型。并引入周边固支加梁薄板模型，与有限元法进行了对比，数值验证表明，所提出的基于波函数法

计算板梁耦合结构的方法是有效的，而有限元法为保证计算的准确需要精细的模型，且随着频率的提高，单

元尺寸要求越小；同时，波函数法在相同计算精度的前提下，相较于有限元法其计算成本显著减少，能更好的

预测中频振动响应。在实现对结构振动响应预测的基础上，下一步将研究板梁结构与声腔在波函数法下进

行多物理场耦合。
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