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摘要：提出全同粒子以及虚粒子假设，并推导了二维速度控制条件，再结合原子势函数，在原子

尺度上描述了线性波的传播。考虑晶格非谐性以及位错的影响，进一步探究了二阶非线性波的产

生机理。理论分析表明，晶格非谐性和位错引起的晶格畸变会诱发产生高阶虚粒子，高阶虚粒子是

高阶非线性波产生的关键因素，位错等材料早期非线性或细微损伤导致高阶虚粒子增多而引发明

显的高次谐波，因此，可以通过探测高次谐波诊断材料早期损伤。

关键词：弹性波；原子势函数；晶格非谐性；位错；二次非线性波；结构或材料的非线性评价
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近年来，以线性弹性波理论为基础的超声无损检测技术得到了广泛的研究和应用［１４］，比如，超声Ｃ扫

描、各种Ｌａｍｂ波检测技术等。为提高上述技术的灵敏度，利用波在固体材料传播过程中产生的非线性二次

谐波来评价材料的早期性能退化或检测疲劳等细微损伤成为研究的热点［５１２］。几乎已有的相关理论研究都

是建立在经典位错理论和弹性力学基础之上的。例如，Ｃａｎｔｒｅｌｌ对体波非线性二次谐波做了相关理论研

究［１３］，并用β参数来表征非线性的强弱，在位错均匀分布的假设下从弹性力学出发推导出β的公式为

β＝
β
犲
＋β

犿狆
＋β

犱狆

［１＋Γ
犿狆 ＋Γ

犱狆］２
。

　　该公式中每一项的表达式都十分复杂，尤其是当位错不是均匀分布时，其表达式和参数将更加复杂，难

于应用。Ｃｈｒｉｓｔｉａｎ在一维情况下利用Ｃａｎｔｒｅｌｌ的结论并略去高阶项得出β参数的近似表达式为
［１４］

β＝
８犮２

ω
２狓

犃２

犃２１
（ ）。

　　该β表达式比Ｃａｎｔｒｅｌｌ的β表达式简单清晰了很多，却无法反映位错等非线性贡献。众所周知，经典弹

性理论在原子尺度上不能很好地解释某些物理现象［１４１６］，而从弹性力学出发解释二次谐波非线性相关问题

时，要么理论极其复杂，要么不能正确反映微观物理实质，且无法统一晶格非谐性和位错等非线性贡献。

固体物理在原子尺度研究了晶格振动，建立了晶格动力学，引入了声子以及格波概念，虽然可以证明在

长波极限下格波和弹性波相同［１７１８］，但是格波和弹性波是有区别的［１８］。格波主要取决于固体本身性质，其

频率取值通常是不连续的，理论上无法取频率从零到无穷大之间的任意值；而从弹性力学出发，理论上弹性

波的频率主要取决于外界驱动频率，其频率取值通常是连续的，可以取频率从零到无穷大之间的任意值。所

以这两种理论在原子尺度上，对解释波的产生和传播都有所欠缺，有必要尝试建立新的微观理论模型解释波

的产生和传播现象。

笔者在全同粒子和虚粒子假设的基础上尝试建立微观理论模型，解释波的产生和传播的微观机理。为

了简单，不考虑边界条件的线性波，对晶格非谐性以及位错引起的非线性进行讨论，指出非线性现象与高阶

虚粒子密切相关。文中得出的理论结果与对应的建立在弹性力学基础之上的相关理论结果基本吻合。

１　假设

１．１　全同粒子假设

在不考虑边界的单一元素组成的固态晶体中，每个原子粒子及其周围电磁环境都是相同而无法区分的，

文中将这些粒子称为全同粒子。

图１　虚粒子假设示意图

犉犻犵．１　犞犻狉狋狌犪犾犪狋狅犿犺狔狆狅狋犺犲狊犻狊．

１．２　虚粒子假设

如图１所示，设初始时刻实粒子 Ａ受到外界激励，获得的振

动频率为ω。假设在 时刻，与Ａ相距为犔′的实粒子Ｂ刚好接收

到Ａ粒子的全部振动信息，则该全部信息传递的速度应该对应群

速度狏ｇ，且有：

狏ｇ＝犔′／ ， （１）

　　设对应的波矢为犽ｇ，则：

犽ｇ＝ω／狏ｇ， （２）

　　在 时刻，与Ａ相距为犔 的虚粒子Ｃ刚好接收到Ａ粒子的部分振动信息，则该部分信息传递的速度应

该对应相速度狏ｐ，且有：

狏ｐ＝犔／ ， （３）

　　设对应的波矢为犽ｐ，则：

犽ｐ＝ω／狏ｐ， （４）

　　设狋时刻，与Ａ相距为犔 的虚粒子Ｃ刚好接收到Ａ粒子的全部振动信息，狏（ＢＣ）为全部振动信息从粒子

Ｂ到虚粒子Ｃ的传递速度，则：

２ 重 庆 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第４１卷



狏（ＢＣ）＝
犔－犔′

狋－
＝（犔－犔′）／ （犔／犔′－１）＝

犔′
＝狏ｇ， （５）

　　当考虑方向时，以上各标量将转换为相应的矢量，定义虚波矢为犽ｖ，

犽ｖ＝犽ｇ－犽ｐ， （６）

犽ｇ＝犽ｐ＋犽ｖ。 （７）

　　方程（５）表明文中相关定义是自洽的，值得注意的是涉及到的速度均应理解为平均速度，和经典弹性力

学中的速度一致。方程（７）的含义是，虚粒子Ｃ在 ＝（犔′／犔）狋时刻通过犽ｐ 获得部分信息，再经过（１－犔′／

犔）狋时间后，通过犽ｖ在狋时刻获得了全部信息。虚粒子Ｃ不是真实的原子粒子，而是类光速运动的能够传

递信息的具有粒子性的虚粒子，文中将这样的信使粒子称为虚粒子。

如果用犽ｒ代替犽ｇ，方程（７）可以推广为

犽ｒ＝犽ｐ＋犽ｖ， （８）

　　式（８）具有更为广泛的含义：例如一个微观量子力学系统，可以有无穷多的相态，在实验探测后，一个真

实的状态确定了下来。

２　原子尺度上的波

２．１　速度定义

在三维笛卡尔坐标中，定义与振动相关的信息传递速度为

狏αβγδεζ， （９）

其中：下标α，β，γ表示粒子振动方向的方向余弦；δ，ε，ζ表示信息传递方向的方向余弦，即波速方向的方向

余弦。信息传递的群速度、相速度、瞬时速度以及平均速度均可用式（９）表示，例如，若速度为平均群速度，

狏１００１００代表狓方向传播的纵波平均群速度，狏０１０１００和狏００１１００则代表狓方向传播的狔偏振以及狕偏振横波平均群

速度。

图２　二维点源振动信息传播示意图

犉犻犵．２　犞犻犫狉犪狋犻狅狀犻狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀狆狉狅狆犪犵犪狋犻狅狀

狅犳狆狅犻狀狋狊狅狌狉犮犲犻狀２犇．

２．２　速度条件

为了简便，在文中假设前提下，考虑无边界无阻力二维情况。

如图２所示，分别设粒子Ａ、Ｂ、Ｃ所在的位置为犪、犫、犮，粒子Ａ受

到外界激励成为振动信息源，振动沿着狔 方向传递，该信息通过

虚粒子向四处扩散。粒子Ｃ获得信息的途径有３条，图２中分别

表示为红色、蓝色和黑色路径，由于对称性，只需要研究红色和黑

色路径，即犪犫犮路径和犪犮路径。

振动信息通过犪犮路径从粒子Ａ传到粒子Ｃ，设对应的传播时

间为狋ＡＣ；通过犪犫犮路径从粒子 Ａ传到粒子Ｃ，设对应的时间为

狋ＡＢＣ。显然，这２种路径的传递作用是相当的，不能忽略任意一

种，振动信息要能协调传播下去，必然有：

狋ＡＢＣ＝狋ＡＣ±
２π狀

ω
， （１０）

其中，狀为整数。

设犪犫长为犔，∠犮犪犫＝θ用距离和速度表示时间，带入式（１０）得

犔

狏０１０ｃｏｓθｓｉｎθ０ｃｏｓθ
＝
犔

狏０１０１００
＋
犔ｔａｎθ

狏０１００１０
±
２π狀

ω
， （１１）

　　考虑到犽＝
ω

狏
，在式（１１）两端同时乘以

ωｃｏｓθ

犔
得到

犽０１０ｃｏｓθｓｉｎθ０＝犽０１０１００ｃｏｓθ＋犽０１００１０ｓｉｎθ＋（２π狀ｃｏｓθ）／犔， （１２）

　　考虑其他２种振动模式有

犽αβγｃｏｓθｓｉｎθ０＝犽αβγ１００ｃｏｓθ＋犽αβγ０１０ｓｉｎθ＋（２π狀ｃｏｓθ）／犔， （１３）
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其中，狀为整数。

当狀＝０，θ＝（１／４）π，犽αβγ１００＝犽αβγ０１０时，方程（１３）表示的波前为一个圆；当犽αβγ１００≠犽αβγ０１０时，方程（１３）表示

的波前为一个椭圆；在三维情况下，对应的波前为球面和椭球面；如果θ＝０，该问题退化为一维问题，波前为

平面波。可见方程（１３）反应了各种各样的波前形状，文中称其为速度控制条件或波矢条件。

２．３　原子势函数

微观原子之间的相互作用可以归结为原子势函数，结合研究对象，可以忽略多体作用，于是选择如下势

函数［１９］：

φ（狉）＝
４

犾＝ －１

犽犾
狉

狉０（ ）
犾

， （１４）

其中：犽犾 是模型参数，以Ｆｅ晶体为例有：犽－１＝１９９．６０３ｅＶ，犽０＝－８５５．７４ｅＶ，犽１＝１４７８．５４ｅＶ，犽２＝

－１２８７．３ｅＶ，犽３＝５６３．５７９ｅＶ，犽４＝－９８．９５７ｅＶ；狉０ 表示纯元素理想晶体平衡状态下的最近邻距离；狉为近

邻２个原子的距离；φ（狉）为近邻２个原子之间的势函数。

由犉（狉）＝－φ（狉）／狉得到原子力函数为

犉（狉）＝－
φ（狉）

狉
＝－

４

犾＝ －１

犾犽犾

狉犾０
狉犾－１＝－

４

犾＝ －１

犾犽犾（狉／狉０）
犾－２狉

狉２０
。 （１５）

２．４　线性波

在信息传递过程中，若狉狉０，则式（１５）可化为犉（狉）＝
４

犾＝ －１

犾犽犾
狉

狉２０
＝犃狉，即只含有狉的线性项。设驱动交

变电场为犈（狋），以铝原子为例，每一个原子提供３个电子，可取驱动力为－３ｅ犈（狋）。若驱动频率为ω，则：

犈（狋）＝犈ｅ－
犻ω狋
＋犮．犮．， （１６）

　　不考虑阻力，根据牛顿第二定律有：

－３ｅ犈（狋）－犃狉＝犿狉·· （１７）

　　即：

狉··＋犃狉＝－３ｅ犈（狋）／犿 （１８）

　　解得：

狉＝ξ（ω）ｅ
－犻ω狋
＋犮．犮．，

ξ（ω）＝－
３ｅ

犿

犈

犇（ω）
，

犇（ω）＝Ａ－ω
２。 （１９）

　　值得注意的是，借用经典的受迫振动谐振子模型进行数学求解，是为了说明在信息传播过程中，频率信

息确实没有发生变化，不必深究具体的参数取值。实原子获得的频率未发生变化，那么传递信息的虚粒子传

递的频率信息必定也没有发生变化。下面讨论非线性波时，借用非线性谐振子模型进行数学求解，是为了说

明信息频率确实发生了变化，具体的参数取值不予深究，建议通过实验数据来确定这些参数。

式（１９）表明在信息传递过程中，只存在基频项，没有出现高频项，即只存在一阶线性虚粒子ＣＦＶＰ，频率信

息在传播过程中不发生变化，这样的信息传播过程形成的波就是线性波。

２．５　非线性波

频率为ω的振动信息在粒子之间传递时，若有
狀

犿
ω（犿，狀为正整数且犿≠狀）的频率信息产生，这样的信

息传播过程形成的波就是非线性波。
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３　高次谐波

３．１　晶格非谐性导致的二次谐波

在不考虑边界和缺陷的完美晶体中，晶格非谐性被认为是非线性的主要来源，晶格非谐性指晶格振动偏

离简谐运动［２０］。晶体热膨胀被认为是晶格非谐性引起的，此时，需要考虑原子势函数的高阶项，即原子力函

数中将出现非线性高阶项，特别是二次高阶项［１８］。室温下，在大多数固体中忽略晶格非谐性对三次高阶谐

波的贡献是合理的［２１］。

基于式（１５），考虑原子力函数二次高阶项，设：

犉＝－犿ω
２
０狉－犿α２狉

２， （２０）

其中：犿 是原子质量；ω０ 和α２ 是线性和二阶非线性响应参数。

设驱动交变电场为犈（狋），以铝原子为例，每１个原子提供３个电子，易知驱动力为－３ｅ（犈）狋。若驱动频

率为ω，则：

犈（狋）＝犈ｅ－
犻ω狋
＋犮．犮．， （２１）

　　忽略阻力，由牛顿第二定律可知：

－３ｅ犈（狋）－ω
２
０狉－α２狉

２
＝犿狉··， （２２）

狉¨＋ω
２
０狉＋α２狉

２
＝－３ｅ犈（狋）／犿。 （２３）

　　通常二阶项比线性项要弱很多
［１４］，那么对任意的狉都可以认为α２狉

２ 比ω
２
０狉小很多。于是可以利用经典

的微扰摄动展开法来解式（２３），用ε犈（狋）代替犈（狋），ε为０～１之间的１个小参数且在计算结束时设置为１，

于是有：

狉··＋ω
２
０狉＋α２狉

２
＝－３εｅ犈（狋）／犿， （２４）

　　设：

狉＝ε
１狉１＋ε

２狉２＋ε
３狉３＋…， （２５）

　　将式（２５）带入式（２４）整理，并令与ε
１，ε

２，ε
３ 对应的系数相等，得到：

ε
１：狉··１＋ω

２
０狉１＝－３ｅ犈（狋）／犿， （２６）

ε
２：狉··２＋ω

２
０狉２＝－α２狉

２
１， （２７）

ε
３：狉··３＋ω

２
０狉３＝－２α２狉１狉２， （２８）

式（２２）的解为

狉１＝ξ
（１）（ω）ｅ－

犻ω狋
＋犮．犮．，

ξ
（１）（ω）＝－

３ｅ

犿

犈

犇（ω）
，

犇（ω）＝ω
２
０－ω

２。 （２９）

将式（２９）带入式（２７）得：

狉２＝ξ
（２）（２ω）ｅ－

２犻ω狋
＋犮．犮．，

ξ
（２）（２ω）＝－

α２

犇（２ω）
３ｅ

犿

犈

犇（ω）［ ］
２

，

犇（２ω）＝ω
２
０－（２ω）

２。 （３０）

　　由式（３０）产生了二次非线性项，其振幅为ξ
（２）（２ω），说明有二阶虚粒子ＣＳＶＰ产生。将式（２９）和式（３０）代

入式（２８）继续求解，会得到三次非线性项及其振幅，这里只计算到二次非线性项。令ε＝１，得到近似解为

狉＝ξ
（１）（ω）ｅ－

犻ω狋
＋ξ

（２）（２ω）ｅ－
２犻ω狋
＋犮．犮．， （３１）

结合式（２７）和式（２８）可知：

ξ
（２）（２ω）＝

α２

犇（２ω）
［ξ
（１）（ω）］

２。 （３２）
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式（３２）意味着二次谐波振幅与基波振幅的平方成正比。

显然，对于大多数固体材料，热膨胀意味着微观粒子之间的距离增加。设热膨胀后有狉＝χ狉０，参数χ必

须大于１，若χ＝２，热膨胀后的晶体体积将为原来晶体体积的８倍，这与实际不符，故χ必须小于２。引入１

个二阶非线性参数η（１＜η＜２），使得：

狉＝χ狉０（１＜η＜χ），线性， （３３）

狉＝χ狉０（η≤χ＜２），非线性， （３４）

狉＝χ狉０（０＜χ≤１∪χ≥２），（不讨论）。 （３５）

　　狉增大，１＜χ＜η时，不出现非线性效应，定义对应的虚粒子为一阶线性虚粒子，记为ＣＦＶＰ；η≤χ＜２时，

将出现明显的非线性效应，此时，会产生高阶虚粒子，高阶虚粒子会将频率为ω的信息转换为２ω和３ω的信

息并传递下去，定义对应的高阶虚粒子为二阶虚粒子和三阶虚粒子，分别记为ＣＳＶＰ和ＣＴＶＰ。文中主要讨论二

阶虚粒子，最多讨论到三阶虚粒子，对于更高阶的虚粒子不做讨论，另外对０＜χ≤１∪χ≥２的情况，也不做讨

论。当然，不同的晶体势函数不同，相应的虚粒子情况会有所不同，对应参数的具体取值应该有所不同。

３．２　位错导致的二次谐波

在大多数金属中，应力 应变之间的非线性关系主要由晶格非谐性和位错引起［２１］。考虑缺陷引起的非

线性时，主要考虑位错缺陷。

根据位错理论易知，位错芯处晶格将发生明显的畸变，部分晶格平衡距离将增大，但畸变不会超过伯格

矢量的大小，这使χ得参数满足１＜χ＜２。

位错引起非线性需要的应力比晶格非谐性引起非线性需要的应力低［２２］。如果位错密度足够大，位错引

起的非线性将比晶格非谐性引起的非线性强［２３］。故位错越多，位错密度越大，ＣＳＶＰ越多；晶格非谐性越强，

ＣＳＶＰ越多，二次谐波非线性越强。设位错密度为ρ犱，晶格非谐性对二次谐波非线性的贡献（产生ＣＳＶＰ的贡献）

等效密度为λρ犱，其中，λ为参数，信息传递路径，即波传播路径长度为狓，信息传递路径的平均横截面积为犛，

则信息传递经过的体积为犛狓，结合式（２９），可以得到：

ξ
（２）（２ω）

［ξ
（１）（ω）］

２＝
α２犽犛

犇（２ω）
（ρ犱 ＋λρ犱）狓， （３６）

其中，犽为比列系数。

当晶体晶格非谐性非常微弱时，λ≈０，则：

ξ
（２）（２ω）

［ξ
（１）（ω）］

２＝
α２犽犛

犇（２ω）ρ
犱狓。 （３７）

　　式（３６）和式（３７）表示二次谐波振幅与基波振幅的平方成正比，与波经过的体积成正比，与位错密度成正

比，即二次谐波与ＣＳＶＰ数目成正比。该结论与建立在弹性力学基础之上的相关理论结果基本相似
［１４］。

材料疲劳损伤初期，出现非线性或微观缺陷，比如位错。在周期载荷下，材料的位错开始集聚并在晶界

形成驻留滑移带，形成集结的微观裂纹，然后，微观裂纹生长为使材料失效的宏观裂纹。由于产生宏观裂纹

需要的循环加载次数远远大于产生微观裂纹需要的循环加载次数，所以，在微观裂纹形成之前检测材料疲劳

损伤缺陷显得极其重要［２０］。

从上面的分析得知，疲劳损伤会增加ＣＳＶＰ数目，从而增强二次谐波，在微观裂纹形成之前，可以通过检测

二次谐波来检测材料早期非线性或疲劳损伤缺陷，这与经典理论结论一致。

４　讨　论

波速反应了材料性质，是比较重要的物理量，通常测得的波速应当理解为平均速度。微观状态发生变化

时，波速应发生相关变化。理论上疲劳早期损伤也会对波速产生影响，至于速度变化和疲劳早期损伤的关系

能否应用于实际无损健康监测，需要进一步研究。速度控制条件中，速度是作为未知量引入的，信息传递由

虚粒子与虚粒子之间信息传递以及虚粒子与实粒子之间信息传递共同决定。接下来的工作将从第一性原理
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出发推导信息传递的瞬时波速和平均波速，波速与速度控制条件共同决定波前。

不同材料具体的η应当有所不同，从第一性原理出发推导参数η的表达式应该是可行的，考虑到势函数

的复杂性，通过实验来测定η会比较实用和直接，这也是未来将要进行的工作。需要注意的是，若材料的势

函数为中心对称，那么势函数将主要包含距离的偶次高阶项，此时微观畸变更容易引发ＣＴＶＰ而非ＣＳＶＰ。

对在薄板中传播的Ｌａｍｂ波而言，还需考虑边界条件的影响。距离边界较远的虚粒子主要反映材料内

部性质，而靠近边界的虚粒子还可以反映边界的性质，故虚粒子可以反映边界条件。为了简单，以折射为例

进行粗略讨论。２种材料共享边界面，共有边界面极其附近的虚粒子，在沿边界面方向上的性质相同，而沿垂

直边界面方向上的性质不相同，导致信息沿界面方向传递速度相同，沿垂直界面方向传递的速度不相同，从

而导致路径偏折，如此便可导出折射定律。考虑边界条件后信息的传播规律（瑞利波、斯通利波和兰姆波等

的传播规律），将在后续工作中展开。

理想晶格热膨胀时，晶体狉畸变发生于整个晶体；当狉畸变发生于局部时，对应各种各样的晶格缺陷。

畸变超过临界值即可产生高阶虚粒子，要在宏观上观测到不可忽略的高次谐波，需要晶体发生大量的能够产

生高阶虚粒子的晶格畸变，毕竟晶体中存在大量的线性虚粒子。材料疲劳损伤早期会引发大量位错，引起大

量的晶格畸变，其引起的高阶虚粒子十分可观，不可忽略。文中主要讨论了晶体位错缺陷引起的非线性，对

于其他缺陷类型未做讨论。实际上其他缺陷类型也很容易纳入该理论框架，例如，空位缺陷或者杂质缺陷等

缺陷会引起晶格畸变，若产生了ＣＳＶＰ和ＣＴＶＰ，可以直接将其对非线性的贡献加入式（３６）中。不考虑这些缺

陷，可以认为总量上由这些缺陷产生的高阶虚粒子数目远远少于由位错引起的高阶虚粒子数目，从而缺陷被

忽略了。

５　结　论

在全同粒子和虚粒子假设基础上，推导了速度条件，建立了普遍的振动信息传递波动理论；在此基础上，

定义了ＣＦＶＰ、ＣＳＶＰ和ＣＴＶＰ，并指出这３种虚粒子分别与线性波、二次谐波和三次谐波直接相关；早期疲劳损伤

引起一定程度的晶格畸变，破坏全同粒子全同性，通过增加ＣＳＶＰ等高阶虚粒子来增强材料的非线性响应，可

以通过检测二次谐波来检测材料早期疲劳损伤缺陷。
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