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摘要：拥堵控制是智能交通系统的一个关键问题。基于Ｋｏｎｉｓｈｉ等的研究成果，考虑多车稳态

期望速度效应对车流运动特性的影响，提出一个新的拥堵控制跟驰模型。运用系统控制理论，得到

系统保持稳定的判据。数值仿真结果表明：与前人研究成果相比，多车稳态期望速度效应对交通流

具有更好的致稳作用，提高了车流陷入交通阻塞状态的阈值。因此，提出的模型较前人的成果能进

一步缓解交通拥堵程度，使交通系统稳定性增强。
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交通拥堵已成为制约社会经济发展的重要因素之一，备受学界关注［１］。为了探索交通拥堵内在运行机

制，一系列交通流模型被相继提出［２８］。其中Ｂａｎｄｏ等
［９］于１９９５年提出的优化速度（ＯＢ，ｏｐｔｉｍａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ）交

通流模型最为经典，该模型可以刻画拥堵严重时车辆走走停停等实际交通现象。１９９９年，Ｋｏｎｉｓｈｉ等
［１０］将

ＯＶ模型离散化，得到耦合映射 （ＣＭ，ｃｏｕｐｌｅｄｍａｐ）跟驰模型，该模型能够描述单车道上无倒车现象的车流

演化机制，但其只适应在开放边界条件下验证。随后，学者们设计延时反馈控制方法并引入到ＣＭ 模型中，

验证对拥堵的抑制性能，仿真结果显示拥堵影响范围明显减小。Ｚｈａｏ等
［１１］利用前后车相对速度信息设计了

更为简洁的反馈控制器，其拥堵抑制效果较文献［１０］提出的ＣＭ 模型更优。韩祥临等
［１２］将前后多车诱导信

息引入拥堵控制器，以期实时准确地把握路况信息，提前控制车速，使车流运行稳定，从而有效抑制拥堵。此

后，国内外学者取得了一系列与拥堵抑制方法相关的研究成果［１３１５］。

上述拥堵抑制方法均能很好地控制车流运动状态，车流能够保持稳定状态运行，进而减小了拥堵的影响

范围，但未考虑驾驶员驾车时对车速波动的要求。在实际驾车过程中，驾驶员在考虑自身舒适性时，总期望

车速波动不大，即稳态期望速度效应。因此，研究在文献［１２］的拥堵抑制方法的基础上，考虑稳态期望速度

效应对交通拥堵的影响，提出一个新的拥堵抑制方法，结合ＣＭ 模型，形成新的拥堵控制跟驰模型。利用现

代控制理论，得到交通系统稳定运行的临界条件。同时，在开放的边界条件下，对新模型进行数值仿真，验证

其对拥堵的抑制性能。

１　拥堵控制跟驰模型

ＣＭ拥堵抑制跟驰模型
［１０］的车流运动方程为

狏犻（狀＋１）＝α犻 犞
ＯＰ
犻 （狔犻（狀））－狏犻（狀）［ ］犜＋狏犻（狀）＋狌犻（狀），

狔犻（狀＋１）＝狏犻＋１犜－狏犻（狀）犜＋狔犻（狀），
（１）

式中：狏犻（狀）和狔犻（狀）分别为第犻辆车在狋＝狀犜 的速度和车头距；犜 为采样时间；α犻 和犞
ＯＰ
犻 （·）分别为第犻辆

车驾驶员对外界交通状况的敏感程度和控制车速达到的最优速度；狌犻（狀）为离散反馈控制信号，具体为

狌犻（狀）＝犽
犮
犻狑犻（狀）＋犽

犱
犻［狏犻（狀）－狏犻（狀－１）］，

狑犻（狀＋１）＝犽
犪
犻狑犻（狀）＋犽

犫
犻［狏犻（狀）－狏犻（狀－１）］，

（２）

式中：犽犪犻，犽
犫
犻，犽

犮
犻，犽

犱
犻∈犚 均为控制参数；狌犻（狀）的形式复杂，其４个控制参数设计复杂，计算量大，进而使得控

制策略的制定较困难。

针对ＣＭ拥堵抑制模型缺点，Ｚｈａｏ等
［１１］设计一个包含前后车速度差信息的拥堵抑制跟驰模型，其运动

学方程为

狏犻（狀＋１）＝α犻 犞
ＯＰ
犻 （狔犻（狀））－狏犻（狀）［ ］犜＋狏犻（狀）＋犽Δ狏犻（狀），

狔犻（狀＋１）＝狏犻＋１犜－狏犻（狀）犜＋狔犻（狀），
（３）

式中：犽是反馈控制增益；Δ狏犻（狀）＝狏犻＋１（狀）－狏犻（狀）为第犻＋１辆车与第犻辆车的速度差；犽Δ狏犻（狀）为拥堵抑

制项，该项形式更简单，其抑制拥堵能力较ＣＭ模型更强。

在实际交通中，驾驶员可以借助智能交通系统（ＩＴＳ，ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｔｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ）获取当前车周边

交通路况信息。于是，韩祥临等［１２］将周边车流信息引入到ＣＭ 模型，提出一个基于ＩＴＳ信息的拥堵抑制模

型（ＩＴＳＣＭ），具体为

狏犻（狀＋１）＝α犻 犞
ＯＰ
犻 （狔犻（狀））－狏犻（狀）［ ］犜＋狏犻（狀）＋

狊

犾＝１

犽犾［狏犻＋犾（狀）－狏犻＋犾－１（狀）］，

狔犻（狀＋１）＝狏犻＋１犜－狏犻（狀）犜＋狔犻（狀），

（４）

式中，狊为当前车的前导车数量，狊≥２，犻＝１，２，…，犖。仿真结果表明，诱导信息能够降低拥堵影响的范围。

上述模型均能很好地抑制拥堵，然而，这些模型不适合研究稳态期望速度效应对拥堵演化机制的影响。

实际上，从驾驶舒适性和车辆燃料使用效率角度考虑，驾驶员一般期望车辆以平稳状态行驶，避免急加速和
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急减速。同时，在ＩＴＳ环境下，驾驶员可以获得前后多辆车的运动状态信息
［１２］。因此，文中考虑前后车速度

与稳态速度差值对拥堵形成机制的影响，设计一个考虑多车稳态期望速度综合效应（ＭＶＳＳＤＳＥ，ｍｕｌｔｉ

ｖｅｈｉｃｌｅｓ’ｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｄｅｓｉｒｅｄｓｐｅｅｄｅｆｆｅｃｔ）的拥堵抑制方法，代入ＣＭ模型，形成一个新的拥堵控制模型，简

称 ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ模型，其运动学方程

狏犻（狀＋１）＝α犻 犞
ＯＰ
犻 （狔犻（狀））－狏犻（狀）［ ］犜＋狏犻（狀）＋

狊

犾＝１

犽犾［狏犻＋犾（狀）－狏０］－犿犎（η－狔犻（狀））（狏犻－１（狀）－狏０），

狔犻（狀＋１）＝狏犻犜－狏犻（狀）犜＋狔犻（狀）， （５）

式（５）中拥堵控制信号项为

狌犻（狀）＝
狊

犾＝１

犽犾［狏犻＋犾（狀）－狏０］－犿犎（η－狔犻（狀））（狏犻－１（狀）－狏０）， （６）

式中：狏犻－１（狀）为第犻车紧邻后车的速度；狏０ 为车流的稳态车速；η为车流保持稳定有序运行的安全间距；

狔犻（狀）第犻车的车头间距，犿 是交通控制系统的反馈增益。犎（·）为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数，具体为：

犎（η－狔犻（狀））＝
０ η－狔犻（狀）＞０，

１ η－狔犻（狀）＜０。
烅
烄

烆
（７）

当η－狔犻（狀）＜０，系统的拥堵抑制方法可以简化为

狌犻（狀）＝
狊

犾＝１

犽犾［狏犻＋犾（狀）－狏０］； （８）

当η－狔犻（狀）≥０，系统的拥堵抑制方法可以简化为

狌犻（狀）＝
狊

犾＝１

犽犾［狏犻＋犾（狀）－狏０］－犿（狏犻－１（狀）－狏０）。 （９）

　　文中只考虑前后车的稳态速度差效应对车流运动特性的影响，则 ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ简化为

狏犻（狀＋１）＝α犻 犞
ＯＰ（狔犻（狀））－狏犻（狀）［ ］犜＋狏犻（狀）＋犽（狏犻＋１（狀）－狏犻（狀））＋


狊

犾＝１

犽犾［狏犻＋犾（狀）－狏０］－犿（狏犻－１（狀）－狏０），

狔犻（狀＋１）＝狏犻－１（狀）犜－狏犻（狀）犜＋狔犻（狀），

（１０）

当车流处于不稳定状态时，狌～犻（狀）则发挥作用。

２　模型稳定性分析

采用文献［１０］中车辆运行的稳定状态，具体为

［狏犻
，狔犻

］Ｔ＝ 狏０，
狏０

狉犻
－
ζ犻

２
＋η犻［ ］

Ｔ

。 （１１）

　　运用线性控制理论，将式（１０）在稳态值附近进行线性化，其描述如下

δ狏犻（狀＋１）＝α犻 狉犻δ狔犻（狀）－δ狏犻（狀）［ ］犜＋δ狏犻（狀）＋犽（δ狏犻＋１（狀）－δ狏犻（狀））＋
狊

犾＝１

犽犾δ狏犻＋犾（狀）－犿δ狏犻－１（狀），

δ狔犻（狀＋１）＝δ狏犻＋１犜－δ狏犻（狀）犜＋δ狔犻（狀）， （１２）

式中，δ狔犻（狀）＝狔犻（狀）－狔

犻 ，δ狏犻（狀）＝狏犻（狀）－狏


犻 ，δ狏犻（狀）＝狏犻（狀）－狏


犻 。将式（１２）写成状态空间表达式：

δ狏犻（狀＋１）

δ狔犻（狀＋１）

烄

烆

烌

烎
＝
１－α犻犜－犽 α犻狉犻犜

－犜 １

烄

烆

烌

烎

δ狏犻（狀）

δ狔犻（狀）

烄

烆

烌

烎
＋
－犿 犽＋犽１ 犽２ … 犽狊

０ 犜 ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎

δ狏犻－１（狀）

δ狏犻＋１（狀）

δ狏犻＋２（狀）



δ狏犻＋狊（狀）

烄

烆

烌

烎

， （１３）

δ狏犻（狀）＝ １ ０（ ）
δ狏犻（狀）

δ狔犻（狀）

烄

烆

烌

烎
。
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车辆系统的传递函数犌犻（狕）为

犌犻（狕）＝（１　０）
狕－１＋α犻犜＋犽 －α犻狉犻犜

犜 狕－１

烄

烆

烌

烎

－１
－犿 犽＋犽１ 犽２ … 犽狊

０ 犜 ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎
＝

（１　０）
狕－１ α犻狉犻犜

－犜 狕＋犽＋狉犻犜－１

烄

烆

烌

烎

－犿 犽＋犽１ 犽２ … 犽狊

０ 犜 ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎
＝

［－犿（狕－１），犽１（狕－１）＋α犻狉犻犜
２，犽２（狕－１），…，犽狊（狕－１）］／犘犻（狕），

（１４）

式中：犘犻（狕）＝狕
２
＋犪犻狕＋犫犻，犪犻＝α犻犜＋犽－２，犫犻＝１－α犻犜－犽＋α犻狉犻犜

２。

另外这里的犽犾 参数是减函数，即犽犾＋１／犽犾＜１，因为考虑到实际车流运行过程中，驾驶员对与其空间距离

很远的车辆的运动状态敏感程度不高。这里犽犾 取值为
［１６］

犽犾＝
２

３犾
犚犾＝１，２，…，狊－１（ ）， （１５）

式中：狊为整个车队中在当前车前面运行的车辆数量；犚 表示反馈增益因子。下面给出交通系统运行稳定的

引理：

引理１　根据控制系统理论，犚 同时满足条件①和②式，式（１２）处于稳定运行状态：

①犘犻（狕）是稳定的；

②ｍａｘ
｜狕｜＝１
｜犌犻（狕）｜＜１（犻＝１，２，…，犖）。

根据引理１，给出了控制系统临界稳定的定理。

定理１　当 ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ模型中反馈增益犿 满足以下５种条件时，车流处于稳定状态。

条件Ｉ　当０＜α犻狉犻犜
２
＜２和α犻犜＞１０／３时，犿 取值范围为

ｍａｘ｛１－α犻犜＋犽１－犽＋α犻狉犻犜
２，犚１１｝＜犿 ＜

４－２α犻犜－２犽１＋２犽＋α犻狉犻犜
２

２
， （１６）

式中

犚１１＝
４－４α犻犜＋α

２
犻犜

２
＋犽

２
－α

２
犻狉犻犜

３
＋２α犻狉犻犜

２
－２犽

α犻犜－１０／３
＋

［（４α犻狉犻犜
２
＋１２犽α犻犜－２犽１－６α犻狉犻犜

２）犚／９－（
２

９
＋
１

３狊－１
＋

狊

犾＝２

４

３犾＋１
）犚２］１／２

α犻犜－１０／３
。

（１７）

　　条件ＩＩ　当０＜α犻狉犻犜
２
＜２和α犻犜＜１０／３时，犿 取值范围为

１－α犻犜＋犽１－犽＋α犻狉犻犜
２
＜犿 ＜ｍｉｎ｛

４－２α犻犜＋２犽１－２犽＋α犻狉犻犜
２

２
，犚１２｝。 （１８）

　　条件ＩＩＩ　当２＜α犻狉犻犜
２
＜４和α犻犜＞２／３时，犿 取值范围为

ｍａｘ｛－α犻犜＋犽１－犽＋α犻狉犻犜
２，犚２１｝＜犿 ＜

ｍｉｎ｛１－α犻犜＋犽１－犽＋α犻狉犻犜
２，
４－２α犻犜＋２犽１－２犽＋α犻狉犻犜

２

２
｝，

（１９）

式中

犚１２＝
４－４α犻犜＋α

２
犻犜

２
＋犽

２
－α

２
犻狉犻犜

３
＋２α犻狉犻犜

２
－２犽

α犻犜－１０／３
－

［（４α犻狉犻犜
２
＋１２犽α犻犜－２犽１－６α犻狉犻犜

２）犚／９－（
２

９
＋
１

３狊－１
＋

狊

犾＝２

４

３犾＋１
）犚２］１／２

α犻犜－１０／３
。

（２０）

　　条件ＩＶ　当０＜α犻狉犻犜
２
＜２和α犻犜＜２／３时，犿 取值范围为

－α犻犜＋犽１－犽＋α犻狉犻犜
２
＜犿 ＜

ｍｉｎ｛１－α犻犜＋犽１－犽＋α犻狉犻犜
２，
４－２α犻犜＋２犽１－２犽＋α犻狉犻犜

２

２
，犚２１｝，

（２１）
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式中

犚２１＝
４－４α犻犜＋α

２
犻犜

２
＋犽

２
－α

２
犻狉犻犜

３
＋２α犻狉犻犜

２
－２犽

α犻犜－１０／３
＋

［（２α犻狉犻犜
２
＋８犽α犻犜－２犽１－α犻狉犻犜

２）犚／９＋（
２

９
＋
１

３狊－１
＋

狊

犾＝２

４

３犾＋１
）犚２］１／２

α犻犜－１０／３
。

　　条件Ｖ　当０＜α犻狉犻犜
２
＜２和α犻犜＞４／３时，犿 取值范围为

ｍａｘ｛－α犻犜＋犽１－λ＋α犻狉犻犜
２，犚３１｝＜犿 ＜

４－２α犻犜＋２犽１－２λ＋α犻狉犻犜
２

２
， （２２）

式中

犚３１＝
４－４α犻犜＋α

２
犻犜

２
＋犽

２
－α

２
犻狉犻犜

３
＋２α犻狉犻犜

２

α犻犜－１０／３
＋

［２（α犻狉犻犜
２
＋２犽α犻犜－２犽１－α犻狉犻犜

２）犚／９＋（
２

９
＋
１

３狊－１
＋

狊

犾＝２

４

３犾＋１
）犚２］１／２

α犻犜－１０／３
。

　　定理１证明过程详见附录Ａ。

依据上述条件，通过设置反馈增益犿 来实现对式（１０）中拥堵的抑制。该控制方案较文献［１０］提出的控

制方案更简洁，只需设置反馈增益犿 一个参数即可。且犿 值确定是在一定的范围内，这使得制定抑制拥堵

控制策略变的更加灵活。

３　数值仿真

为了验证第２节中理论推导是否正确。在开放的边界条件下，对 ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ 进行数值仿真
［１０］，设

置其中参数初始值为

η＝２５．０ｍ，ζ＝２３．３ｍ，狏
ｍａｘ
犼 ＝３３．６ｍ／ｓ，α犼＝２．０ｓ

－１，

狏０＝２０ｍ／ｓ，犜１＝０．１ｓ，Δ狓
ｍｉｎ
＝７．０２ｍ，狉犼＝狏

ｍａｘ
犻 ／ζ≈１．４４ｓ

－１。

　　假设所有车辆的参数相同，初始位置和速度设置为
［１０］

狓犻（０）＝
犖

犼＝犻＋１

狔

犼 ，狔犼（０）＝狔


犼 ，狏犻（０）＝狏


犻 ，犻＝１，２，…，犖。 （２３）

　　为了验证 ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ对拥堵的抑制性能，本文首先须将犿 的取值范围求出。将上述初始设置参数

代入定理１中，通过计算得到初始参数满足条件Ｉ、条件 ＶＩ和条件 Ｖ，并求出犿 的取值范围，即０＜犿＜

０．２１４５。反馈增益的设计程序可以参见文献［１０］。下面通过模拟仿真的方式选择最佳反馈增益犿。

在车流运行模拟过程中，将车队中头车在１００ｓ和１０６ｓ处分别停止３ｓ来观察车流运行状态。图１分

别显示了不同犿 值（即犿＝０，０．１５，０．２０和０．２１）下ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ的第１辆车、第２５辆车和第５０辆车的速

度波动情况（图中狋＝狀犜）。当犿＝０时，ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ简化成ＯＶ模型。由图１（ａ）可见，３辆车的车速波

动幅度很大，第２５辆车和第５０辆车随着时间的演化，其车速最终逐渐趋于稳定。图１（ｂ）与图１（ｃ）较图１

（ａ），车速波动幅度更小，车流平稳性能更好，而图１（ｃ）中的车流的稳定性能最优；图１（ｄ）中，头车停止后，第

２５辆车车速在２０ｍ／ｓ上下小范围剧烈波动，即车流不稳定，与理论推导结果不一致。因此，文中选择犿＝

０．２为 ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ最优反馈增益。

接下来更加细致地验证 ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ 对拥堵的抑制性能，同样使头车在１００ｓ和１０６ｓ处分别停止

３ｓ
［１０］来观察交通系统运行状态。图２，图３分别给出了ＩＴＳＣＭ和 ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ 的车辆时空分布图以及

对应的第１辆车、第２５辆车和第５０辆车速度波动情况。
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图１　不同犿 值下 犕犞犛犛犇犛犈犆犕中第１辆车、第２５辆车和第５０辆车的速度变化曲线

犉犻犵．１　犜犺犲犳犻狉狊狋，２５狋犺犪狀犱５０狋犺狏犲犺犻犮犾犲狊＇狋犲犿狆狅狉犪犾狏犲犾狅犮犻狋狔犫犲犺犪狏犻狅狉狊狅犳犕犞犛犛犇犛犈犆犕狌狀犱犲狉狋犺犲犱犻犳犳犲狉犲狀狋犿

图２　犐犜犛犆犕中头车突然停止２次，整个车流运行状态的数值仿真图

犉犻犵．２犜犺犲犾犲犪犱犻狀犵狏犲犺犻犮犾犲狊狋狅狆狊狋狑狅狋犻犿犲狊狊狌犱犱犲狀犾狔犻狀犐犜犛犆犕，狋犺犲犖狌犿犲狉犻犮犪犾狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狊狅犳狋犺犲狋狉犪犳犳犻犮犳犾狅狑＇狊狉狌狀狀犻狀犵狊狋犪狋犲

从图２（ａ）和３（ａ）对比可以看出：２幅图中车头间距波动均较小，无晶振现象，但图３（ａ）中交通拥堵抑制

效果更好，车头间距扰动向上游区域传播，能更快地恢复到稳定状态。对比图２（ｂ）和３（ｂ）可以发现：
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ＩＴＳＣＭ和 ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ中３辆车的车速均在２０ｍ／ｓ两侧波动，但图３（ｂ）中３辆车的速度波动明显比图

２（ｂ）中的要小，整个车流系统的稳定性能得到进一步提升。仿真结果表明，文中提出的 ＭＶＳＳＤＳＥＣＭ 较

ＩＴＳＣＭ更能降低了拥堵的影响范围，使得车流恢复稳定状态能力更强。

图３　犕犞犛犛犇犛犈犆犕中头车突然停止２次，整个车流运行状态的数值仿真图

犉犻犵．３　犜犺犲犾犲犪犱犻狀犵狏犲犺犻犮犾犲狊狋狅狆狊狋狑狅狋犻犿犲狊狊狌犱犱犲狀犾狔犻狀犕犞犛犛犇犛犈犆犕，狋犺犲犖狌犿犲狉犻犮犪犾狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狊狅犳狋犺犲狋狉犪犳犳犻犮犳犾狅狑＇狊狉狌狀狀犻狀犵狊狋犪狋犲

４　结　论

在ＩＴＳＣＭ的基础上，引入多车稳态期望速度效应，提出了一种新的拥堵控制跟驰模型即 ＭＶＳＳＤＳＥ

ＣＭ。运用线性控制理论，得到交通系统保持稳定的临界条件。最后，通过仿真验证了多车稳态期望速度效

应能够进一步提升交通系统的稳定性能，对拥堵的抑制性能更优。此后，论文将采集实际交通数据对该模型

进行参数辨识，进一步改进模型，以期提高模型对实际交通拥堵现象的模拟能力和抑制能力。

附录犃

首先，根据Ｊｕｒｙ稳定性判据，如果多项式犘
－
犻（狕）满足下列条件

１＋犪犻＋犫犻 ＞０，

１－犫犻 ＞０，

１－犪犻＋犫犻 ＞０，

烅

烄

烆

（Ａ１）

　　那么多项式犘
－
犻（狕）是稳定的。求解不等式（Ａ１），得到：

α犻狉犻犜
２
－α犻犜 ＜犽＜

４－２α犻犜＋α犻狉犻犜
２

２
，

０＜α犻狉犻犜
２
＜２。

（Ａ２）

　　其次，考虑无穷范数不等式‖犌犻（狕）‖!≤１，即

‖犌犻（狕）‖! ＝ｍａｘ
｜狕｜＝１

［－犿（狕－１），犽１（狕－１）＋α犻狉犻犜
２，犽２（狕－１），…，犽狊（狕－１）］

犘犻（狕）
≤１。 （Ａ３）

　　令狕＝ｃｏｓθ＋犻ｓｉｎθ，不等式（Ａ３）变为

２犿２
－２犿

２ｃｏｓθ－２犽１α犻狉犻犜
２
＋２犽１α犻狉犻犜

２ｃｏｓθ＋（α犻狉犻犜
２）２＋２犽

２
１－２犽

２
１ｃｏｓθ＋

２
狊

犾＝２

犽２犾 －２
狊

犾＝２

犽２犾ｃｏｓθ≤１＋２犪犻ｃｏｓθ＋４犫犻（ｃｏｓθ）
２
－２犫犻＋２犪犻犫犻ｃｏｓθ＋犪

２
犻 ＋犫

２
犻。

（Ａ４）

７５第１期 周　桐，等：考虑多车稳态期望速度效应的拥堵控制跟驰模型



　　将（Ａ４）化简后，可得

２（１－ｃｏｓθ）［－
狊

犾＝２

犽２犾 －犿
２
＋犽１α犻狉犻犜

２
＋２（－１＋α犻犜＋犽－α犻狉犻犜

２）ｃｏｓθ＋２＋犽
２
－

２α犻犜＋（
α
犻犜）２－α

２
犻狉犻犜

３
－犽（２－２α犻犜＋α犻狉犻犜

２）］≥０。

（Ａ５）

　　因为１－ｃｏｓθ≥０，对于任意的θ∈［０，２π］，所以式（Ａ５）可写为

－
狊

犾＝２

犽２犾 －犿
２
＋犽１α犻狉犻犜

２
＋２（－１＋α犻犜＋犽－α犻狉犻犜

２）ｃｏｓθ＋２＋犽
２
－

２α犻犜＋（
α
犻犜）２－α

２
犻狉犻犜

３
－犽（２－２α犻犜＋α犻狉犻犜

２）≥０。

（Ａ６）

　　又因为｜ｃｏｓθ｜≤１，所以（Ａ６）可以分为３种情况讨论。

情况１：当－１＋α犻犜＋犽－α犻狉犻犜
２
＞０时，有

－
狊

犾＝２

犽２犾 －犿
２
＋犽１α犻狉犻犜

２
－２（－１＋α犻犜＋犽－α犻狉犻犜

２）＋２＋犽
２
－

２α犻犜＋（
α
犻犜）２－α

２
犻狉犻犜

３
－犽（２－２α犻犜＋α犻狉犻犜

２）≥０。

（Ａ７）

　　情况２：当－１＋α犻犜＋犽－α犻狉犻犜
２
＜０时，有

－
狊

犾＝２

犽２犾 －犿
２
＋犽１α犻狉犻犜

２
＋２（－１＋α犻犜＋犽－α犻狉犻犜

２）＋２＋犽
２
－

２α犻犜＋（
α
犻犜）２－α

２
犻狉犻犜

３
－犽（２－２α犻犜＋α犻狉犻犜

２）≥０。

（Ａ８）

　　情况３：当－１＋α犻犜＋犽－α犻狉犻犜
２＝０时，有

－
狊

犾＝２

犽２犾 －犿
２
＋犽１α犻狉犻犜

２
＋２＋犽

２
－２α犻犜＋（

α
犻犜）２－α

２
犻狉犻犜

３
－

犽（２－２α犻犜＋α犻狉犻犜
２）≥０。

（Ａ９）

　　对于情况１，综合考虑（Ａ１）和（Ａ２），可求解得

１＋α犻狉犻犜
２
－α犻犜 ＜犽＜

４－２α犻犜＋α犻狉犻犜
２

２
，

０＜α犻狉犻犜
２
＜２。

（Ａ１０）

　　将犽犾＝
２

３犾
犚 代入（Ａ７）并求解，可得

ｍａｘ｛１－α犻犜＋犽１－犽＋α犻狉犻犜
２，犚１１｝＜犿 ＜

４－２α犻犜－２犽１＋２犽＋α犻狉犻犜
２

２
。 （Ａ１１）

　　这里

犚１１＝
４－４α犻犜＋α

２
犻犜

２
＋犽

２
－α

２
犻狉犻犜

３
＋２α犻狉犻犜

２
－２犽

α犻犜－１０／３
＋

［（４α犻狉犻犜
２
＋１２犽α犻犜－２犽１－６α犻狉犻犜

２）犚／９－（
２

９
＋
１

３狊－１
＋

狊

犾＝２

４

３犾＋１
）犚２］１／２

α犻犜－１０／３
。

　　对于另外一个解，

１－α犻犜＋犽１－犽＋α犻狉犻犜
２
＜犿 ＜ｍｉｎ｛

４－２α犻犜＋２犽１－２犽＋α犻狉犻犜
２

２
，犚１２｝， （Ａ１２）

　　这里
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犚１２＝
４－４α犻犜＋α

２
犻犜

２
＋犽

２
－α

２
犻狉犻犜

３
＋２α犻狉犻犜

２
－２犽

α犻犜－１０／３
－

［（４α犻狉犻犜
２
＋１２犽α犻犜－２犽１－６α犻狉犻犜

２）犚／９－（
２

９
＋
１

３狊－１
＋

狊

犾＝２

４

３犾＋１
）犚２］１／２

α犻犜－１０／３
。

　　对于情况２，综合考虑（Ａ１）和（Ａ２），可求解得

α犻狉犻犜
２
－α犻犜 ＜犽＜ｍｉｎ

４－２α犻犜＋α犻狉犻犜
２

２
，α犻狉犻犜

２
－α犻犜＋１｛ ｝，

０＜α犻狉犻犜
２
＜２。

（Ａ１３）

　　将犽犾＝
２

３犾
犚 代入（Ａ８）并求解，可得

－α犻犜＋犽１－犽＋α犻狉犻犜
２
＜犿 ＜

ｍｉｎ｛１－α犻犜＋犽１－犽＋α犻狉犻犜
２，
４－２α犻犜＋２犽１－２犽＋α犻狉犻犜

２

２
，犚２１｝。

（Ａ１４）

　　这里

犚２１＝
４－４α犻犜＋α

２
犻犜

２
＋犽

２
－α

２
犻狉犻犜

３
＋２α犻狉犻犜

２
－２犽

α犻犜－１０／３
＋

［（２α犻狉犻犜
２
＋８犽α犻犜－２犽１－α犻狉犻犜

２）犚／９＋（
２

９
＋
１

３狊－１
＋

狊

犾＝２

４

３犾＋１
）犚２］１／２

α犻犜－１０／３
。

　　对于情况３，综合考虑（Ａ１）和（Ａ２），可求解得

ｍａｘ｛－α犻犜＋犽１－λ＋α犻狉犻犜
２，犚３１｝＜犿 ＜

４－２α犻犜＋２犽１－２λ＋α犻狉犻犜
２

２
， （Ａ１５）

　　这里

犚３１＝
４－４α犻犜＋α

２
犻犜

２
＋犽

２
－α

２
犻狉犻犜

３
＋２α犻狉犻犜

２

α犻犜－１０／３
＋

［２（α犻狉犻犜
２
＋２犽α犻犜－２犽１－α犻狉犻犜

２）犚／９＋（
２

９
＋
１

３狊－１
＋

狊

犾＝２

４

３犾＋１
）犚２］１／２

α犻犜－１０／３
。
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［１３］ＳｈｅｎＦ Ｙ，Ｇｅ Ｈ Ｘ，Ｚｈａｎｇ Ｈ，ｅｔａｌ．Ａｃｏｎｔｒｏｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒｃｏｎｇｅｓｔｅｄｔｒａｆｆｉｃｉｎｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄ ｍａｐｃａｒｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＢ，２００９，１８（１０）：４２０８４２１５．

［１４］ＧｅＨ Ｘ，ＭｅｎｇＸＰ，ＭａＪ，ｅｔａｌ．Ａｎｉｍｐｒｏｖｅｄｃａｒｆｏｌｌｏｗｉｎｇｍｏｄｅｌｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｏｔｈｅｒｆａｃｔｏｒｓｏｎｔｒａｆｆｉｃ

ｊａｍ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓＡ，２０１２，３７７：９１２．

［１５］ＣｈｅｎｇＲＪ，ＨａｎＸＬ，ＬｏＳＭ，ｅｔａｌ．Ａｃｏｎｔｒｏｌｍｅｔｈｏｄａｐｐｌｉｅｄｔｏｍｉｘｅｄｔｒａｆｆｉｃｆｌｏｗｆｏｒｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄｍａｐｃａｒｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＢ，２０１４，２３（３）：１９３２００．

［１６］ＧｅＨＸ，ＤａｉＳＱ，ＤｏｎｇＬＹ，ｅｔａｌ．Ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｅｆｆｅｃｔｏｆｔｒａｆｆｉｃｆｌｏｗｉｎａｎｅｘｔｅｎｄｅｄｃａｒｆｏｌｌｏｗｉｎｇｍｏｄｅｌｂａｓｅｄｏｎａｎ

ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｔｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＥ，２００４，７０（２）：０６６１３４．

（编辑　詹燕平）
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