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摘要:为解决工程实践中绝对振动位移难以直接测量的问题,提出了一种采用准零刚度技术的

新型传感系统。分析了欧拉压杆和传感系统的静力学特性,得到了传感系统具有准零刚度特性的

条件;建立了传感系统的动力学模型并对其求解,讨论了传感系统的等效阻尼、欧拉压杆负刚度与

弹簧的刚度比和被测信号幅值对测量精度的影响;研究了传感系统在不同激励信号下的动态测量

效果。研究结果表明,传感系统可以直接对微幅振动位移进行准确、实时的测量。该新型准零刚度

振动位移传感系统可以为全状态反馈振动控制等问题提供一种可行或者更优的测量方案。
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Abstract:Inordertosolvetheproblemthattheabsolutevibrationdisplacementisdifficulttodirectly
measurein manyengineeringpractices,anovelquasi-zero-stiffness-basedsensorsystemisproposed.
Firstly,thestaticcharacteristicsoftheEulerbeamandthesensorsystemareanalyzedandtheconditionof
thequasi-zero-stiffnesscharacteristicofthesensorsystematequilibriumpositionisobtained.Secondly,the
dynamicmodelofsensorsystemisestablishedandsolved,andthentheeffectsofequivalentdamping,

stiffnessratioofcompressedEulerbeamandspring,theamplitudeofmeasuredsignalonthemeasurement
accuracyare discussed.Thirdly,thetime-domainresponses underdifferentexcitation signalsare
studied.Theresultsshowthatthesensorsystemcanbeusedtomeasuretheabsolutemicro-vibration
displacementdirectly,accuratelyandreal-timely.Thenovelquasi-zero-stiffnesssensorsystemshouldbea
feasibleorbettermeasurementschemeforvariousvibrationcontrolwithfullsystemstatesfeedback.
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振动系统中绝对振动位移的测量是振动主动控制[1-3]、系统辨识[4-6]等工程实践中的关键环节。车载光

学平台、汽车悬架、无人机平台等振动平台的主动控制,需要实时准确的绝对状态(位移、速度)反馈才能获得

良好的主动控制效果[7-9]。在振动系统中,通常用加速度计来测量绝对加速度信号,但很少有能方便、直接、
准确测量绝对振动位移的传感器。在以前的研究工作中,很多学者用绝对加速度信号来估计或复原绝对位

移信号,用这类方法复原的绝对位移信号往往存在低频带宽限制、积分初始值难以确定及延时等问题[10-11]。
虽然有时候适当的延时有益于振动控制,但是通过积分滤波等方法得到的延时通常难以控制,且远大于主动

控制需要的延时[12-14]。也有学者采用雷达或激光技术对绝对位移进行测量,但在传感系统的安装工艺和空

间位置要求等方面存在很多问题[15-16]。
近几年,有学者采用准零刚度技术设计绝对振动位移传感系统,对微幅绝对振动位移进行直接、准确、实

时的测量。Sun等[17-18]通过并联水平预压缩螺旋弹簧和竖直螺旋弹簧设计了绝对垂向振动位移传感系统,
通过并联预压缩剪铰结构和竖直螺旋弹簧设计了三自由度平动绝对振动位移传感系统。然而,绝对垂向振

动位移传感系统在使用过程中,水平弹簧一直处于压缩状态且有小幅的旋转运动,这给水平预压缩弹簧的安

装带来了困难。妥吉英等[19]提出了一种带有凸轮滚珠装置的扭转准零刚度振动角度传感系统,可以对小幅

扭转振动角位移进行直接测量。
笔者采用2根对称安装的欧拉压杆作为负刚度机构,提出了一种新型的准零刚度绝对振动位移传感系

统。该传感系统在平衡位置附近具有很小的动刚度特性,在较宽频段上能对微幅绝对振动位移进行准确、实
时的测量。

1 振动位移传感系统的工作机理

如图1所示,绝对位移传感系统由欧拉压杆、竖直螺旋弹簧、压力传感器、质量块和传感系统外壳组成。
竖直弹簧的刚度为k,上端与质量块相连,下端与压力传感器相连。压力传感器固定安装在传感系统外壳的

底部中心。2根欧拉压杆对称地安装在质量块两侧,内端铰接在质量块上,外端铰接在传感系统外壳上。欧

拉压杆两端均为铰接,易于安装。传感系统的安装初始位置如图1(a)所示,竖直弹簧和欧拉压杆均处于自由

状态,2根欧拉压杆向上倾斜,倾斜角为θ;传感系统的平衡位置如图1(b)所示,2根欧拉压杆的4个端点处

于同一水平线上,竖直弹簧处于压缩状态,压缩量为h。

图1 绝对振动位移传感系统原理图

Fig.1 Theschematicofabsolutevibrationdisplacementsensorsystem

在绝对振动位移传感系统中,压缩的欧拉压杆提供负刚度,竖直螺旋弹簧提供正刚度。测量时需将竖直

弹簧和质量块安装在被测对象的振动方向上,传感系统外壳直接与被测对象连接。质量块在平衡位置附近

的绝对振动位移记为u,传感系统外壳的绝对振动位移记为z,z 也即为被测对象的振动位移。当传感系统

外壳与质量块有一个较小的相对位移y=u-z时,压力传感器的压力变化可表示为F=ky=k(u-z);当传

感系统在平衡位置附近具有准零刚度特性时,质量块的振动响应u 将远小于被测振动z,因此F≈-kz,即
可用压力传感器的压力变化值来近似测量绝对振动位移。所以可以通过图1所示的绝对振动位移传感系统

来近似测量被测对象的绝对振动位移。
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2 振动位移传感系统的静力学分析

2.1 欧拉压杆的静力学特性

如图2所示的两端铰支欧拉压杆结构,设在初始状态时,其中心点的横向变形为w=q0,当欧拉压杆发

生的变形为小变形(w<0.2L)时,其轴向载荷与轴向位移的关系可以近似表示为[20]
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式中:Pe=EI(π/L)2为两端铰支欧拉压杆受轴向力时的临界屈服载荷;L 为欧拉压杆长;l为欧拉压杆的轴

向变形。

图2 两端铰支欧拉压杆受力变形示意图

Fig.2 ThecompressedEulerbeamwithhinged-hingedboundary

将2根欧拉压杆按照一定的倾斜角对称安装,组成传感系统的负刚度机构,如图1(a)所示,此时2根欧

拉压杆都处于自由状态,不考虑图中的竖直螺旋弹簧和质量块的质量。若在质量块上施加一个竖直向下的

力F,记物块竖直向下的位移为x,则可得到2根欧拉压杆在竖直方向上的力与位移的关系为

F=Pe1-
πq0
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式中:δ=1- 1-(2x/L)1-γ2+(x/L)2,γ=a/L=cosθ。
如图1(b)所示,当2根欧拉压杆的4个端点在同一水平线上时,欧拉压杆产生的力均在水平方向上,且

相互抵消,在竖直方向上的恢复力为零,称其为平衡位置。欧拉压杆在竖直方向上产生的恢复力是关于平衡

位置对称的,所以将坐标原点在初始位置的位移x 换成坐标原点在平衡位置的位移u(-h<u<h,

h=L 1-γ2),u 与x 的关系为

u=x-L 1-γ2。 (3)

  将式(3)代入到式(2)中,并进行量纲一处理,可得负刚度机构的量纲一的力与位移的关系为

F̂= 1-πq̂0 πq̂0( ) 2+41-ε̂( )[ ] -1/2{ }×

ε̂-
πq̂0
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-3
é

ë
êê

ù

û
úú×

û
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式中:F̂=F/Pe为量纲一的力;û=u/L 为量纲一的位移;q̂0=q0/L 为欧拉压杆的量纲一的初始变形,

ε̂= û2+γ2。
将式(4)对û求导,可得负刚度机构的量纲一的刚度与位移的关系为
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  式(2)~(5)都只适用欧拉压杆的横向变形为小变形的情况,即w<0.2L,可得欧拉压杆的初始安装倾角

θ≈0°~26.6°。由式(5)可以得到负刚度机构在不同初始横向变形q0和不同初始安装倾角θ下量纲一的刚度

与位移的关系如图3和图4所示。
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图3 不同初始横向变形时负刚度机构的

量纲一的刚度曲线(初始安装倾斜角为25°)

Fig.3 Non-dimensionalstiffnesscurvesofnegative

stiffnessmechanismwithdifferentinitiallateral

deformationforθ=25°

图4 不同初始安装倾角时负刚度机构的

量纲一的刚度位移曲线(初始横向变形为0.03)

Fig.4 Non-dimensionalstiffnesscurvesofnegative

stiffnessmechanismwithdifferentinitialinstallation

anglesforq̂0=0.03

从图3可以看出,当初始安装倾角一定时,欧拉压杆的初始横向变形越小,负刚度机构的最小刚度越小

且负刚度区间越大。从图4可以看出,当欧拉压杆的初始横向变形一定时,初始安装倾角越大,负刚度机构

的最小刚度越小,负刚度区间就越大,欧拉压杆的初始安装倾角对负刚度系统的负刚度区间影响更显著。结

合负刚度机构的刚度特性和欧拉压杆的特性,在之后的计算中,负刚度机构中欧拉压杆的初始横向变形为

q̂0=0.03,初始安装倾角θ=25°。

2.2 振动位移传感系统的静力学特性

将2根欧拉压杆组成的负刚度机构与刚度为k 的线性螺旋弹簧并联,构造一种准零刚度振动位移传感

系统,如图1所示。用同样的方法可以得到传感系统的恢复力Fs、量纲一的恢复力F̂s、量纲一的刚度K̂s与位

移的关系表达式为

Fs=F+kx, (6)

F̂s=λ·F̂+(û+ 1-γ2), (7)

K̂s=λ·K̂ +1, (8)

式中:F̂s=Fs/kL 为量纲一的恢复力;定义λ=Pe/kL 为负刚度机构与竖直螺旋弹簧的刚度比。

根据式(7)(8),可以得到不同λ值时,传感系统的量纲一的恢复力位移曲线和量纲一的刚度位移曲线如

图5、6所示。

图5 不同刚度比时传感系统量纲一的力位移曲线

Fig.5 Non-dimensionalforce-displacementcurvesof

sensorsystemwithdifferentstiffnessratio

图6 不同刚度比时传感系统量纲一的刚度曲线

Fig.6 Non-dimensionalstiffnesscurvesofsensor

systemwithdifferentstiffnessratio
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从图5、6可以看出,当欧拉压杆的初始横向变形和初始安装倾角一定时,随着刚度比逐渐减小,传感系

统在平衡位置即û=0处的量纲一的刚度从负刚度逐渐增加到正刚度。因此,选取合适的刚度比可以使得传

感系统在平衡位置处的刚度等于零。由式(8)不难求出传感系统在平衡位置û=0处刚度为零时刚度比λ 的

取值为

λ0=-
1

1-πq̂0/ πq̂0( ) 2+4-4γ[ ] 1-(1/γ)3+
1
4 πq̂0( ) 2

é

ë
êê

ù
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  将式(9)代入到式(7)中,可以得到准零刚度传感系统的量纲一的恢复力位移表达式为

F̂s=λ0·F̂+(û+ 1-γ2)。 (10)

  为简化计算,采用泰勒公式将准零刚度传感系统的量纲一的恢复力在平衡位置处展开为三阶泰勒展

开式

F̂st= 1-γ2 +αû3+o(û5), (11)

式中F̂st为准零刚度传感系统量纲一的恢复力的近似值,三次项系数为

α=
1
2γ2+

2
γ (πq̂0)2-4γ+12[ ]

+
πq̂0

γ (πq̂0)2-4γ+4[ ] 3
/2-πq̂0 (πq̂0)2-4γ+4[ ]{ }

。 (12)

  通过式(10)(11)可以得到原始的力位移曲线和用泰勒展开的近似力位移曲线,如图7所示。由图7可

以看出,在平衡位置附近的大部分区域(占总区域的70%以上),泰勒展开的近似值都与原始值非常接近。因

为传感系统测量的是小幅振动位移,质量块在平衡点附近振动的幅度也很小,所以用三阶泰勒展开式来代替

原始精确表达式进行计算是可行的。

图7 准零刚度系统的量纲一的力位移原始曲线与泰勒展开近似曲线对比

Fig.7 ThecomparisonbetweentheoriginalcurveandtheTaylorexpansion

approximationcurveofnon-dimensionalforce-displacementofquasi-zero-stiffnesssystem

3 振动位移传感系统的动力学模型

设图1中的质量块的质量为m,且系统恰好在零刚度点达到平衡。平衡时2根欧拉压杆端点都在同一

水平线上,质量块仅由竖直弹簧支撑。所以振动位移传感系统的静态方程为

kL 1-γ2 -mg=0。 (13)

  由于弹簧和欧拉压杆内部都存在阻尼,设系统的等效阻尼为线粘性阻尼,大小为c。在传感系统的外

壳上施加一个竖直方向的小幅位移激励z=Z0cosωt。利用牛顿第二定律,可得传感系统的运动方程为

mg-kL α(û-ẑ)3+ 1-γ2[ ] -cd
(u-z)
dt =md

2u
dt2
, (14)

式中ẑ=z/L 为量纲一的位移激励。令质量块与传感系统底座的相对位移y=u-z,可将式(14)改写为

md
2y
dt2 +cdydt+kL(αŷ3+ 1-γ2)-mg=mω2Z0cosωt, (15)
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式中ŷ=y/L 为量纲一的相对位移。结合式(13),将式(15)进行量纲一处理可得

d2ŷ
dτ2+2ξ

dŷ
dτ+αŷ3=Ω2z0cosΩτ, (16)

式中:ωn= k/m;Ω=ω/ωn
;τ=ωnt;ξ=c/2mωn

;z0=Z0/L。

4 振动位移传感系统的动力学分析

4.1 振动位移传感系统的测量精度

采用谐波平衡法求解振动位移传感系统的动力学模型,得到稳态响应幅值与频率之间的近似关系。设

传感系统的稳态响应为y=acosωt+bsinωt,其量纲一表达式为

ŷ=âcosΩτ+b̂sinΩτ, (17)

式中:â=a/L,b̂=b/L,将式(17)代入式(16)可得
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αâ3

4
(3cosΩτ+cos3Ωτ)+

αb̂3

4
(3sinΩτ-sin3Ωτ)+

3αâ2b̂
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  忽略其中的高次谐波项,令等式左右两边的一次谐波项的系数分别相等,则
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(19)

  振动位移传感系统的测量精度可以用测量值y 与被测值z的稳态幅值比T 和相位差Φ 描述,T 和Φ 可

以表示为

T=
y
Z0

=
â2+b̂2

Z0
, (20)

Φ=arctan
b̂
â
。 (21)

  定义传感系统的幅值误差在5%以内,且相位偏差在5°以内,则认为传感系统能对被测振动进行有效测

量,即

T-1 ×100% ≤5%,

Φ ≤5°。{ (22)

4.2 不同结构参数对测量精度的影响

取振动位移传感系统的结构参数如表1所示。下面通过求解式(19)~(22),讨论等效阻尼c、刚度比λ
和被测幅值Z0对传感系统测量精度的影响和传感系统的起始测量频率。传感系统在不同参数条件下的起始

测量频率在图中用星号(*)标出。

表1 准零刚度振动位移传感系统结构参数表

Table1 Structuralparametersofquasi-zero-stiffnessvibrationdisplacementsensorsystem

参数 含义 单位 默认值

Pe 欧拉压杆临界屈服载荷 N 12.1

q0 初始横向变形 m 0.003
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续表1

参数 含义 单位 默认值

θ 初始安装倾斜角 (°) 25

L 欧拉压杆自由长度 m 0.1

m 质量块的质量 kg 1

k 竖直弹簧刚度 N/m 237

c 等效阻尼 N·s/m

λ 刚度比

λ0 准零刚度条件的刚度比 0.51

图8为不同等效阻尼下传感系统的测量效果对比图。当等效阻尼过小(如c≤0.60N·s/m)时,传感系统

会在很宽频段上出现跳频现象,导致传感系统无法进行测量;适当增大等效阻尼可以有效抑制共振峰附近的幅

值误差,缩小或消除跳频现象出现的频段,但会稍微增加相位误差;当等效阻尼过大(如c≥1.50N·s/m)时,传
感系统在低频段的幅值误差略有增大,相位误差明显增大。如图8所示,不同阻尼下,传感系统满足幅值精

度要求的频率非常低(0.60Hz以内),但满足相位精度要求的频率较高(1.50Hz以上),所以传感系统的起始

测量频率主要由相位误差决定。当c=0.85N·s/m时,传感系统的起始测量频率为1.56Hz。
刚度比对共振峰附近的测量精度有很大的影响,如图9所示。当刚度比从满足准零刚度条件的刚度比

值逐渐减小时,传感系统能满足幅值精度要求的起始频率明显增加,对满足相位精度要求的起始频率影响很

小且都在1.50Hz左右。当刚度比满足准零刚度条件时,传感系统的起始测量频率为1.43Hz。由式(8)和
图6可知,当刚度比大于满足准零刚度条件的刚度比值时,传感系统存在不稳定的负刚度区间,导致传感系

统无法进行测量。

图8 传感系统在不同等效阻尼时频率特性图

Fig.8 Frequencycharacteristicdiagramofsensorsystem

withdifferentequivalentdamping

图9 传感系统在不同刚度比时频率特性图

Fig.9 Frequencycharacteristicdiagramofsensorsystem

withdifferentstiffnessratio
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从图10发现,传感系统只能测量振动幅值Z0≤0.0050m的振动位移。当测量幅值Z0>0.0050m时,

传感系统处于不稳定状态,不能进行测量。在可测量振动幅值范围内,被测振动幅值对传感系统满足幅值精

度要求和相位精度要求的起始频率影响很小,传感系统的起始测量频率为1.54Hz。

图10 传感系统在不同测量幅值时频率特性图

Fig.10 Frequencycharacteristicdiagramofsensorsystem

withdifferentamplitudeofmeasuredsignal

从图8~10发现,不同的等效阻尼和刚度比主要影响传感系统的起始测量频率,且满足相位精度要求的

起始频率较高,决定了传感系统的起始测量频率。在传感系统的可测量范围内,随着被测振动频率的增加,

传感系统的测量精度越高,且受结构参数的影响越小。当选取合适的等效阻尼和刚度比时,传感系统的幅值

测量范围为Z0≤0.0050m,适用频率范围为f≥1.60Hz。

4.3 振动位移传感系统的时域测量效果

根据上述分析,给出了一种传感系统结构参数方案如表1所示。采用龙格库塔法求解传感系统的动力

学模型,得到传感系统的时域响应信号-y。通过对比测量值-y 和被测值z可以得到传感系统的时域测量

效果。下面讨论被测信号为谐波信号、周期信号及随机信号时传感系统的测量效果。

当被测谐波信号为z=0.003sin(3.2πt+0.2π)时,传感系统的测量值与被测值之间的对比和测量值与被

测值之间的误差如图11所示。传感系统的测量值与被测值很接近,被测振动的峰值为0.00300m,测量误

差的峰值约为0.00015m。因此,在谐波激励下,该新型振动位移传感系统的测量值-y 可以近似代表绝对

振动信号z。

当被测周期信号为z=0.001sin(3π+0.2π)+0.003sin(4π-0.3π)+0.005sin(8π-0.7π)时,传感系统的测量

效果如图12所示。传感系统的测量值与被测值非常接近,被测振动的峰值为0.00850m,测量误差的峰值约为

0.00032m。因此,在周期激励下,该新型振动位移传感系统的测量值-y可以近似代表绝对振动信号z。

图13中,被测随机振动信号z的均值为0,均方根值为0.00085m,频谱范围为1Hz到10Hz。传感系

统的测量值与被测值非常接近,被测振动的峰值为0.00410m,测量误差的峰值约为0.00016m。因此,在

随机激励下,该新型振动位移传感系统的测量值-y 可以近似代表绝对振动信号z。
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图11 传感系统在谐波激励下的测量值与被测振动的对比

Fig.11 Thecomparisonbetweenthemeasuredvalueand

originalsignalvalueunderharmonicexcitation

图12 传感系统在周期激励下的测量值与被测振动的对比

Fig.12 Thecomparisonbetweenthemeasuredvalueand

originalsignalvalueunderperiodexcitation

图13 传感系统在随机激励下的测量值与被测振动的对比

Fig.13 Thecomparisonbetweenthemeasuredvalueand

originalsignalvalueunderrandomexcitation

5 结 论

笔者设计了一种新型准零刚度振动位移传感系统。分析了等效阻尼、刚度比及测量幅值等参数对传感

系统测量性能的影响和不同激励形式下的动态测量性能。理论分析和数值仿真结果表明,通过合理地设计

传感系统的结构参数,该新型准零刚度传感系统可以直接对微幅振动位移进行准确、实时的测量。进一步的

研究工作是加工传感系统样件进行实验验证。
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