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摘要:为了更好地利用数值流形法(NMM)模拟连续和非连续问题,根据NMM 数学覆盖选择

的灵活性,将有限元网格作为一种数学覆盖方式生成流形覆盖系统以避免细小流形单元的出现,并

提出了将单个材料体描述为一个流形单元的独立覆盖方法。运用多种覆盖方式相耦合的方法模拟

了混凝土的细观拉压模型,以及一个复杂结构岩质边坡模型,模拟结果较好地再现了相应的力学变

形破坏过程。多种覆盖方式的耦合使得构建的NMM 模拟模型更加合理;独立覆盖方式的使用降

低了构建离散体系NMM模型的复杂程度,并减少了模型中的单元数量以及不连续面上的接触数

量,提高了模拟计算效率。
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Abstract:Tobetterusethenumericalmanifoldmethod (NMM)tosimulatecomplexcontinuousand
discontinuousdeformationproblems,fortheflexibilityofthechoiceofmathematicalcoversintheNMM,

weadoptthefiniteelementmeshtogenerateNMM mathematicalcoverssoastoavoidtheappearanceof
too-smallmanifoldelements,andputforwardanindependentcovermethod,inwhichasinglematerial
domainisdescribedasonemanifoldelement.Differentcovertypesarecoupledinthesimulationsofthe
tensileandcompressiveconcrete meso-scale models,as wellasarockslope modelwithcomplex
structures.ThecorrespondingmechanicaldeformationandfailureprocessesarewellreproducedbyNMM
simulations.ThecouplinguseofdifferentcovertypesmakesthegeneratedNMMsimulationmodelsmore
reasonable.TheindependentcovermethoddecreasesthecomplexitytoconstructNMMsimulationmodels



fordiscretesystems,andreducesthenumbersofmanifoldelementsandthecontactnumbersalong
discontinuitysurfaces,whichhelpstoimprovetheNMMcomputationalefficiency.
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混凝土、岩石是典型的非均匀、非连续工程及地质材料,其变形、破坏是一个复杂的连续、非连续固体介

质力学行为问题。数值模拟是研究这类复杂力学问题的重要手段。基于连续理论的有限元法(FEM),在模

拟材料不连续变形和运动力学行为时能力存在不足。在基于非连续理论的方法中,离散元法(DEM)运用显

式有限差分法模拟多体不连续系统的大位移和旋转过程[1];非连续变形分析(DDA)方法则基于最小势能原

理,较好地解决了多材料体的大变形和大位移问题。对于岩石力学行为的模拟,DEM和DDA方法适用于对

离散岩体结构的稳定状态和变形模式及过程的模拟,但对于连续体内裂纹的产生和扩展模拟则存在一定不

足[2]。显然,2种数值方法对于混凝土这种颗粒基体材料的细观变形破坏模拟也同样存在难度。连续 非连

续数值方法的耦合,如FEM-DEM[3],以及连续 非连续理论在数值方法中的统一,如数值流形法(NMM)[4],
则是更好的解决途径。

数值流形法(NMM,numericalmanifoldmethod)通过2套独立的覆盖系统很好地将连续与非连续问题

统一在一个理论框架内进行描述,将FEM、DDA和解析法统一起来。覆盖系统是NMM 的重要组成部分,
对此已有了较多的研究。蔡永昌等[5]论述了二维弹性问题里使用矩形覆盖流形方法的理论和实施技术,并
给出了其覆盖系统的全自动生成算法;陈刚等[6]将有限元网格作为生成流形覆盖系统的数学网格,利用有向

图的关联矩阵结合块体搜索算法,形成最终的流形法覆盖系统;李海枫等[7]研究了三维流形单元的生成方

法;蔡永昌等[8]提出了一种完全独立覆盖的高阶 NMM,在独立覆盖之间假设几何厚度可以忽略的连接弹

簧,以解决高阶流形法的线性相关性问题和物理覆盖系统的生成复杂性问题;苏海东等[9]研究了矩形独立覆

盖及其覆盖加密,在独立覆盖中使用解析级数,并提出了任意形状的独立覆盖形式。NMM在类混凝土材料

的细观变形破坏,以及岩质边坡失稳等岩石力学与工程问题的研究中都已得到了一定的应用。黄涛[10]和赵

妍[11]分别采用NMM模拟研究了混凝土以及高聚物粘结炸药这两类颗粒基体材料的细观变形破坏问题;张
国新等[2]验证了采用 NMM 可以正确计算边坡倾倒安全系数和模拟边坡倾倒破坏过程;黄涛等[12]应用

NMM对岩石双孔爆破过程进行了模拟;Ning和An等[13-14]采用基于莫尔库仑开裂准则的NMM 模拟了岩

质边坡中的裂纹扩展和边坡破坏全过程。
根据NMM中数学覆盖和物理覆盖的定义,提出了将单个材料体描述为单个流形单元的独立流形覆盖

方法,并与传统的规则网格有限覆盖以及由有限元网格生成的有限覆盖相结合,以便对包含离散体系的复杂

材料结构的力学行为进行模拟。通过混凝土细观变形破坏行为模拟和复杂结构岩质边坡失稳破坏模拟算

例,验证和讨论了这一数值模拟途径的可行性及优势。

1 数值流形法的有限覆盖与独立覆盖

1.1 数值流形法的基本思想

采用2套独立的覆盖系统:数学覆盖系统和物理覆盖系统[3]。数学覆盖(MC,mathematicalcover)系统由

许多部分重叠的覆盖片组成,它覆盖住整个物理区域。在二维NMM中,一般多采用规则三角形网格生成数学

覆盖系统。如图1(a)所示,当采用三角形网格生成数学覆盖系统时,对于网格中的任一节点,含有这一节点的所

有三角形组成1个数学覆盖。在图1(a)中,1-6号三角形组成的正六边形就是该节点处的数学覆盖。

物理覆盖(PC,physicalcover)是数学覆盖和物理区域的交集,当将数学覆盖置于物理区域上时,数学覆

盖与物理区域重叠的部分就形成物理覆盖系统。如果材料边界或内部不连续面将1个数学覆盖切割成多个

完全独立的区域,则位于材料域内的每一独立区域就是1个物理覆盖。在图1(a)中,以节点a、b为中心的六

边形数学覆盖Ma、Mb完全位于物理区域内,并且均没有被不连续面切割成完全独立的区域,从而使得 Ma、

Mb分别成为1个物理覆盖,记为P1
a、P1

b;以节点c为中心的数学覆盖Mc只有一部分与物理区域相重叠,只
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有位于物理区域内的这一部分才形成1个物理覆盖,记为P1
c,同理,以节点e为中心的数学覆盖Me处形成1

个物理覆盖,记为P1
e;而对于以节点d 为中心的数学覆盖Md而言,其位于物理区域内的部分被物理区域中

的不连续面切割成2个完全独立的区域,所以,在节点d 处形成2个物理覆盖,记为P1
d、P2

d。

对于由以上方法产生的物理覆盖,他们也是相互部分重叠的,这些相互重叠的物理覆盖所形成的交集则

构成流形单元(ME,manifoldelement)。如图1所示,图1(a)中的物理覆盖P1
a、P1

b 和P1
c 相交形成流形单

元e1,物理覆盖P1
b、P1

d、P1
e 相交形成流形单元e2,物理覆盖P1

b、P2
d、P1

e 相交形成流形单元e3。显然,每个流

形单元是3个物理覆盖的交集。

图1 NMM的覆盖系统

Fig.1 NMMcoversystemillustrations

NMM中位移函数定义在物理覆盖Ui上,覆盖位移函数为ui(x,y)和vi(x,y)通过权函数ωi(x,y)组
合在一起。对于由三角形网格生成的流形覆盖,覆盖每个流形单元的3个物理覆盖的权函数之和为1。

ωi(x,y)≥0(x,y)∈Ui,

ωi(x,y)=0(x,y)∉Ui,


j=1~3

(x,y)∈Uj

ωj(x,y)=1。

进而,对于由n 个物理覆盖组成的物理覆盖系统,总体位移函数为

u(x,y)

v(x,y){ }=
n

i=1
ωi(x,y)

ui(x,y)

vi(x,y){ }。
  在NMM方法中,数学覆盖确定了求解的精度。由于位移函数定义在物理覆盖上,当相邻的流形单元被

不同的物理覆盖所描述时,如图1中的单元e2 和e3,单元间位移的不连续很自然就得到了描述。对于材料

内裂纹等不连续面发育的模拟,也只需要根据不连续面对覆盖的切割情况,进行物理覆盖的更新,而不需要

网格系统的重新划分。NMM在理论上很好地将连续和非连续问题的模拟进行了统一。算例中开裂破坏模

拟采用的破坏准则为文献[13]中的拉伸强度准则和莫尔库仑准则。

1.2 有限覆盖与独立覆盖

如图1所示的由规则三角形网格生成数学覆盖,是NMM 广泛采用的一种覆盖形式。由于不需要网格

边与物理边界相重合,特别是对于复杂形态的物理区域,前处理变得易于实现,但同时也会在物理区域的边

界产生一些面积极小或细长的流形单元,如图2(a)所示,从而对计算性能造成一定影响。生成NMM覆盖系

统的另外一种方式是采用传统有限元网格作为数学覆盖,如图2(b)所示,当采用三角形有限元网格时,对于

其中任一节点,含有这一节点的所有三角形单元形成1个数学覆盖,进而生成相应的物理覆盖。对于任意一

个有限单元,其3个顶点处的物理覆盖相互重叠形成的流形单元就是该有限单元本身。这时NMM 方法实

质上退化为了有限单元法,只是在NMM理论框架下,材料开裂破坏的描述较有限元更加易于实现。无论是

采用规则三角形网格还是采用有限元非规则网格生成的流形覆盖,都可以称为NMM 的有限覆盖。采用有

限覆盖可以很方便地描述连续材料体的变形和开裂破坏行为。
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图2 带孔模型的有限覆盖

Fig.2 Finitecoversforaplatewithaholeinthecenter

对于离散体系而言,主要关心离散体的位移和相互之间的作用,而离散体自身的变形不重要时,采用如

上所述的有限覆盖则不具必要性和计算经济性。这里提出独立覆盖的概念,即每一个离散体物理区域采用

独立的覆盖进行描述,每个块体形成一个流形单元,并拥有属于自身的独立的位移函数,实现离散体间位移

不连续的描述。这时,NMM实质上退化为了DDA方法,只是采用了不同的具体未知量和位移函数。值得

注意的是,这里提出的独立覆盖的概念和文献[8-9]中独立覆盖的概念是不一样的。
当采用三角形网格时,独立覆盖的构造方法是生成1个包络单个离散体的三角形,并以该三角形的3个

顶点为数学覆盖的中心,产生3个数学覆盖,进而生成相应3个物理覆盖。如图3(a)所示,1个四边形离散

体物理区域被覆盖其上的Δijk完全包含。根据数学覆盖的概念,节点i、j、k处的数学覆盖分别为以节点i、

j、k为中心的3个六边形,记为Mi、Mj和 Mk。它们与物理区域的交集分别构成3个四边形物理覆盖Pi、

Pj、Pk(区域均为物理区域本身),这3个四边形物理覆盖相互重叠形成1个四边形流形单元,即该物理区域

本身。这样以来,单个离散体物理区域自身形成1个流形单元。对于如图3(b)所示的离散体系统,其中每一

个四边形离散体均拥有属于自身的独立覆盖,各自形成独立的流形单元。
以上独立覆盖生成方法略去了数学覆盖被物理区域再分割的过程,简化了物理覆盖与流形单元的生成

过程。在保证相互对应的前提下,覆盖系统和流形单元可以分开建立。具体可以先建立离散体系统模型,每
个离散体形成1个流形单元,进而根据离散体的几何和坐标信息,对每个离散体引入1个三角形并形成相应的

数学与物理覆盖。如图3(b)所示,由此生成的覆盖系统,保证了属于任何2个离散体的物理覆盖间的独立性。

图3 NMM的独立覆盖

Fig.3 NMMindependentcoverillustrations

对于具体问题的模拟,在覆盖系统的生成过程中,可以根据问题的几何及物理特征,将由规则三角形或

有限元网格生成的有限覆盖,与独立覆盖进行耦合使用,得到更加合理的NMM 模拟模型。在文中,有限覆

盖和独立覆盖采用相同的覆盖位移函数,自然地将各种覆盖方式耦合到了统一的NMM数学描述框架下,具
有简洁性和实用性。
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2 不同流形覆盖方式的耦合应用

2.1 混凝土细观模型的单轴拉压模拟

混凝土在细观尺度上可看成是由骨料、水泥砂浆及其交界面组成的颗粒基体复合材料。其中,骨料与水

泥砂浆的交界面是混凝土材料内部最薄弱的相,在外荷载作用下,微裂纹往往率先在交界面上开始萌生,并
逐渐演化、发展和贯穿,最终形成宏观裂纹导致混凝土材料的破坏。混凝土拉伸破坏后的断面形态表明,绝
大部分破坏面是粗骨料与水泥砂浆的界面粘结破坏(拉脱),而小部分是骨料间的水泥砂浆被拉断。即使是

在压缩载荷作用下的破坏,一般也是以水泥砂浆的开裂和界面开裂为主,较少发生骨料破坏的情况。因此,
对于混凝土这种颗粒基体复合材料的细观模拟,骨料的变形和破坏一般可以认为并不重要。

在混凝土细观模型的NMM模拟中,可以采用独立覆盖描述骨料,采用有限覆盖描述砂浆,界面则通过

粘接强度加以考虑。如图4(a)所示,其中的骨料、加载板以及测量板采用了独立覆盖,砂浆则采用了有限元

网格来生成覆盖系统,以避免采用规则三角形网格生成覆盖时在砂浆骨料界面处产生细长或极小尺寸流形单

元。测量板位于加载板和细观模型之间,因采用独立覆盖而具有常应力,它在竖直方向上的应力反映了混凝土

细观模型在竖向方向上的平均应力。为加以对比,在图4(b)的模型中,对骨料也采用有限元网格进行了覆盖。
在方件上下两端均通过加载板进行准静态线性拉伸或压缩位移加载,加载速率为2mm/s。假定骨料与

水泥砂浆为线弹性材料,各类材料参数如表1所示。NMM模拟中的最大步位移比、时间步长和接触弹簧刚

度分别取为5×10-4,1×10-5s和600GPa。

图4 骨料覆盖方式

Fig.4 Twodifferentcovertypesfortheaggregates

表1 混凝土中各项材料参数

Table1 Materialparametersforconcreteconstituents

组分 弹性模量E/GPa 泊松比 摩擦角θ/(°) 内聚力c/MPa 抗拉强度σt/MPa

砂浆 11.6 0.24 45 15.1 30.2

骨料 116 0.24 50 40.3 80.6

界面 — — 30 5 10.1

图5(a)与图5(b)所示为单轴拉伸的细观模拟结果。骨料采用2种不同覆盖方式,模型中主贯通裂纹均

产生于模型中下部,并伴有多处分散裂纹,其中,砂浆骨料界面开裂占整个开裂面的较大部分。2种覆盖条件

下模型的细观破坏形态极为相似。图6(a)给出了由测量板得到的模型在竖直方向上的平均应力变化曲线。
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曲线在初期表现为线性,随着加载位移的增大,界面的逐步脱粘和砂浆的逐步开裂导致软化现象的出现。在

主裂纹逐渐贯通的过程中,曲线开始出现明显下降。由于材料内部结构的不均匀性,曲线在下降过程中出现

了一定的起伏现象。可以看出,骨料分别采用有限覆盖和独立覆盖时,模型竖直方向的应力位移曲线在前期

极为近似,只是在后期的起伏阶段才产生了较明显差异。
图5(c)与图5(d)所示为单轴压缩的模拟结果。在压缩载荷作用下,细观结构的非均匀性导致大量分散

裂纹的产生,没有形成明显优势裂纹带,但单条分散裂纹基本都为倾斜方向的剪切裂纹。可以看出,在骨料

采用2种不同覆盖的条件下,模型中细观破坏形态仍极为相似。图6(b)所示的模型竖直方向平均应力变化

曲线表明,初期模型整体响应呈线性,随着分散裂纹的逐步产生,软化现象逐步显现。对比骨料采用2种不

同覆盖方式得到的应力曲线,可以发现它们仍非常接近。

图5 混凝土方件拉伸与压缩模拟结果

Fig.5 Tensileandcompressivefailuresimulationresultsofrectangularconcretespecimens

综上所述,对于混凝土这样的颗粒基体材料,当骨料颗粒分别采用有限覆盖和独立覆盖时,得到了基本

一致的模拟结果。但当骨料采用独立覆盖时,覆盖系统的生成更加简单,并且由于界面处接触数量的减少,
以及整个模型中单元数目的减少,模拟计算效率也得到了一定的提高。

图6 混凝土方件拉伸与压缩的的应力位移曲线

Fig.6 Stress-displacementcurvesoftherectangularconcretespecimensundertensionandcompression

2.2 复杂岩质边坡的失稳破坏模拟

岩体是由连续岩石介质和不连续面构成的天然地质材料,岩质边坡复杂的组成结构对其破坏形式有着

直接重要影响。根据Goodman[15-16]关于岩质结构边坡失稳的研究,建立如图7(a)所示的由连续岩石介质与

离散岩块构成的边坡模型。在由连续岩石介质和少量不连续面组成的节理欠发育岩体中,连续岩石介质的

开裂破坏是非常重要的破坏形式。而在包含大量不连续面的节理较充分的发育岩体中,岩体可看做是由独

立岩块构成的离散岩块系统,岩体的变形破坏主要沿着已有的不连续面进行。下面通过NMM 方法模拟该
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边坡在重力作用下的失稳破坏过程。基于前文所提及的有限覆盖和独立覆盖2种不同覆盖方式,边坡中节

理欠发育岩体部分采用规则三角形网格进行有限覆盖以描述其变形破坏,边坡中节理充分发育岩体部分采

用独立覆盖,以便于描述离散岩块系统的变形破坏及运动。同时,用作边界约束条件的模型边框也采用独立

覆盖。NMM网格模型如图7(b)所示。
模拟中,节理充分发育部分岩体(记为岩层)的材料参数为:密度2500kg/m3,弹性模量30GPa,泊松比

0.25。节理欠发育部分岩体(记为岩块)的材料参数为:密度2700kg/m3,弹性模量30GPa,泊松比0.25。岩

层的强度参数取为:内摩擦角27°,内聚力0.5MPa,抗拉强度0.5MPa,岩块部分不考虑开裂破坏。模型中不

连续面的强度参数均取为:摩擦角10°,内聚力0.05MPa,抗拉强度0.05MPa。这里取相对一般实际更小的

强度参数,是为了使得边坡在重力作用下即发生破坏失稳。
图7(c)和图7(d)给出了边坡破坏过程的NMM模拟图像。在自重和上部岩体的压载作用下,节理发育

良好的边坡下部岩体沿既有不连续面发生破坏,岩块系统发生松动。下部离散岩块系统承载能力的降低,导
致上部岩层的不稳定并沿竖向贯通节理面发生下错,岩层中既有的非贯通节理面进而发生扩展,将岩层逐步

折断。随后,下部离散岩块被向右挤出并向前方倾倒,上部破坏岩层下端与下部离散岩块一起向右侧运动,
整个上部岩层则发生向后倾倒并下滑。这种破坏称为滑动倾倒的“二次倾倒模式”[15],当上部岩层滑动趋势

被下端岩块阻止时发生。以上模拟结果表明,采用有限覆盖和独立覆盖耦合的方式能很好地模拟复杂岩质

边坡的失稳破坏问题。

图7 复杂岩质边坡模型及其失稳破坏模拟

Fig.7 Modelofacomplexrockslopeanditsfailuresimulationresults

3 结 论

基于NMM有限覆盖理论,采用有限元网格作为一种数学覆盖方式生成NMM流形覆盖系统,避免采用

规则网格生成流形覆盖系统时可能产生的细长或极小尺寸流形单元,并提出了将单个材料体描述为单个流

形单元的独立覆盖方法。通过多种流形覆盖方式相耦合,模拟了混凝土方件的细观变形破坏,以及复杂结构

岩石边坡的失稳破坏过程。结果表明,独立覆盖方式的采用,降低了模型的生成过程以及最终生成模型的复

杂程度,减少了计算过程中的接触数量以及流形单元数量,提高了计算效率。独立覆盖与有限覆盖的耦合使
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用,合理地描述了混凝土的细观结构和岩质边坡的复杂构造,NMM 模拟较好地再现了相应的物理力学过

程。文中提出的独立覆盖方法,适用于单体变形不重要的离散体的模拟,也可用于模型中加载板、约束边框

等单体的描述。
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