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摘要:针对传统共轭齿形求解方法无法解决奇异点的问题,提出轮转曲线等距偏移法。分析了

共轭曲线的等距偏移特性,推导出轮转曲线等距偏移线方程,基于该方程进行了圆弧齿廓的共轭齿

形计算;采用圆弧逼近方式,以轮转曲线等距偏移线族求解任意齿廓的共轭齿形,并以含齿顶尖点

的渐开线齿廓曲线为例进行共轭齿形计算;讨论了该方法的原理性误差,优化了该方法的求解精

度。计算验证表明:相比于传统共轭齿形求解方法,轮转曲线等距偏移法能解决奇异点问题,且无需

求解啮合方程,在齿廓曲线曲率半径变化率较小且存在奇异点时,用该方法求解共轭齿形优势明显。
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Abstract:Inordertosolvetheproblemofsingularpointinthetraditionalalgorithmforsolvingconjugate
gearprofile,anequidistantoffsetalgorithm ofrotationcurvewasproposed.Theequidistantoffset
characteristicsofconjugatecurveswereanalyzedandtheequationsofequidistantoffsetlineofrotation
curvewerederived.Bywayofarcapproximation,equidistantoffsetlinefamilyofrotationcurvewasused
tosolveconjugatecurvesofanygearprofile,andtheinvoluteprofilecurvewithacuspidalpointof
addendumwastakenasanexample.Theprincipleerrorofthisalgorithmwasanalyzed,andamethodto
solvepreciseconjugatepointswasproposed.Comparedwiththetraditionalmethodofsolvingconjugate
gearprofile,theequidistantoffsetalgorithmofrotationcurvehasnosingularpointproblem,andthereis
noneedtosolvethemeshingequation.Ithasobviousadvantagesinsolvingconjugategearprofilewith
singularpointsandsmallchangerateofcurvatureradius.
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共轭曲线是指两构件上用以实现给定运动规律的连续相切的一对曲线,是计算齿轮齿面、凸轮轮廓等工

程问题的理论基础[1],其中由已知齿轮廓形求解其共轭齿形是齿轮设计领域的常见问题。

传统计算共轭齿形的方法有齿廓法线法与包络法两种。齿廓法线法[2]是经典的共轭齿形求解方法,如

王家序等[3]基于齿轮啮合原理求解谐波传动的共轭齿形。该方法首先建立啮合方程,再通过坐标变换求解

共轭齿形,由于啮合方程复杂,需要采用数值方法进行迭代求解。包络法是近年来研究较多的数字方法,

Chiang等[4]基于包络原理提出了一种螺杆加工成形砂轮廓形的几何设计方法,Wu等[5]基于包络原理提出

RRS成形磨加工仿真。包络法本质是其中一个齿轮固定不动,另一个齿轮在其上绕着瞬心点纯滚动,形成一

系列曲线簇,曲线簇的包络即为共轭齿形,其难点在于包络点的求解。无论齿廓法线法还是包络法,求解的

第一步是确定齿廓曲线的法向量,而齿廓上的不可导点,如双圆弧齿轮的两段圆弧连接点[6],渐开线齿轮的

齿顶尖点[7]等,采用这两种传统计算方法将出现奇异点问题,表现为求解的共轭齿形不连续。

近年来,国内外学者提出一些无奇异点问题的共轭齿形求解方法,如Radzevich[8]基于微分几何学提出

R-映射法,用于计算径向剃齿刀修形齿面,Zhou[9]提出截线式数字模拟包络方法计算砂轮廓形,吴玉仁等[10]

在截线法的基础上提出了射线法,用于计算双螺旋压缩机转子的成形刀具廓形,上述方法虽无奇异点问题,
然而当齿面较为复杂时求解困难。笔者于文献[11]中提出尖点矢量离散法,用于解决有奇异点的双圆弧齿

轮共轭齿形,并在此基础上提出点矢量一次包络算法[12]和点矢量二次包络算法[13],分别用于计算修形齿轮

的成型砂轮及蜗杆砂轮廓形。点矢量包络算法无需对齿面建模,通用性好,然而其精度受限于离散点数量。
为此,文中基于共轭曲线的等距偏移特性,提出共轭齿形求解的轮转曲线等距偏移法,在曲率半径变化

率较小的齿廓曲线共轭齿形求解时,无奇异点问题,计算简单,且可得到解析解。

1 共轭曲线的等距偏移特性

共轭曲线的等距偏移特性可表述为:记A 曲线的共轭曲线为A',B 曲线的共轭曲线为B',若B 曲线是

A 曲线偏移距离为L 的等距偏移线,则B'曲线也是A'曲线的等距偏移线,且偏移距离仍为L。
记A 曲线的方程为r1,则B 曲线的方程r'1可表示为

r'1=r1+LN1, (1)

N1表示r1的单位法向量。将r'1代入啮合方程[14],并用齐次坐标表示:
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式中,N2表示B 曲线共轭齿形B'的单位法向量,V(12)
2 表示在与B'固连的坐标系中B 曲线对B'的相对运动

速度。矩阵K 与坐标变换有关,可以表示为
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式中:W21表示法向量的变换矩阵;W*
21表示W21的三阶顺序主子式;M21表示位置矢量的变换矩阵,M21的三阶

顺序主子式也为W*
21;a 是位置变换的列向量。根据坐标变换性质,W*

21是反对称阵,有(W*
21)TW*

21=E,对等

式两边求导有:

(W*
21)T

dW*
21

dt =-
d(W*

21)T

dt W*
21, (4)

利用矩阵转置的性质,式(4)两边同时转置,化简得到:

[(W*
21)T

dW*
21

dt
]
T

=-(W*
21)T

dW*
21

dt
, (5)

则K 的三阶顺序主子式为反对称阵,记为K*,代入式(2)中,有:
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式中:N1是列向量,则N1
TK*N1是一阶矩阵,有N1

TK*N1=(N1
TK*N1)T,展开化简并考虑K* 是反对称

阵,易知:

NT
1K*N1=0。 (7)

  将式(7)代入式(6),r'1的啮合方程最终化简为
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  式(8)为r1的啮合方程,故等距偏移前后,啮合方程不变,则方程的解不变,曲线A 与曲线B 坐标变换矩

阵均为M21,对曲线r'1进行坐标变换:

r'2=M21r1。 (9)

  将式(1)代入式(9),最终得到:

r'2=r2+LN2, (10)
式中:r'2表示B 曲线的共轭曲线方程;r2表示A 曲线的共轭曲线方程。式(10)说明r'2是r2偏移距离为L 的

等距偏移线,则等距偏移特性得证。

2 轮转曲线等距偏移法

2.1 圆弧曲线的共轭齿形

圆弧可看作圆心的等距偏移线,偏移距离为圆弧半径,圆心的共轭齿形本质是点的运动轨迹[2],记圆心

的极坐标为(R,ε),其运动轨迹的位置矢量rrc可表示为

rrc=M21 Rsinε Rcosε 1[ ] T。 (11)

  根据常见的齿轮传动形式,将变换矩阵 M21代入式(11)[15],并进行等距偏移,偏移距离L 为圆弧半径,
最终得到以下4类轮转曲线等距偏移方程。

1)由齿轮向齿条传动时,得到摆线类等距偏移方程:
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  2)由齿条向齿轮传动时,得到渐开线类等距偏移方程:

roc=
Rsin(φ+ε)+Rp(sinφ-φcosφ)-Lcosβ
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  3)由齿轮向转向相反的齿轮传动,即外齿轮传动时,得到外摆线类等距偏移方程:

roc=
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  4)由齿轮向转向相同的齿轮传动,即内齿轮传动时,得到内摆线类等距偏移方程:

roc=
Rsin[(1-ρ)φ-ε]-Esinρφ-Lcosβ
Rcos[(1-ρ)φ-ε]+Ecosρφ-Lsinβ
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式(12)~式(15)中:roc是轮转曲线等距偏移线的位置矢量;φ 为自变量;Rp表示分度圆半径;E 表示中心距;

ρ表示传动比。由共轭曲线等距偏移特性可知,圆弧曲线的共轭曲线为轮转曲线的一段,且偏移距离为圆弧

半径。
计算实例为半径1mm的圆弧齿轮,节圆半径50mm,则对应的齿条廓形为偏移距离1mm的长幅摆线

等距偏移线,参数方程[Xoc,Yoc]T为
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  在 Matlab中绘制式(16),将结果与传统啮合方程求解的共轭点对比,共轭点在曲线上,如图1所示。说

明圆弧曲线的共轭齿形是长幅摆线等距偏移线。

图1 圆弧的共轭曲线

Fig.1 Theconjugatecurveofanarc

2.2 任意曲线的共轭齿形

对于由任意曲线构成的齿廓,可将齿廓曲线进行离散处理,用圆弧曲线逼近任意曲线。圆弧圆心为相邻

离散点的法向量交点,圆心坐标为
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式中:(X0(i),Y0(i))是第i 段圆弧的圆心坐标;(Xg(i),Yg(i))是第i 个齿廓曲线的离散点坐标;[Nxg(i),

Nyg(i)]T是第i个齿廓曲线的离散点法向量,i的取值范围是1~(N-1),N 为离散点数。补充曲线端点,当

i=N时,有:

X(N)
0 =X(N)

g ,

Y(N)
0 =Y(N)

g 。{ (18)

  圆弧半径为法向量交点到离散点距离,半径大小为

L(i)=
 (X(i)

g -X(i)
0 )2+(Y(i)

g -Y(i)
0 )2,(i=1,2,…,N), (19)

式中,L(i)表示第i段圆弧的半径。
以计算渐开线齿形及齿顶圆为例,齿轮模数2、齿数20的渐开线齿轮,齿顶尖点为不可导的奇异点,将齿

顶尖点看作半径为0的圆弧。圆弧逼近结果如图2所示。
把圆弧坐标(X(i)

0 ,Y(i)
0 )化为极坐标(R(i)

0 ,ε(i)
0 ),根据传动形式,将R(i)

0 、ε(i)
0 、L(i)代入对应的式(12)~

式(15),得到一系列轮转曲线等距偏移线族。以齿轮廓形计算齿条廓形为例,代入式(12),得到摆线类等距

偏移线族,如图3所示。
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图2 圆弧代替任意曲线

Fig.2 Thecurvereplacedbyarcs

图3 轮转曲线等距偏移线族

Fig.3 Familyofrotationcurveequidistantoffsetline

  令r(i)
oc=r(i)

oc,求解相邻两段等距偏移线的交点作为临界点,最终共轭曲线由N-1段轮转曲线等距偏移

线组成,方程为

rw=
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oc ,φ=φ1 ~φ2,
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式中:rw为共轭曲线的位置矢量;r(i)
oc 为第i段轮转曲线等距偏移线,自变量φi通过式(21)确定。
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式中,[X(i)
oc,Y(i)

oc]T是r(i)
oc 的矩阵表示式,联立求解得到φi与φi+1,代入式(20),得到最终齿廓曲线的共轭曲

线,齿顶尖点处的共轭齿形由偏移距离为0的摆线等距偏移线组成,齿顶圆处的共轭齿形由圆心坐标为(0,

0)的摆线等距偏移线组成,如图4所示。

图4 齿廓的共轭曲线

Fig.4 Theconjugatecurveofgearprofile
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2.3 结果验证

尖点矢量离散是现阶段解决奇异点共轭齿形的常用方法[11],为验证齿顶尖点的共轭齿形,通过尖点矢

量离散得到齿顶尖点的共轭点。对齿顶尖点处的点矢量进行离散处理:

αi=
i-1
N -1
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N -i
N -1
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式中:αi表示第i个离散点矢量的偏转角度;N 表示离散点数;齿顶尖点参数θ0与齿顶圆半径Ra有关,为
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  将式(22)和式(23)代入啮合方程,并化简,为
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  求解式(24),得到齿顶尖点的离散点矢量啮合转角φi,然后对齿顶尖点(Xg(θ0),Yg(θ0))进行坐标变换,最
终得到齿顶尖点的一系列共轭点,将这些共轭点代入式(20),结果吻合,点均在曲线上,如图5所示,说明轮

转曲线等距偏移线法求解齿顶尖点的共轭齿形正确。
为验证前述的渐开线齿廓的共轭齿形,通过求解啮合方程得到齿廓共轭点,求解过程从略,误差为共轭

点到齿廓曲线沿法线方向的距离,齿廓曲线方程由式(20)表示,从齿根到齿顶取10个点并依次标号,绘制误

差曲线如图6所示。

图5 共轭齿形验证

Fig.5 Verificationofconjugatecurve
图6 齿廓误差曲线

Fig.6 Errorcurveoftoothprofile

通过误差曲线可以看出,各点误差均在0.1140mm左右,可见轮转曲线等距偏移法求解渐开线的共轭

齿形可行,然而误差较大。

3 误差分析

3.1 误差数学模型

轮转曲线等距偏移法采用圆弧曲线替代任意曲线,这一替代过程存在原理误差。
Ei=Ri+1-Ri, (25)

式中:Ei表示第i段圆弧的逼近误差;Ri表示曲线上第i个离散点的曲率半径,Ri可以通过曲率半径公式

计算:

Ri=
[Xg'2(θi)+Yg'2(θi)]3/2

Xg'(θ)iYg″(θi)-Yg'(θi)Xg″(θi)
。 (26)
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  (Xg,Yg)表示齿廓曲线关于θ的参数方程。将式(26)代入式(25),并通过曲率半径的导数进行化简:

Ei=(θi+1-θi)
dR(θ)

dθ
。 (27)

  根据等距偏移的共轭曲线偏移距离相等特性,当Ei取得最大值时表示共轭曲线的误差E,为

E=Δθ(R'(θ))
max
。 (28)

  曲率半径的变化率R'(θ)为

R'(θ)=
3(X″gX'g+Y″gY'g)(X'g2+Y'g2)X'gY″g-X″gY'g -(X'g2+Y'g2)1.5 X'gY‴g-X‴gY'g

(X'g2+Y'g2)3
。 (29)

  由式(28)可知,误差E 与2个因素有关:齿廓曲线的曲率半径变化率越小,则误差越小;选取的离散点越

密集,自变量差值Δθ越小,则误差越小。

3.2 误差消减方法

齿廓曲线确定时,改变自变量差值Δθ,可减少误差E。当Δθ=0时,齿廓离散点重合,在该点的法线方

向上任取A、B2点:

XA

YA

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

Xg+aNxg

Yg+aNyg

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,XB

YB

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

Xg+bNxg

Yg+bNyg

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (30)

式中:(XA,YA)表示A 点坐标;(XB,YB)表示B 点坐标;(Xg,Yg)表示齿廓离散点坐标;[Nxg,Nyg]T表示

齿廓离散点法向量;a 与b为任意不相等实数。将A 点、B 点分别用极坐标(RA,εA)、(RB,εB)表示,根据具

体传动形式,选择式(12)~式(15)其中之一代入,得到两段轮转曲线等距偏移线roc(a)、roc(b):

roc(a)=
Rpφa -Rasin(φa -εa)-acosβa

-Rp+Racos(φa -εa)-asinβa

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

β=arctan
Rasin(φa -εa)

(Rp-Ra)cos(φa -εa)
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(31)

roc(a)=
Rpφb -Rbsin(φb -εb)-bcosβa

-Rp+Rbcos(φb -εb)-bsinβa

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

β=arctan
Rbsin(φb -εb)

(Rp-Rb)cos(φb -εb)
。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(32)

  以齿轮齿条传动为例,式(26)和式(27)分别表示A、B2点对应的摆线等距偏移线。齿廓离散点既可看

作A 点的等距偏移点,又可看作B 点的等距偏移点,则齿廓共轭点既在A 点的等距偏移线roc(a)上,又在B
点的等距偏移线roc(b)上,故roc(a)与roc(b)的交点即齿廓共轭点,如图7所示。

图7 齿廓共轭点

Fig.7 Conjugatepointsofgearprofile
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令roc(a)=roc(b),求解得到φa与φb,带入式(31)或式(32),roc(a)或roc(b)则是所求的齿廓共轭点。对齿廓

上的每个离散点均采用上述方法优化求解,则最终的共轭齿形可由众多共轭点组成,如图8所示。

图8 优化后共轭齿形

 Fig.8 Conjugategearprofilewithouterrorinprinciple

采用上述同样方法计算误差并绘制曲线,如图9所示,优化后误差已降低到0.0012mm以内,结果已较

为精确。优化后误差主要由方程求解精度导致,通过优化迭代算法可进一步降低误差。

图9 优化后误差曲线

Fig.9 Theoptimizederrorcurve

4 结束语

1)针对传统共轭齿形求解方法无法解决奇异点问题,且啮合方程求解困难,提出轮转曲线等距偏移法,
通过实例计算说明了该方法的正确性。

2)分析了轮转曲线等距偏移法的原理误差,说明了该方法适合求解齿廓曲线曲率半径变化率较小的共

轭齿形。提出了消除原理误差的方法,实例计算表明优化后的结果已较为精确。

3)轮转曲线等距偏移法在求解圆弧齿轮、齿顶圆角的共轭齿形时有明显优势:无奇异点问题,计算简单,
且可得到解析解。在求解齿廓曲线曲率半径变化率较大的共轭齿形时,可以采用3.2节的误差消减方法进行

优化。
目前轮转曲线等距偏移法仅适用于平面啮合问题,如直齿轮啮合或斜齿轮平行轴啮合,下一步研究将针

对空间啮合的轮转曲面等距偏移法,进行圆锥齿轮、蜗杆砂轮等廓形计算。
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