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摘要:针对运输问题寻优的高度复杂性,提出了一种基于表上作业原理的计算机寻优算法。在

算法中,采用“最小元素法”获取初始基可行解,采用“位势法”获取检验数数组,采用“递归过程”获

取闭合回路数组,根据闭合回路数组和基可行解获取调整量,根据闭合回路数组、调整量对基可行

解进行调整,通过 While循环不断寻优直到最小检验数非负。While循环退出时,若存在0检验数,
则任选一个0检验数,以其为起点寻找一个闭合回路数组,通过调整得到随机最优解。应用案例表

明,该算法实现了表上作业求解过程的计算机程序化,提高了计算效率、确保了计算准确性。
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Abstract:Aimedatgettingtheoptimalsolutionoftransportationproblems,acomputer-aidedoptimization
algorithmbasedontable-manipulationprincipleisproposed.Inthealgorithm,theminimumelement
methodisusedtogetaninitialbasicfeasiblesolution;thepotentialmethodisadoptedtogetthearrayof
checknumbersandtherecursiveprocessisappliedtogettheclosedlooparray.Thentheadjustingquantity
isgotaccordingtotheclosedlooparrayandbasicfeasiblesolution,anewfeasiblesolutionisgotafterthe
feasiblesolutionisadjustedaccordingtotheclosedlooparrayandadjustingquantity,andtheWhileloopis
usedtogettheoptimalsolutionuntiltheminimumchecknumberisnotlessthan0.AftertheWhileloop
exits,ifthereareoneormore0checknumbersinthearrayofchecknumbers,one0checknumberis
selectedrandomlytogetarandomoptimumsolutionthroughaboveprocess.Casestudyshowsthatbythe
proposedcomputer-aidedoptimizationalgorithm,thecomputerizationofthetable-manipulationprocessisrealized,

thusimprovingthecalculationefficiencyandensuringcalculationaccuracy.
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运输问题是企业或社会运营中常见的决策问题。运输问题的寻优具有高度复杂性,因此高效的运输问

题寻优方法成为一个重要的研究课题。自20世纪40年代运输问题提出之日起[1],学者对运输问题的寻优

方法进行了大量的研究,取得了较为丰富的研究成果。
从计算原理看,运输问题的寻优方法主要有线性规划法、表上作业法、图上作业法、网络解法[2]。运输问

题是线性规划问题的特例,理论上可采用线性规划法寻优[3]。然而,由于运输问题决策变量和约束条件

多[4],线性规划法的计算量大、计算效率低。表上作业法先利用最小元素法、伏格尔法[5]、西北角法[6]等方法

获取初始基可行解,再利用位势法获取非基变量的检验数,进而利用闭合回路调整法进行基可行解的调整直

到所有非基变量的检验数非负[4]。相对于线性规划法,表上作业法的计算量小得多,不过仍然需要多次反复

计算。图上作业法是一种基于图论的寻优方法,该方法需先在图上构造边、权、边线,再在图上进行求解。然

而,随着产地数、销地数的增多,导致边、权、边线相应增多,容易混淆,难以保证结果的准确性。网络解法将

运输问题视作网络问题,采用图与网络技术寻优。该方法虽然可以更直观、快速地获取初始解,然而随着产

地数、销地数的增多,网络图的绘制较麻烦、效率低。
从计算方式看,运输问题的寻优有手工求解和计算机求解2种方式。手工求解方式的计算效率低、准确

性难以保证。图上作业法、网络解法难以实现计算机求解,通常采用手工方式求解。要提高运输问题的应用

面,计算机寻优方式必然成为首选。围绕运输问题的计算机寻优,近年来学者进行相应的研究。文献[7]利
用Excel的规划求解工具求解运输问题,在一定程度上提高了计算效率,但仅能求解小规模运输问题。文献

[8]给出了 Matlab求解运输问题的计算机算法。利用文献[7]、[8]的方法获得的最优解无法区分出基变量

和非基变量,因而无法通过再调整得到多个最优解。文献[9]基于表上作业原理,提出了一种计算机算法,但
文中未给出详细求解步骤。文献[10]、[11]提出了一种神经网络法,虽有一定的创新性,却将问题复杂化导

致难以推广应用。近年来,部分学者还提出了计算机启发式算法,如遗传算法[12-13]、蚁群算法[14]等。然而,
这些算法具有两个缺陷,一是普适性差,主要用于求解复杂、特殊的运输问题;二是无法保证解的最优性[15]。

表上作业法是求解运输问题的经典方法,相对于线性规划法其计算量小得多,相对于图上作业法、网络

解法其更易于实现计算机求解,相对于神经网络法其更简单更易掌握,相对于遗传算法、蚁群算法其不仅可

以保证获得最优解还有可能得到多个最优解。然而,在表上作业过程中,闭合回路的选取是影响计算机求解

效率的关键环节[16]。若依靠人工进行闭合回路的选取,则属于人 机半自动计算机求解方式,其计算效率取

决于闭合回路的人工选取效率。虽然理论上讲,从任意一个非正的检测数出发一定能找到唯一的闭合回

路[17],但随着产地数、销地数的增多,人工往往难以在短时间内找到该闭合回路。反之,若能借助计算机算

法自动寻找到闭合回路,则能实现表上作业过程的全自动化,这将使计算效率得到大幅度提升。
基于此,笔者以ExcelVBA为平台,基于表上作业原理,提出了一种基于“递归过程”的闭合回路寻找方

法,在此基础上研究提出一种系统、高效的运输问题计算机寻优算法。

2 数学模型及问题描述

设某种物品有m 个产地Ai,i=1,2,…,m,各产地的供应量为ai,i=1,2,…,m,有n 个销地Bj,j=1,

2,…,n,各销地的需求量为bj,j=1,2,…,n。产地Ai 向销地Bj 供应物品的单位成本为cij、供应量为xij。
对于产销平衡的运输问题有如下标准的数学模型。

min􀰐
m

i=1
􀰐
n

j=1
cijxij,

s.t. 􀰐
n

j=1
xij =ai,i=1,2,…,m,

  􀰐
m

i=1
xij =bi,j=1,2,…,n,

  xij ≥0,i=1,2,…,m,j=1,2,…,n。

  该模型中cij除了为单位供应成本以外,还可为其他类型的参数,如时间、距离等。对于产销不平衡的运

输问题可通过增加虚拟产地或虚拟销地的方式将其转化为上述产销平衡的运输问题。因此,只需研究提出
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产销平衡运输问题的寻优算法。为便于后续内容的描述,现给出示例1。
示例1 某厂按合同规定须于当年每个季度末分别提供10、15、25、20台同规格的柴油机。已知该厂各

季度的生产能力及柴油机的单位生产成本如表1所示。如果生产出来的柴油机当季不交货,每台每积压一

个季度需储存、维护费用0.15万元。要求在完成合同的情况下,制定使该厂全年总成本(包括生产、储存、维
护费用)最少的生产方案[4]。

表1 生产能力及单位生产成本

Table1 Productioncapacityandproductioncostperunit

季度 生产能力/台 单位生产成本/万元

1 25 10.8

2 35 11.1

3 30 11.0

4 10 11.3

虽然上述问题是一个生产计划问题,但可将其转化为运输问题进行寻优。根据题意可得,单位供应成

本、供应量、需求量如表2所示。本文中所有表中空白处均表示不能供应或单位供应成本为无穷大。

表2 单位供应成本、供应量、需求量

Table2 Supplycostperunit,quantitysuppliedandquantityneeded

各季度生产量

(产地)

各季度需求量(销地)

10 15 25 20

25 10.80 10.95 11.10 11.25

35 11.10 11.25 11.40

30 11.00 11.15

10 11.30

3 计算机寻优算法

3.1 变量及数组定义

根据算法需要,定义如表3所示的计算机变量及数组。其中,g 为相对于单位供应成本大得多的正数;P
为(m+2)×(n+2)的数组,用于存储单位供应成本、供应量、需求量,前m×n 个元素为单位供应成本,第

m+1行为各销地需求量,第m+2行与m+1行元素值相等,第n+1列为各产地供应量,第n+2列与n+1
列元素值相等;X、Y 均为m×n 的数组;BH 为3行的数组,用于存储形成闭合回路的各点行号(第1行)、列
号(第2行)和试探方向(第3行),其列数随着闭合回路中点数的变化而变化;TB 为3×(m+n-1)的数组,
用于存储Y 中空检验数所在行号(第1行)、列号(第2行)及试探标志(第3行),试探标志初值为“”(空)表示

未试探过,当试探标志置为1时表示已试探过该空检验数;LD 为2行的数组,用于存储 While循环退出时0
检验数所在行号(第1行)、列号(第2行),其列数不确定,取决于0检验数的个数;U 为m×1的数组;V 为

1×n 的数组。
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表3 变量及数组定义

Table3 Definitionofvariablesandarrays

变量 含义或用途 分类

m 产地数 输入参数

n 销地数 输入参数

g 大数 输入参数

P() 存储单位供应成本、供应量、需求量的数组 输入参数

X() 最优解数组 中间/输出参数

A() 存储最小检验数及其行号、列号的数组 中间参数

BH() 闭合回路数组 中间参数

Y() 检验数数组 中间参数

U() 位势列数组 中间参数

V() 位势行数组 中间参数

TB() 存储空检验数所在行号、列号、试探标志的数组 中间参数

LD() 存储0检验数所在行号、列号的数组 中间参数

ds 0检验数的个数 中间参数

th 调整量 中间参数

3.2 算法流程

算法流程如图1所示。具体如下:1)采用“最小元素法”获取初始基可行解X;2)运用“位势法”获取检验

图1 计算流程

Fig.1 Calculationflow
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数数组Y;3)根据检验数数组Y 找出最小检验数;4)若最小检验数小于0,则转5),否则转10);5)利用“递归

过程”寻找闭合回路数组BH;6)根据基可行解X 和闭合回路数组BH 获取调整量;7)在闭合回路上对基可

行解进行调整;8)运用“位势法”获取检验数数组Y;9)根据检验数数组Y 找出最小检验数,转4);10)找出所

有0检验数将其行号、列号存入LD 数组;11)若0检验数的个数为0,则输出最优解X、最优值;若0检验数

的个数不为0,则随机寻找一个0检验数,以此0检验数为起点获取闭合回路数组BH,进而获取调整量并进

行调整得到并输出最优解X、最优值。

从图1可见,采用该算法不仅能将运输问题的表上作业过程全部计算机程序化,而且当循环结束时,若

存在0检验数,则多次计算可能得到不同的随机最优解。

3.3 参数设置

设计“参数”工作表,用于向算法传递必要的输入参数。对于示例1,其参数如表4所示。由于示例1的

供应量比需求量多30台,故需增加一个虚拟销地(表4最右一栏),其需求量设为30台、单位供应成本设为

0,从而将产销不平衡问题转变为产销平衡问题,产地数为4,销地数为5,g 取1000000。算法从“参数”工作

表读入参数后,m=5,n=5,g=1000000,P 如式(1)所示。

表4 参数

Table4 Parameters

各季度生产量

(产地)

各季度需求量(销地)

10 15 25 20 30

25 10.80 10.95 11.10 11.25 0

35 1000000 11.10 11.25 11.40 0

30 1000000 1000000 11.00 11.15 0

10 1000000 1000000 1000000 11.30 0

P=

10.80 10.95 11.10 11.25 0 25 25

1000000 11.10 11.25 11.40 0 35 35

1000000 1000000 11.00 11.15 0 30 30

1000000 1000000 1000000 11.30 0 10 10

10 15 25 20 30

10 15 25 20 30
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3.4 获取初始基可行解

采用“最小元素法”获取初始基可行解X,计算流程如图2所示。其中,P1的第n+2列为各产地的供应

余量,它随着供应量的分配而变化;第m+2行为各销地的需求余量,也随着供应量的分配而变化;在寻找初

始基可行解的过程中,在P1中划去某行或某列采用的方法如下:将对应行或列的单位供应成本全部置为g。

示例1得到的初始基可行解如式2)所示,对应成本为1000668万元。

X=

25

15 15 5

10 20

10 0
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ê
ê
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û
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ú
úú

。 (2)
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图2 获取初始基可行解的流程

Fig.2 Flowofgettinginitialbasicfeasiblesolution

3.5 获取检验数数组

采用“位势法”获取检验数数组Y,计算流程如图3所示。分两步进行:第一步,用 While循环求得位势向

量U、V;第二步,用双重For循环求得非基变量的检验数(基变量的检验数为“”即空值)得到检验数数组Y。

其中,第一步是关键,基本思路如下:由已知U(i)求得未知V(j),再由已知V(j)求得未知U(i),每计算一个

U(i)让计数器k2增加1,每计算一个V(j)让计数器k1增加1,如此循环,直到k2=m+1且k1=n+1时退

出 While循环。对于示例1,根据式(2)所示的初始基可行解计算得到的U 如式(3)所示、V 如式(4)所示、Y
如式(5)所示。

U= 0 0 -0.25 -0.1[ ] , (3)

V= 1000000.1 11.1 11.25 11.4 0[ ] , (4)

Y=

-999989.3 -0.15 -0.15 -0.15

-0.1 0

0.15 999989.2 0.25

999989 999988.9 0.1

é
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ù
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。 (5)

3.6 获取闭合回路数组

设初始检验数(闭合回路的起始点,通常选最小检验数为起始点,其值小于或等于0)在检验数数组Y 中

对应的行号为hh0、列号为lh0。此步的目的是从Y(hh0,lh0)为起始点,沿dr方向(设dr=1表示横向、dr=
2表示纵向)出发寻找闭合回路,最终回到Y(hh0,lh0),将得到的可行检验数(对应X 中的基变量)在检验数

数组Y 中对应的行号、列号、试探方向依次记录在闭合回路数组BH 中。由于空检验数的个数往往比最终闭

合回路数组BH 中的空检验数个数多,沿某个方向找到空检验数时可转90°方向也可不转90°方向,并且,转

方向时可顺时针转也可逆时针转,因此利用算法自动寻找闭合回路需采用“试探”方法进行。本文算法获取

闭合回路数组BH 的计算流程如图4所示。TB 为局部数组,用于存储Y 中所有空检验数所在的行号(第1
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图3 获取检验数数组的流程

Fig.3 Flowofgettingthearrayofchecknumbers

行)、列号(第2行)及试探标志(第3行);BH 为全局数组;Try为“递归过程”,通过该过程对空检验数不断进

行试探直到找到闭合回路为止,试探过程中,若空检验数可行,则将其在Y 中对应的行号、列号、试探方向加

入BH 的末尾,不论可行与不可行,都在TB 中对应位置的试探标志置为1。递归过程Try的计算流程如图5
所示,受篇幅所限,自定义函数FindNP、FindHH、TransFX不作详述。对于示例1,根据式(5)所示的检验数

数组可知最小检验数为-16.5,对应的行号、列号为4、3,得到的闭合回路数组如式(6)所示。

图4 获取闭合回路数组的流程

Fig.4 Flowofgettingtheclosedlooparray

89 重 庆 大 学 学 报                   第42卷



3.7 获取调整量及调整

用For循环依次取出闭合回路数组BH 中偶数列的前2行值(行号、列号),在基可行解X 找出对应基变

量的值,再取其最小值得到调整量th。获取调整量th 后即可对基可行解X 进行调整,方法如下:用For循环

依次取出闭合回路数组BH 中前2行值(行号、列号),对基可行解X 中对应元素值进行如下调整:第奇数个

元素减去th,第偶数个元素加上th。若减去th 后值为0的元素只有1个,则将该元素置为“”(空值),若减去

th 后值为0的元素不只1个,则从这些元素中任选1个元素将其置为“”(空值)。对于示例1,根据式(2)和

式(6)得X(1,5)=25、X(2,3)=15、X(3,4)=20、X(4,1)=10,故调整量th=10。对(2)进行调整后得到的

基可行解如式(7)所示,对应成本降为775万元。

图5 递归过程Try的流程

Fig.5 FlowoftherecursiveprocessTry

BH =
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4 应用案例

示例1利用本文算法对示例1进行多次独立求解,可以得到多个最优解,表5、6为其中2个,最低成本

为773万元,计算时间为1s左右。
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表5 最优解1

Table5 Optimalsolution1

各季度生产

量(产地)

各季度需求量(销地)

10 15 25 20 30

25 10 10 5

35 5 30

30 25 5

10 10

表6 最优解2

Table6 Optimalsolution2

各季度生产

量(产地)

各季度需求量(销地)

10 15 25 20 30

25 10 15

35 0 5 30

30 25 5

10 10

  若采用 Matlab程序和规划求解工具求解,最低成本也为773万元,得到的最优解如表7所示。

表7 用 Matlab程序或规划求解工具得到的最优解

Table7 OptimalsolutiongotbyMatlabprogramorplanningsolutiontool

各季度生产

量(产地)

各季度需求量(销地)

10 15 25 20 30

25 10 15 0 0 0

35 0 0 2 3 30

30 0 0 23 7 0

10 0 0 0 10 0

将本文算法与 Matlab程序、规划求解工具进行对比分析,结果如表8所示。从表8可见,相对于 Matlab
程序或规划求解工具来说,本文算法具有计算速度快、扩展性好、平台简单、可获得多个随机最优解的综合优

越性。
表8 对比分析

Table8 Comparativeanalysis

方法 最优解 计算时间/s 平台 扩展性

本文算法 随机最优解 1 Excel 好

Matlab程序 唯一最优解且不能区分基变量和非基变量 3 Matlab 好

规划求解工具 唯一最优解且不能区分基变量和非基变量 3 Excel 需用户更改设置

示例2 某汽车厂2018年1—6月预计的某轿车市场需求量分别是3000、3600、5200、6000、5000、4400
辆,1月份期初库存量为0。该厂在3种不同生产方案下的生产能力和相应的单位制造成本数据如表9所

示,单位产品每月存储成本为1000元。试确定该厂2018年1—6月总成本最低的产出计划[18]。

表9 生产能力及单位成本

Table9 Productioncapacityandcost

生产方式 生产能力/辆 单位制造成本/元

A正常生产 4000 20000

B加班生产 600 21000

C分包生产 1000 22000
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与示例1相似,示例2也是一个生产计划问题,由题意可将其转化为一个运输问题。由于需求量为

27200辆,供应量为(4000+600+1000)×6=33600辆,供应量比需求量多6400辆,因此需增加一个虚拟

销地(表10最右一栏),其需求量设为6400辆、单位供应成本设为0,从而构造一个产销平衡的运输问题,产
地数为18,销地数为7,g 取1000000,具体参数如表10所示。表10中,从上往下,每3个产地对应1个月

的3种不同的生产方式。

表10 参数

Table10 Parameters

各月每种生产方式

产量(产地)

各月需求量(销地)

3000 3600 5200 6000 5000 4400 6400

4000 20000 21000 22000 23000 24000 25000 0

600 21000 22000 23000 24000 25000 26000 0

1000 22000 23000 24000 25000 26000 27000 0

4000 1000000 20000 21000 22000 23000 24000 0

600 1000000 21000 22000 23000 24000 25000 0

1000 1000000 22000 23000 24000 25000 26000 0

4000 1000000 1000000 20000 21000 22000 23000 0

600 1000000 1000000 21000 22000 23000 24000 0

1000 1000000 1000000 22000 23000 24000 25000 0

4000 1000000 1000000 1000000 20000 21000 22000 0

600 1000000 1000000 1000000 21000 22000 23000 0

1000 1000000 1000000 1000000 22000 23000 24000 0

4000 1000000 1000000 1000000 1000000 20000 21000 0

600 1000000 1000000 1000000 1000000 21000 22000 0

1000 1000000 1000000 1000000 1000000 22000 23000 0

4000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 20000 0

600 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 21000 0

1000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 22000 0

利用本文算法对上述产销平衡的运输问题进行多次独立求解,也可以得到多个最优解,表11为其中一

个,最低成本为55000万元,计算时间为3s左右。

表11 最优解

Table11 Optimalsolution

各月每种生产方式

产量(产地)

各月需求量(销地)

3000 3600 5200 6000 5000 4400 6400

4000 3000 1000

600 600

1000 1000
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续表11

各月每种生产方式

产量(产地)

各月需求量(销地)

3000 3600 5200 6000 5000 4400 6400

4000 3400 600

600 200 400

1000 1000

4000 4000

600 600

1000 400 600

4000 4000

600 600

1000 1000

4000 4000

600 600

1000 400 600

4000 4000

600 400 200

1000 1000

示例3 有一份中文说明书,要翻译成英、日、德、俄4种文字,分别记作E、J、G、R,现有甲、乙、丙、丁4
人,他们将中文说明书翻译成不同语种的所明书所需时间如表12所示,每人分担1份说明书的翻译任务,试
求总时间最少的指派方案[4]。

表12 翻译时间

Table12 Translationtime        d

任务
人员

甲 乙 丙 丁

E 2 10 9 7

J 15 4 14 8

G 13 14 16 11

R 4 15 13 9

示例3是一个任务数和人员数相等、一项任务唯一指派给一人完成、每人唯一被指派一项任务的狭义指

派问题。由题意,可构造一个产销平衡的运输问题,产地数为4,销地数为4,g 取1000000,具体参数如表

13所示。
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表13 参数

Table13 Parameters

产量(产地)
需求量(销地)

1 1 1 1

1 2 10 9 7

1 15 4 14 8

1 13 14 16 11

1 4 15 13 9

利用本文算法对上述产销平衡的运输问题进行求解,得到的最优解如表14所示,最少总时间为28d,计
算时间为1s左右。

表14 最优解

Table14 Optimalsolution

产量(产地)
需求量(销地)

1 1 1 1

1 1

1 1 0

1 0 1

1 1 0

示例4 有一份中文说明书,要翻译成英、日、德、俄、法、意、韩7种文字,分别记作E、J、G、R、F、I、K,现
有甲、乙、丙、丁4人,他们将中文说明书翻译成不同语种的所明书所需时间如表15所示,甲、乙、丁分别分担

2项任务、丙分担1项任务,试求总时间最少的指派方案。

表15 翻译时间

Table15 Translatingtime        d

任务
人员

2 2 1 2

E 2 10 9 7

J 15 4 14 8

G 13 14 16 11

R 4 15 13 9

F 8 3 8 8

I 4 4 9 4

K 5 7 3 9

示例4是一个任务数和人员数不相等、一项任务唯一指派给一人完成、一人完成的任务数不一定唯一但

事先已确定[19]的一类广义指派问题。由题意,可构造一个产销平衡的运输问题,产地数为7,销地数为4,

g 取1000000,具体参数如表16所示。
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表16 参数

Table16 Parameters

产量(产地)
需求量(销地)

2 2 1 2

1 2 10 9 7

1 15 4 14 8

1 13 14 16 11

1 4 15 13 9

1 8 3 8 8

1 4 4 9 4

1 5 7 3 9

利用算法对上述产销平衡问题寻优,得到的最优解如表17所示,最少总时间为31d,计算时间为1s
左右。

表17 最优解

Table17 Optimalsolution

产量(产地)
需求量(销地)

2 2 1 2

1 1

1 1 0

1 1

1 1

1 1 0

1 0 1

1 1

5 结 语

研究提出高效的运输问题计算机寻优算法对于提高运输问题的应用面具有重要意义。本文提出的计算

机寻优算法基于表上作业原理,将初始基可行解的获取、检验数的获取、闭合回路的寻找、调整量的获取、基
可行解的调整工作全部由计算机程序完成,从而实现了运输问题计算机寻优过程的全自动化。与 Matlab程

序、规划求解工具等其他算法相比,本文算法具有计算速度快、扩展性好、平台简单、可获得多个随机最优解

的综合优越性。从理论上讲,只要能转化为产销平衡运输问题,就能利用本文寻优算法加以快速求解,如生

产计划问题、指派问题、物流问题等。
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