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摘要:针对实际工程中存在的错层框架结构如何考虑其二阶效应的设计方法问题,结合《混凝

土结构设计规范》,经理论分析及算例对比,提出了切实可行的简化设计方法。该方法较好地反映

了错层框架结构中柱子的二阶效应规律,可用于指导工程设计并为规范相关条文修订及后续研究

工作提供参考与依据。
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Abstract:Inordertosolvetheexistingproblemsinthepracticalengineeringdesignmethodinvolvingthe
second-ordereffectofstaggeredframestructure,bycombiningwithTheConcreteStructureDesignCodes
andthroughtheoreticalanalysisandtheexamplecomparison,thispaperproposedsomefeasiblemethodsto
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二阶效应是结构受力分析中通常存在的力学现象,在进行结构受力研究时,对内力和变形的影响通常不

能被忽略。二阶效应根据产生的原因分为P-Δ 效应和P-δ 效应两类[1]。
《混凝土结构设计规范》[2]在附录B中给出了规则框架结构考虑P-Δ 效应的“层增大系数法”,对于实际

工程中存在的错层框架结构,该方法不适用。基于分离杆件及等效计算长度的η-l0 法是一种源于结构稳定

理论的近似等效简化方法,它既可用于P-Δ 效应,也可用于P-δ效应的研究计算。慕遂峰[3]曾基于此方法对

钢筋混凝土错层框架结构的二阶效应进行了研究,但采用的η-l0 法存在以下不足:1)等效计算长度l0 的取

值采用基于弹性稳定理论的诺模图[4]查值法确定,未能反映杆件的真实受力与变形状态,与实际情况不符;

2)未考虑P-Δ 效应只会增大引起结构侧移的弯矩Ms,不会增大不引起结构侧移的弯矩Mns这一基本受力规



律[1]。依据已有的研究成果,以经典的η-l0 方法作为理论基础,通过大量的算例分析对错层框架结构展开研

究,文中提出了错层柱“计算楼层”的定义及错层柱基于实际约束状态下的等效计算长度系数,并为工程设计

提供了一套可靠的考虑二阶效应的计算方法。

1 错层框架结构及其二阶效应问题

错层框架结构是指在建筑中同层楼板相互错开的结构,如图1所示。当相邻楼面高差C 超过一定高度

限值时,会引起梁柱构件内力分配沿层高分布的复杂化,属于复杂建筑结构形式[5]。

图1 错层框架结构模型

Fig.1 modelofstaggeredfloorframe

以图1(b)所示的模型为分析对象,建立五层三跨错层框架结构模型,梁截面300mm×600mm,柱截面

600mm×600mm,错层高度c=1800mm,材料强度等级均为C30;竖向均布荷载设计值为q=100kN/m;
水平荷载按作用方向分为2种工况,其大小为对应结构最大弹性层间位移角达到或接近1/550时相应的设

计值。具体如图2所示。

图2 两种荷载工况示意图

Fig.2 Schematicdiagramoftwoloadconditions

文中采用大型通用有限元软件(sap2000)在上述2种荷载工况下,对模型分别进行了考虑构件刚度折减

的弹性二阶分析,构件刚度折减系数的取值按照规范[2]对柱取0.6,对梁取0.4,分析得到结构考虑二阶效应

后的弯矩分布示意,如图3所示。
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图3 两种荷载工况下的二阶弯矩分布示意图

Fig.3 Momentdiagramundertwoloadconditions

  分析发现错层框架结构受力复杂,但弯矩分布也呈现一定的规律性。当水平荷载从左向右作用时,错层

柱(B轴线所示)柱端弯矩出现在柱与其左侧梁相交的节点处;当水平荷载从右向左作用时,错层柱(B轴线所

示)柱端弯矩如图3所示,将会出现在柱与右侧梁相交的节点处。综上所述,对于错层框架结构的“计算楼

层”可定义为与水平荷载作用一侧的楼层一致,并按此计算楼层对错层柱进行内力计算和配筋设计。

图4(a)为普通规则框架柱所受弯矩及挠曲变形示意图,图4(b)、图4(c)所示2种荷载工况作用下,错层

框架结构模型中某层错层柱的弯矩及柱挠曲变形示意图。由图4可以看出,按照此方法定义错层框架中错

层柱的“计算楼层”后,错层柱均发生双曲率挠曲变形,反弯点位置为中部。错层柱中部位置由于梁端集中弯

矩MC 的作用,进一步增大了该错层柱的挠曲变形,故而错层柱的二阶效应比规则框架柱更加显著。

图4 错层柱挠曲变形示意图

Fig.4 Diagramforthedeformationofstaggeredfloorcolumn

为进一步研究二阶效应对错层框架柱受力的影响程度,按照文献[11]的方法计算了模型中各柱柱端的

弯矩增大系数ηs。计算结果见表1,M1 为弹性一阶弯矩值,M2 为考虑二阶效应后的弯矩值。从计算结果可

以看出,二阶效应对错层结构各柱柱端弯矩存在较大的影响,对大多数楼层的柱,其柱端弯矩增大系数在

1.1~1.3之间,因此,二阶效应对错层结构各柱内力的影响不容忽视。
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表1 2种荷载工况下各柱端控制截面弯矩及弯矩增大系数ηs

Table1 Themomentandthemomentmagnifierofcolunnintwokindsofloadconditions kN·m

柱号 层号
荷载工况1 荷载工况2

M1 M2 ηs M1 M2 ηs

A柱

1层 304.15 358.19 1.14 *-402.59 -456.31 1.17

2层 -38.72 -19.14 1.19 *274.58 278.97 1.03

3层 -90.19 -88.80 1.02 *267.56 280.35 1.12

4层 -113.58 -115.17 0.97 *231.45 235.10 1.05

5层 216.10 208.05 1.15 *331.50 338.25 1.11

B柱

1层 *411.39 466.97 1.14 -288.84 -332.45 1.14

2层 *297.03 325.41 1.26 268.77 289.28 1.17

3层 *-262.79 -294.39 1.20 243.54 264.44 1.21

4层 -196.76 -222.52 1.21 *212.01 227.01 1.25

5层 -249.47 -276.60 1.28 *312.38 323.02 1.18

C柱

1层 *349.63 404.75 1.16 -301.78 -354.63 1.18

2层 *-235.12 -252.55 1.08 189.79 215.34 1.12

3层 *-185.59 -199.61 1.08 146.61 178.37 1.20

4层 *-167.61 -178.10 1.07 70.02 95.28 1.28

5层 *-75.54 -81.94 1.12 73.09 93.96 1.22

D柱

1层 *361.42 419.95 1.19 -225.04 -277.78 1.19

2层 *-276.82 -292.54 1.13 99.98 93.92 1.08

3层 *-255.24 -267.70 1.12 97.26 95.69 1.03

4层 *-236.00 -241.00 1.05 136.05 138.42 0.80

5层 *-295.43 -305.01 1.36 -215.66 -211.13 1.09

  注:*所示为对柱配筋起控制作用的弯矩

2 错层框架柱基于实际约束状态下的等效计算长度系数μ 的取值

1959年,Julian[6]根据“分离杆件法”[7]将等效计算长度系数的取值直接绘制成图表(即诺模图)供查值,
之后被各国设计规范采用并一直沿用至今,例如美国规范ACI318—14[8]。然而近期的研究表明,按此假定

确定的柱子等效计算长度与实际结构中柱的受力和变形并不吻合,表现在等效计算长度系数μ 的取值较大

且差异极大。我国《高层建筑混凝土结构技术规程》[9]和《建筑抗震设计规范》[10]规定,对于框架结构,其弹性

层间位移角应满足不大于1/550的控制条件,按此控制的结构在承载能力极限状态下,柱子尚未进入整体或

局部失稳的状态,若按诺模图确定等效计算长度显然与工程状态不符。因此,求出反映柱子实际受力和约束

状态下的等效计算长度是解决错层框架结构二阶效应问题的关键。
对于实际工程中的框架柱,其端部所受的约束状态和位移状态可用2个转角约束弹簧和1个侧移约束

弹簧加以模拟代替,并将其独立出来,如图5所示。若取转角刚度为RkA、RkB,侧移刚度为Tk,则对该框架柱

可列出如下平衡方程[12]:

MA+RkAθA=0, (1)

MB+RkBθB=0, (2)

MA+MB+PΔ-TkΔL=0, (3)
式中:M 为柱端实际弯矩;P 为柱端轴力;θ为柱端转角;Δ 为框架柱的实际柱端位移;l为柱子的结构高度,
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即层高。
将考虑轴力及相对位移影响的转角位移方程[12-13]带入上式得

图5 框架柱的实际受力与变形

Fig.5 Constraintconditionofframecolumn
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其中,RkA=RkAL/EI,RkB=RkBL/EI,Tk=TkL3/EI,K= P/EI,上式可简写为

[K]{D}={0}, (5)
其中,[K]、{D}分别为刚度矩阵和位移矩阵。当框架柱处于受力临界状态时有

det|K|=0。 (6)

  求解得到最小的刚度矩阵k 值,由此得到框架柱的临界荷载Pcr=k2EI。根据欧拉临界力表达式[14]

(Pcr=π2EI/l20)有

l0=π EI
Pcr

=π EI
k2EI =

π
k
。 (7)

进而可得到等效计算长度系数μ=l0/l。
杨光磊[15]基于上述方法,首次计算出实际约束状态下的框架柱等效计算长度,并与结构屈曲分析[16]求

得的柱子等效计算长度进行了对比,证明了该方法的正确性和合理性。
喻德建[12]在杨光磊研究工作的基础上,对规则框架柱、越层柱及错层柱结构进行了基于实际工程为模

型的大量计算分析。在分析时,首先对结构进行一次考虑刚度折减的弹性二阶分析,得到真实反映每根柱考

虑二阶效应后的内力(M、P)和变形(θ、Δ);再根据式(1)~式(3)得到3个约束弹簧的刚度值RkA、RkB和Tk;
最后代入式(4)~式(7)求得该框架柱的临界荷载Pcr,进而求出反映构件实际约束状态下的等效计算长度系

数μ。
研究发现,对于框架结构,首层柱下端由于基础的嵌固作用,其等效计算长度系数μ 值的变化范围在

0.8~1.2之间;中间层柱等效计算长度系数μ 值的变化范围在0.9~1.3之间;顶层柱由于柱上端仅有节点连

接梁的约束,μ 值在0.9~1.9之间变化。考虑到实际工程应用,根据框架柱所处楼层位置及典型约束状态的

不同,结合μ 值的变化范围,文中提出了针对错层框架结构柱的计算长度系数取值方案,如表2所示。
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表2 错层框架柱的等效计算长度系数μ

Table2 Theeffectivelengthofthemultiple-layercolumn

柱所在楼层 计算长度系数

首层 1.05

中间层 1.15

顶层 1.80

3 错层框架结构考虑二阶效应的设计方法

根据文献[11]建立如图1所示的不同跨数及错层高度c的框架结构分析模型,按照表2给出的计算长

度系数取值,采用η-l0 法计算柱端弯矩M'2,并将 M'2 与采用sap2000计算的柱端二阶弯矩 M2 进行对比。

可验证文中方法的准确性。文献[11]各算例的计算结果如表3~表5所示。

表3 c=1200算例一中各柱的控制弯矩及弯矩误差

Table3 Momentandmomenterrorofeachcolumninmodel1whenc=1200 kN·m

柱号 层号 M2 M'2 误差/% 控制工况

A柱

1层 -501.27 -471.60 -5.92 工况1

2层 292.86 304.36 3.93 工况2

3层 309.31 304.42 -1.58 工况2

4层 248.04 249.07 0.42 工况2

5层 361.14 358.02 -0.87 工况2

B柱

1层 486.19 473.15 -2.68 工况1

2层 348.97 342.55 -1.84 工况1

3层 -307.18 -296.83 -3.37 工况1

4层 -238.78 -226.81 -5.01 工况1

5层 348.53 328.46 -5.76 工况2

C柱

1层 439.64 448.30 1.97 工况1

2层 -324.90 -325.32 0.13 工况1

3层 -283.43 -280.76 -0.94 工况1

4层 -269.07 -270.53 0.54 工况1

5层 -322.06 -308.99 -4.06 工况1

表4 c=1800算例二中各柱的控制弯矩及弯矩误差

Table4 Momentandmomenterrorofeachcolumninmodel2whenc=1800 kN·m

柱号 层号 M2 M'2 误差/% 控制工况

A柱

1层 -456.31 -430.41 -5.68 工况2

2层 278.97 290.42 4.11 工况2

3层 280.35 277.89 -0.88 工况2

4层 235.10 236.79 0.72 工况2

5层 338.25 335.25 -0.89 工况2
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续表4

柱号 层号 M2 M'2 误差/% 控制工况

B柱

1层 466.97 457.32 -2.07 工况1

2层 325.41 317.90 -2.31 工况1

3层 -294.39 -287.08 -2.48 工况1

4层 227.01 218.00 -3.97 工况2

5层 323.02 315.98 -2.18 工况2

C柱

1层 404.75 446.32 9.31 工况1

2层 -252.55 -260.73 3.14 工况1

3层 -199.61 -210.57 5.20 工况1

4层 -178.10 -191.76 7.67 工况1

5层 98.96 105.99 7.10 工况2

D柱

1层 419.95 421.58 0.39 工况1

2层 -292.54 -290.77 -0.61 工况1

3层 -267.70 -264.61 -1.15 工况1

4层 -241.00 -242.98 0.82 工况1

5层 -305.01 -297.14 -2.58 工况1

表5 c=2100算例三中各柱的控制弯矩及弯矩误差

Table5 Momentandmomenterrorofeachcolumninmodel3whenc=2100 kN·m

柱号 层号 M2 M'2 误差/% 控制工况

A柱

1层 -539.68 -504.30 -6.56 工况2

2层 309.28 320.01 3.47 工况2

3层 297.82 293.89 -1.32 工况2

4层 253.46 253.64 0.07 工况2

5层 346.50 342.65 -1.11 工况2

B柱

1层 483.53 530.76 8.90 工况1

2层 -322.11 -333.46 3.52 工况1

3层 -307.11 -297.31 -3.19 工况1

4层 -237.31 -227.49 -4.14 工况1

5层 322.59 313.42 -2.84 工况2

C柱

1层 -424.09 -467.81 9.34 工况2
2层 245.06 262.90 7.28 工况2
3层 201.18 214.13 6.44 工况2
4层 121.37 130.88 7.83 工况2
5层 93.29 99.16 5.92 工况2

D柱

1层 -427.30 -470.48 9.18 工况2

2层 251.12 272.99 8.71 工况2

3层 201.16 205.00 1.91 工况2

4层 116.11 117.27 1.00 工况2

5层 109.54 120.51 9.10 工况2
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续表5

柱号 层号 M2 M'2 误差/% 控制工况

E柱

1层 426.42 433.43 1.64 工况1

2层 -286.91 -283.03 -1.35 工况1

3层 -262.50 -259.07 -1.31 工况1

4层 -232.96 -235.46 1.07 工况1

5层 -299.35 -290.71 -2.89 工况1

从表3~表5可以看出,对于各柱的控制截面,采用η-l0 法计算出的二阶弯矩M'2,与考虑构件开裂对刚

度影响的有限元分析方法得到的精确内力M2 相比,其误差较小且一般不超过10%。这一方面说明了计算

长度系数μ 的取值较合理,同时也验证了采用η-l0 法计算错层框架结构柱二阶效应的可行性和准确性,为解

决此类工程设计问题提供了简便可靠的方法。研究表明,从算例1到算例3,随着跨数的不断增加,当错层部

分占整个框架结构的比重越来越小时,其二阶效应的变化规律会越来越接近规则框架结构。
综上所述,错层框架结构中各柱弯矩值计算,在考虑P-Δ 效应的控制截面弯矩可按以下η-l0 方法进行

计算:

M2=Mns +ηsMs ≥M1。 (8)

ηs =1+
1

1400(M1/N +ea)/h0

μl
h

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

ζ1ζ2。 (9)

ζ1=
0.5fcA

N
。 (10)

ζ2=1.15-0.01μ
l
h
。 (11)

  若错层框架中各柱按现行混凝土规范[2]第6.2.3条验算后,需要考虑P-δ效应对其受力状态的影响时,
应按照现行规范6.2.4条的规定方法考虑P-δ效应后的截面弯矩设计值[17]。

4 结 论

1)提出了错层框架结构计算楼层的定义;对于错层结构中的错层柱,其柱长取与水平荷载作用一侧的楼

层层高一致,即按计算楼层层高进行取值,并按此对错层柱进行通长配筋设计;

2)提出了错层框架结构柱在实际受力及约束状态下等效计算长度系数μ 的取值方法,并验证了该方法

的合理性;

3)验证了错层框架结构柱采用η-l0 法考虑其二阶效应的影响,具有较高的可行性和准确性,弥补了混凝

土现行规范无法简便计算错层结构二阶效应的问题,为后续研究工作提供了重要的参考依据。
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