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摘要:针对刚性基底上不可压缩弹性薄膜的轴对称球形压痕问题,采用了一种基于Kerr模型

的简单解析求解方法。在该方法中,薄膜上表面的接触压强与位移为线性微分关系。之后利用贝

蒂互等定理,求解了该问题的高阶渐近解,推导了接触力、压痕深度和接触半径之间的显式关系。
当忽略高阶项时,得出的高阶渐近解与现有研究中的低阶解相同。此外还建立了有限元模型来验

证渐近解的精度。结果显示,与已有的低阶渐近解相比,高阶渐近解与现有的数值计算结果和有限

元分析结果吻合得更好。
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problemofincompressibleelasticthinfilm
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Abstract:Inordertosolvetheproblemofaxisymmetricindentationofanincompressibleelasticfilmona
rigidsubstrate,asimpleanalyticalmethodbasedonKerr-modelisderived,inwhichthedifferential
relationbetweenthecontactpressureandthedisplacementofthefilm’suppersurfaceisestablished.Then,

thehigh-orderasymptoticsolutiontotheproblemissolvedbyusingBetti’sreciprocaltheoremandthe
explicitrelationbetweencontactpressure,indentationdepthandcontactradiusisbuilt.Whenthehigh-
ordertermisignored,thepresentasymptoticsolutionisthesameastheexistinglow-ordersolution.In
addition,afiniteelementmodelisestablishedtoverifytheaccuracyoftheasymptoticsolution.Theresult
showsthat,comparedwiththeexistinglow-orderasymptoticsolutions,thehigher-orderasymptotic
solutionagreesbetterwiththeexistingnumericalresultsandthenewlydevelopednumericalsimulation
results.
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在现代生活生产中,不可压缩材料诸如凝胶[1]、橡胶[2-3]、生物组织[4]等,扮演着越来越重要的角色。虽

然在大变形条件下上述材料的本构关系复杂,但是在小变形条件下,仍可将其视为线弹性材料[5]。合理利用

不可压缩材料的前提是了解其力学性能,如杨氏弹性模量,硬度等,而且在超弹性模型[6]、黏弹性模型[7]中,

杨氏弹性模量等也是至关重要的材料弹性常数。目前测量材料杨氏弹性模量的方法主要可归结为2种,即
静态法(拉伸法、压痕法等)与动态法(共振法、超声法等)。由于压痕法[8]的测量结果较为精确且测量过程简

单,研究者通常通过开展压痕分析来得到不可压缩材料的力学性能;如Zisis等[9]利用改进的压痕法得到不

可压缩超弹性材料的材料性能,Feng等[10]利用压痕法结合有限元分析估计了不可压缩蛋白质组织的材料

参数。

在进行材料的压痕分析时,接触半径与薄膜厚度之比直接影响着计算结果,例如接触力与压痕深度,接
触半径之间的关系。当薄膜较厚时,研究者往往应用赫兹接触模型进行压痕分析,如Dimitriadis等[11]利用

校正了的赫兹模型计算了材料的杨氏弹性模量。但是当薄膜厚度小于接触半径时,赫兹模型便不再适用。

于是Greenwood等[12]采用积分和级数展开相结合的方法研究分析了刚性圆柱与弹性薄膜的压痕问题;

Delavoipière等[13]研究了水凝胶在其压痕试验中的压痕深度与弹性薄膜厚度、压痕半径的关系;Yang[14]和

Chadwick[15]给出了不可压缩弹性薄膜压痕问题的低阶渐近解。相对传统的线弹性求解手段而言,引入Kerr
模型中的微分关系可以简化计算,如Ru[16]曾利用Kerr模型[17-19]解析分析了薄膜的褶皱问题。在本文中,将
利用Kerr模型对不可压缩薄膜的球形压痕问题进行解析分析,推导问题的高阶渐近解,建立接触力、压痕深

度以及接触半径之间的显式联系。

1 薄膜上表面接触压强p(r)与位移w(r)

有一厚度为h 的各向同性线弹性薄膜,底面粘结在刚性基底上,将半径为R 的球形刚性压头压入弹性

薄膜中,压痕深度为δ,接触半径为a(如图1所示),该种压痕问题相对于z轴是轴对称的。

图1 不可压缩弹性薄膜的球形压痕问题

Fig.1 Sphericalindentationofanincompressibleelasticthinfilm

假定压头与弹性薄膜之间无摩擦力作用,且R≫a≫h。在接触区边界处,由于材料凸起[19],薄膜的上表

面位移有可能与压力方向相反。Kerr给出了薄膜上表面接触压强p(r)与位移w(r)之间的微分关系[16]。
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式中:r是点到接触中心的距离;E 是薄膜的杨氏弹性模量;ν为不可压缩薄膜的泊松比,大小为0.5。
在接触区内(r≤a),w(r)可通过图1中的几何关系得出,是接触半径a 和压痕深度δ 的函数。结合表

面压强p(r)在接触区边界r=a 处的连续性条件,p(r)可根据等式(1)求出。另一方面,在接触区外(r≥
a),薄膜上表面压强p(r)处处为零,根据w(r)在r=a 处的连续性条件,w(r)可根据等式(1)求出。之后利
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用Betti互等定理得到a 和δ之间的关系。最后根据力的平衡得出接触力F 与接触半径a、压痕深度δ之间

的关系。

1.1 接触区内的压强p(r)
在接触区内(h≪a≪R),薄膜上表面位移w(r)可表示为

w=δ+ R2-r2 -R ≈δ-
r2

2R
,r≤a。 (3)

对于不可压缩薄膜(ν=0.5),从式(2)中可以看到B1=0。因此将式(3)代入式(1)中得到
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因为在r=a 处,压强p(r)=0,代入式(5)得

c1=-c2a2-c3a4。 (7)

1.2 接触区外的位移w(r)
接触区外,薄膜上表面接触压强p(r)为0,等式(1)即为
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式中:K0 为第二类零阶的修正贝塞尔函数;d1 和d2 是2个实常数,可由w(r)及其斜率在r=a 处的连续性

条件求出。
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K1 为第二类一阶的修正贝塞尔函数。当h≪a,
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从式(10)(11),得出
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2 计算结果

2.1 接触半径a与压痕深度δ的关系

假设在薄膜上施加均匀的压力P0,由式(1)可得薄膜上表面位移w(r)为0,因此,根据贝蒂互等定理

可得
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由式(13)看到线弹性不可压缩薄膜在当前球形压痕问题中,体积变化量为零。将式(3)和式(9)代入到式

(13)中得
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根据式(16)可得接触半径a 与压痕深度δ之间的三阶渐近关系
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(17)

  据笔者所知,目前关于不可压缩弹性薄膜的高阶关系研究的还很少,在本文的结论中,若忽略α,β项,则
“a δ”关系(式(17))可退化为已有的渐近结果[15]。

此外,为了验证所得的高阶渐近解的精度,建立了轴对称有限元模型。在有限元模型中,压头为刚性材

料,半径为8mm,不可压缩弹性薄膜厚度为5μm,半径为2mm。对压头施加垂直向下的位移,在薄膜的下

表面,所有方向上的位移设置为零。模型中应用了160000个0.25μm×0.25μm 的轴对称混合单元

(CAX4RH)。球形压痕轴对称有限元几何模型如图2所示。

图2 球形压痕问题轴对称有限元几何模型

Fig.2 Theaxisymmetricfiniteelementgeometricmodelofsphericalindentationtest
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图3反映了压痕深度δ与接触半径a 的关系,与现有的低阶渐近解[15]相比,本文的高阶解更加接近已有

的数值解[21]与新开展的有限元分析结果。当a/h 大于3时,材料凸起现象出现。和新开展的有限元分析结

果相比,本文的高阶渐近解相对误差在10%以内,精度比现有低阶渐近解高。

图3 压痕深度δ与接触半径a的关系

Fig.3 Therelationbetweenindentationdepthδandcontactradiusa

2.2 接触力F 与接触半径a的关系

最后,根据垂直方向上的力的平衡,可以求解接触力F
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由式(6)(7)(17)和(19)可得不可压缩弹性薄膜的“F a”关系
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  “F a”关系(式(20))在忽略高阶项后可退化为现有的低阶渐近解[15]。图4反映了接触力F 与接触半

径a 的关系。当接触半径与压痕深度之比a/h 较小时,本文的高阶解精度显著高于现有渐近解;随着比值的

增加,两种解的精度均在提高,但本文的高阶精度始终高于现有渐近解,更加接近已有的数值解[21]与有限元

分析结果。

图4 接触力F 与接触半径a的关系

Fig.4 TherelationbetweencontactforceFandcontactradiusa
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2.3 接触力F 与压痕深度δ的关系

由式(17)(20)得
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笔者所提出的高阶“F δ”关系(21)在忽略高阶项后与已有渐近解一致[15]。将基于Kerr模型微分关系(1)
得到的显式公式(21)与现有的低阶渐近解[15]以及本文中所开展的有限元结果进行了比较。图5反映了接触

力F 与压痕深度δ的关系。通过对比发现,本文的高阶解比现有的低阶解更加贴近有限元分析结果,且随着

压痕深度与膜厚之比δ/h 的增大,本文的高阶解误差会越来越小。

图5 接触力F 与压痕深度δ的关系

Fig.5 RelationshipbetweencontactforceFandindentationdepthδ

3 结 论

利用Kerr模型推导了不可压缩弹性薄膜球形压痕问题的高阶渐近解析解。应用贝蒂互等定理,得到了

接触力、压痕深度和接触半径之间的显式关系。本项工作的主要结论概述如下。

1)与已有的低阶渐近解相比,本文的高阶渐近解与已有的数值结果和新开展的有限元分析结果更为接

近,精度更高。

2)当接触半径与膜厚之比较小时,本文的高阶解比现有低阶解明显更加接近数值解和有限元分析结果;
随着接触半径与膜厚的比值的增大,两种解的精度均在提高。值得一提的是,本文的高阶解精度始终高于现

有的低阶解,当接触半径与膜厚的比值大于3后,材料凸起现象出现,本文的高阶解精度可稳定在10%以内。

3)随着压痕深度与膜厚之比的增大,本文中得出的接触力与压痕深度的关系的精度随之而增大。
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