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摘要:采用离散频谱分析的快速检测电网信号中存在的间谐波时,离散傅里叶变换(DFT)后的

负频率频谱泄露干扰会降低检测精度。为有效消除负频率频谱泄露干扰,建立了含有负频率分量

的频谱解析表达式,推导出基于最大旁瓣衰减窗的改进三谱线插值DFT,以实现间谐波的快速高精

度检测。对新算法进行系统误差和噪声灵敏度分析,仿真结果表明新算法不仅能够有效消除负频

率频谱泄露干扰,对加性白噪声也具有很强的鲁棒性;而且在被测间谐波低于1个频率分辨率时,
新算法也能够达到很高的检测精度。
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Abstract:Whenthereareinter-harmonicsinthegridsignal,thefastdetectionusingdiscretespectrum
analysiscausestheaccuracytodecreaseduetothenegativefrequencyspectrumleakageinterferenceafter
thediscreteFouriertransform(DFT).Inordertoeffectivelyeliminatethenegativefrequencyspectrum
leakageinterference,theanalyticalexpressionofthespectrumcontainingthenegativefrequencycomponent
isestablished,andtheimprovedthree-lineinterpolationDFTbasedonthemaximumside-lobeattenuation
windowisderivedtorealizethefastandhigh-precisiondetectionofinter-harmonics.Thesystematicerror
andnoisesensitivityofthenewalgorithmareanalyzed.Thesimulationresultsshowthatthenewalgorithm
cannotonlyeffectivelyeliminatethenegativefrequencyspectrumleakageinterference,butalsohasstrong
robustnesstoadditivewhitenoise.Whentheinter-harmonicsarelowerthanonefrequencyresolution,the
newalgorithmcanstillachievehighdetectionaccuracy.
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间谐波作为评定电能质量的一项参数指标,其检测的准确性将直接影响评定结果[1]。间谐波的小振幅

和引起的信号周期变化,使得基于离散傅里叶变换DFT(discreteFouriertransform)的精确分析和检测相对

困难,根本原因在于DFT对非同步采样的高敏感度[2]。

国际标准IEC61000中采用10个工频周波进行间谐波测量,算法核心在于信号DFT后所对应的间谐

波频谱“群”及“子群”划分,但无法就频率分量参数(频率、相位)进行测量。特别是在对间谐波进行非同步采

样时,未就加Hanning窗DFT的检测算法进行深入阐述和探讨[3]。

为消除非同步情况下DFT存在的频谱泄露和栅栏效应,常采用加对称余弦窗的DFT频谱插值算法。
一方面采用长时间窗口以获取更高的频率分辨率,降低其他频率分量的旁瓣衰减分量干扰,但显然增加了算

法计算成本,且长时间窗口容易包含多个分段动态间谐波,使得测量结果出现偏差;另一方面采用旁瓣快速

衰减的时间窗加权,以降低频谱泄露分量对插值算法的影响,但主瓣宽度的增加限制了其在短时间窗口内的

应用,特别是在间谐波接近直流及各谐波分量时,相对低频的间谐波负频率频谱干扰使得插值算法存在较大

误差[4-10]。

上述问题已引起了学术界的广泛关注,相继提出了多种插值算法。文献[11]在考虑负频率频谱干扰前

提下,提出了基于相位差的测量算法,但明显无法满足短时采样窗口设定;文献[12]提出了三复谱线插值的

矩阵解析算法,文献[13]进一步将其扩展应用于电力频率参数估计,并给出了最大旁瓣衰减窗下的通用解析

式;文献[10]基于此思想并根据间谐波位置的不同,给出了3种基波同步采用下间谐波快速检测算法的解析

式;对于直流分量存在时,上述插值算法的解析过程依然适应,文献[14]仿真结果显示,对照IEC三点和四点

拟合方法,新算法在幅值和相位校正估计上具有更高的精度。
为在利用DFT进行间谐波快速检测时获得更为准确的检测结果,我们根据最大旁瓣衰减窗频谱特性,

采用改进三谱线插值算法减少负频率频谱泄露分量的干扰,进而在参考IEC标准的特定信号周期截断条件

下,实现低频及超低频间谐波的快速高精度检测。

1 计及负频率插值DFT

1.1 通用加最大旁瓣衰减窗下DFT
考虑单个间谐波离散采样信号实数序列为:

s(n)=Aincos(2π
λin
Nn+θin),n=0,1,…,N -1。 (1)

式中:N 为时域采样点数;Ain和θin分别为对应信号幅值和相位;归一化频率λin与频率分辨率Δf 满足λin=
NΔf;采样频率fS 与频率分辨率满足Δf=fS/N。在非同步采样情况下,归一化频率满足λin=kin+δ,kin
为整数,分数部分δ的取值范围为[-0.5,0.5)。在进行加最大旁瓣衰减窗DFT后,对应于峰值谱线的离散

频谱为:

S(kin)=
Ain

2e
jθinW(-δ)+

Ain

2e
-jθinW(2kin+δ)。 (2)

在采样点数满足N≫1且N≫|δ|时,H 项的最大旁瓣衰减窗频谱W 近似为[7]:

W
︿
(δ)≈

Nsin(πδ)
22H-2π

e-jπδ (2H -2)!

δ∏
H-1

h=1

(h2-δ2)
。 (3)

  从峰值谱线的离散频谱表达式(2)明显看出,对应正频率范围的峰值谱线包含有来自负频率分量的加权

旁瓣衰减分量,即对正频率的频谱来说为泄露干扰。根据窗函数频谱特性还可知,当整数kin→0时,泄露分

量逐渐增大,且在分数部分|δ|=0.5时,此分量相对最大。理想情况下,即不存在负频率频谱泄露,式(2)中
第2部分为零,则利用峰值谱线与其临近谱线的频谱线性比例[7]可得到分数部分δ的估计如下:

Rideal=
S(kin±1)
S(kin) ≈

W
︿
(-δ±1)

W
︿
(-δ)

=
H -1±δ
H ∓δ

; (4a)
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δ
︿
=±

HRideal-H +1
Rideal+1

。 (4b)

1.2 双谱线插值DFT
若考虑负频率的频谱泄露干扰,即将式(3)带入式(2),稍作变换可得:

S(kin)=
Ain

2e
j(θin+πδ) W

︿
(-δ)+

Ain

2e
-j(θin+πδ) W

︿
(2kin+δ), (5)

式中 W
︿

为实数。则对应离散峰值谱线频谱S(kin)可拆分为实部和虚部,分别为:

Sre(kin)=
Ain

2cos
(θin+πδ)(W

︿
(-δ)+ W

︿
(2kin+δ)); (6a)

Sim(kin)=
Ain

2sin
(θin+πδ)(W

︿
(-δ)- W

︿
(2kin+δ))。 (6b)

  同理,对应次峰值谱线也具有如上所示的实部和虚部分解,即:

Sre(kin±1)=
Ain

2cos
(θin+πδ)(W

︿
(-δ±1)+ W

︿
(2kin+δ±1)); (7a)

Sim(kin±1)=
Ain

2sin
(θin+πδ)(W

︿
(-δ±1)- W

︿
(2kin+δ±1))。 (7b)

  为消去幅值和相位分量,将对应谱线的频谱实部和虚部分别相比,比例分别为:

Rre=
Sre(kin±1)
Sre(kin) =

W
︿
(-δ±1)+ W

︿
(2kin+δ±1)

W
︿
(-δ)+ W

︿
(2kin+δ)

; (8a)

Rim=
Sim(kin±1)
Sim(kin) =

W
︿
(-δ±1)- W

︿
(2kin+δ±1)

W
︿
(-δ)- W

︿
(2kin+δ)

。 (8b)

  对比式(8)和式(4a),若来自负频率分量的加权旁瓣衰减分量(W
︿
(2kin+δ)和 W

︿
(2kin+δ±1))量级

相对主瓣分量(W
︿
(-δ)和 W

︿
(-δ±1))较小可以忽略,则任意采用实部和虚部的线性比例都可以求解

得到分数部分δ的近似估计;反之,这种近似估计误差将会急剧增大。
为此,文献[15]提出了多种近似校正估计的计算方法,如式(9)所示,分别对应为算术均值、几何平均值、

调和平均值和二次均值。仿真结果表明其中效果最好的是调和平均值R
︿

est3
[16],但在被测频率较低时(特别

是当其接近一个频率分辨率时),校正估计结果的精度仍不够理想,因而有必要进一步改善低频及超低频校

正的准确度。

R
︿

est1=
Rre+Rim

2
;

R
︿

est2= RreRim;

R
︿

est3=
2

1/Rre+1/Rim
;

R
︿

est4=
R2
re+R2

im

2
。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(9)

2 改进三谱线插值DFT

2.1 频率校正

为进一步提高基于插值DFT的低频率检测精度,考虑先进行如式(4b)的计算,然后再对实部和虚部的

估计进行式(9)的多种平均计算。与前述两谱线的插值方法不同,首先采用广义的三谱线复数插值算法,即:

R3i=
S(kin+1)-S(kin-1)

S(kin+1)-2S(kin)+S(kin-1)
。 (10)

  利用式(4)中频谱线性比例关系,上式可化简为:

25 重 庆 大 学 学 报                   第43卷



R3i=
δ3i-2Hδ3i
2δ23i-H

。 (11)

  进一步求解得到δ3i,其对应实部和虚部的分数部分分别为:

δ3i_re=Re
(1-2H)± (1-2H)2+8HR2

3i

4R3i

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
;

δ3i_im=Im
(1-2H)± (1-2H)2+8HR2

3i

4R3i

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(12)

式(12)中正负号选取仅根据δ的取值范围即可决定,即选择满足 δ3i ≤0.5的值。对应实部和虚部的归一

化频率分别为:λre=k±δ3i_re,λim=kim±δ3i_im。进而采用式(9)的均值算法进一步减小近似误差,即:

λ
︿
est1=

λre+λim
2

;

λ
︿
est2= λreλim;

λ
︿
est3=

2
1/λre+1/λim

;

λ
︿
est4=

λ2re+λ2im
2

。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(13)

  上述几种计算方法准确度的比较见图1。其中,所加窗函数为2阶的最大旁瓣衰减窗(Hanning窗)信号

频率范围为[1.5,5.0]Hz,信号相位则以步长0.02π在[0,π)范围内变化,取误差最大时的估计结果。

图1 随频率变化的相对误差

Fig.1 Relativeerrorwithfrequency

从上图可看出,与文献[15]中的结果不同,此处效果最好的是几何平均值,其误差最大不超过10-12;且
值得特别注意的是被测频率处于k+0.5时频谱泄露最大,而基于几何平均值算法却能够将误差降低到与整

周期采用时的同一水平。进一步对比不同时间窗函数下的校正精度,分别取 H=3和 H=4(窗函数对应参

数如表1所示),得到对应频率的校正相对误差结果如图2所示。
表1 最大旁瓣衰减窗系数

Table1 Thecoefficientsofmaximumsidelobedecaywindow

H a0 a1 a2 a3

3 3/8 4/8 1/8

4 10/32 15/32 6/32 1/32
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图2 不同时间窗下误差比对

Fig.2 Errorcomparisonunderdifferentwindows

上图进一步说明了改进三谱线DFT插值算法在不同窗函数下的可适应性,且高阶窗函数更快速的旁瓣

衰减性能使得在Hanning窗下的局部峰值误差得到进一步降低,其最大误差基本不超过10-13。

2.2 幅值和相位校正

为求得幅值和相位,利用三角变换将式(6)的局部峰值谱线频谱改写为:

Sre(kin)=
Ain

2cos
(θin)cos(πδ)(W

︿
(-δ)+ W

︿
(2kin+δ))-

Ain

2sin
(θin)sin(πδ)(W

︿
(-δ)+ W

︿
(2kin+δ));

Sim(kin)=
Ain

2sin
(θin)cos(πδ)(W

︿
(-δ)- W

︿
(2kin+δ))+

Ain

2cos
(θin)sin(πδ)(W

︿
(-δ)- W

︿
(2kin+δ))。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(14)

  令
Ain

2cos
(θin)=x,

Ain

2sin
(θin)=y,以矩阵形式将上式改写为:

b1-b2
b3 b4

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

x

y

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

Sre(kin)

Sim(kin)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。 (15)

其中系数矩阵对应的参数分别为:

b1=cos(πδ)(W
︿
(-δ)+ W

︿
(2kin+δ));

b2=sin(πδ)(W
︿
(-δ)+ W

︿
(2kin+δ));

b3=sin(πδ)(W
︿
(-δ)- W

︿
(2kin+δ));

b4=cos(πδ)(W
︿
(-δ)- W

︿
(2kin+δ))。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(16)

  采用最小二乘法可求解得到式(15)中的x 和y,即:

x

y

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

b1-b2
b3 b4

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T b1-b2
b3 b4

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ }-1

b1-b2
b3 b4

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Sre(kin)

Sim(kin)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。 (17)

进而得到幅值和相位的校正估计,分别为:
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Ain=2 x2+y2,θin=arctan
y
x
。 (18)

  值得注意的是:1)若求解频率偏移分量,式(16)中窗函数频谱应采用准确的理论表达式,而非式(3)中的

近似表达式;2)在考虑白噪声的谱干扰情况下,若需要提高最小二乘法精度,可采用多谱线构成上述类似方

程组进行求解,即扩展对应式(15)中左右参数矩阵。

3 仿真分析

为验证算法对间谐波的检测性能,且考虑实际工况运行下噪声干扰,采用3个数字仿真进行分析。第1
个为不同信噪比情况下的单频间谐波参数检测,第2和第3个将提出的改进方法与IEC及IEEE标准方法

进行比对。

3.1 噪声对单一低频间谐波检测算法的性能影响

为评估算法对噪声的敏感度,测试存在白噪声情况下信号频率估计的准确度,以确定该方法相对于

Cramer-Rao下界(fCRB)的统计特性。首先通过经验均方根误差(empiricalrootmeansquareerror,用eRMSE

表示)确定估计方差,其定义为:

eRMSE(υ)=
1
K􀰐

K

k=1

(υ︿-υ)2。 (19)

式中:υ︿和υ分别为估计值和真实值,此处对应频率、幅值及相位;K 为随机噪声下最大仿真次数,设置为

106;采样点数设置为1024;采样频率为1024Hz;相位及频率变化步长均与图1保持一致,窗函数为2阶

Hanning窗。则信噪比分别在80,50,20dB时的频率估计最大eRMSE如图3所示。

图3 不同信噪比下的频率估计eRMSE

Fig.3 FrequencyestimationeRMSEatdifferentsignaltonoiseratios

进一步根据采样频率及信噪比RSNR得到频率估计的Cramer-Rao下界[17]:

fCRB(υ
︿)=

3f2
S

π2RSNR(N3-N)
。 (20)

此处测试信噪比以步长5dB在20~80dB间逐渐变化,相位随机变化区间为[0,π),被测频率分别在1.5,

2.5,3.5,4.5Hz时的eRMSE与fCRB如图4所示。
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图4 算法抗噪统计特性

Fig.4 Anti-noisestatisticalcharacteristicsofthealgorithm

  从图3看出,算法在低信噪比下依然能够稳定运行,且随着信噪比逐渐升高,负频率频谱泄露分量成为

干扰的主要分量,因而算法的负频谱泄露抑制原理使得校正准确度逐步提升;而图4进一步表明,随着被测

频率逐渐增大,在其旁瓣泄露(f=(k+0.5)Δf)最大情形下依然能够逐渐逼近fCRB,即算法对噪声抑制具有

一致性。作为对比,图4中黑色虚线表示的为文献[15]算法的eRMSE,明显在信噪比大于55dB时(此时干扰

的主要分量为负频率频谱泄露分量)变得相对平坦,揭示对负频率频谱泄露分量的抑制性能已无明显提升。
通过上述仿真表明,改进算法在噪声条件下比其原始算法更具鲁棒性。

3.2 与IEC间谐波检测比较

IEC61000以10个工频周波作为间谐波测量的信号截断长度,频率分辨率为5Hz,其对应测量误差限

为±5%[10],间谐波计算公式分为基波同步和非同步,分别为:

Y2
ig=􀰐

N-1

k=1
Y2

C,(N×m)+k;

Y2
isg=􀰐

N-2

k=2
Y2

C,(N×m)+k。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(21)

式中:N 为截断周期,m 为谐波次数,YC 为对应谱线的有效值,Yig和Yisg为间谐波谱线“群”及“子群”对应的

有效值。
设置低频间谐波的归一化频率在[1.5,8.0]Δf 范围内以步长0.01Δf 逐渐变化,相位随机变化区间为

[0,π),则在60dB信噪比下IEC算法与本研究中改进算法的间谐波幅值检测相对误差如图5所示。图中的

相对误差取相位变化范围内的误差最大值,此处仅进行单次随机噪声下的性能比较。

图5 60dB下幅值相对估计误差

Fig.5 Relativeerrorofamplitudeestimationat60dB
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IEC谱线群算法在被测间谐波频率变化时误差波动较大;而我们的算法的误差基本稳定在0.0010%以

下。出现的局部极大值误差是单次噪声的随机性造成的;此处幅值校正估计误差明显由频率校正精度确定,
因而若提高信噪比,则幅值相对误差将进一步提高。

3.3 与IEEE三参量拟合比较

IEC61000给出的间谐波检测公式(21)仅能给出幅值信息;而对于相位检测,此处以IEEE1057三参量

拟合算法作为本研究的算法相位校正的参考。假设间谐波频率已知,则IEEE1057采用最小二乘拟合方式

得到幅值及相位估计,即:

Acos

Asin

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú= (ITI)-1I[ ]

s(0)
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s(N -1)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

。 (22)

式中:系数矩阵I的基本量由cos(2πf
︿
n/N)及sin(2πf

︿
n/N)构成,如式(23)所示。
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  对比式(22)和(15),IEEE1057需要解析的方程为Ψ→N×2A
→
2×1=b

→
N×1,而采用本研究的频域拟合方式则

只需要解析Ψ→2×2A
→
2×1=b

→
2×1,明显大大降低了解析过程中求伪逆矩阵的计算量。此处仍以3.2节中的信号

作为被测信号,相位固定在π/7,采用IEEE及本研究的改进算法进行相位校正估计,结果如图6所示。

图6 60dB下相位相对估计误差

Fig.6 Relativeerrorofphaseestimationat60dB

从上图看出,本研究的改进算法在采用三离散谱线拟合的情况下,仍能够达到与IEEE采用N 点拟合同

样的精度。

3.4 与实验结果比较

为测试算法在实际电力信号检测中的性能,此处采用0.02级三相交直流仪表检定输出高精度电压功率

信号,其频率以步长0.1Hz依次设定为34.1~34.5Hz,幅值有效值为5V。利用采样频率高达100kHz的

IOtech进行离散信号采样。为验证算法性能,凸显算法对快速傅里叶变换(fastFouriertransform,FFT)后
负频率泄漏分量干扰抑制能力,随机截取其中5000采样点数据,如图7(a)所示。采用改进算法分别进行

1000次独立频率估计,根据式(19)得到各频率点下平均误差如图7(b)所示。从结果可以看出,实测信号下

算法频率估计结果统计误差在0.0003%以下,与前述理论仿真及统计结果一致。
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图7 实验信号及分析结果

Fig.7 Experimentalsignalandanalysisresults

4 结 论

1)以信号加窗的DFT频谱分解为出发点,从谱线构成上剖析了负频率频谱泄露对插值校正的影响,进
而在最大旁瓣衰减窗的频谱特性下,提出了抑制负频率频谱干扰的改进三谱线插值DFT算法,该算法适用

于任意阶的最大旁瓣衰减窗。

2)针对噪声干扰对谱线插值精度的影响,改进算法较原始算法在一定信噪比范围内精度有明显提升,进
而可有效提高频率校正的精度,为后续幅值和相位估计校正奠定基础。

3)将改进插值算法用于低频间谐波检测,并与IEC间谐波检测方法的幅值精度、IEEE三参量拟合算法

的相位精度比较,结果显示改进算法的幅值精度较IEC算法有大幅度提升,相位精度与IEEE三参量拟合算

法基本一致,但计算速度明显提升,因此具有很高的实际工程应用价值。
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