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摘要:指出了传统的波动理论存在的一些局限性和不足。给出了修正弹性应力波理论的建立

推导过程。完成了波动方程从张量状态到柱坐标系下的转换过程,得到了柱坐标系下的波动方程。
建立了波动变量在加载面上与载荷及速度的关系,应力波在自由面上发生反射时边界条件对波动

变量的影响。通过使用 Matlab编程计算了应力波在几何模型为z 方向无限长的空心圆柱结构中

的传播过程以及应力波在遇到边界时的反射情况。计算结果显示了应力波随时间在结构中的传播

方式,应力波在加载面上会产生2个波,即体积波和形变波,遇到边界后会反射出2个波。同时体

积波和形变波的第一部分复合在一起形成一个复合脉冲以相同的波速运动。
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Wavetheoryofmodifiedelasticityundercolumncoordinate
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Abstract:Inthispaper,someboundednessesandinadequaciesofthetraditionalfluctuationtheorywere
pointedout.Thentheestablishmentandderivationprocessofamodifiedelasticwavetheorywasgiven.The
conversionprocessofwaveequationfromtensorstatetocolumncoordinatesystemwascompletedandthe
waveequationundercolumncoordinatesystem wasobtained.Therelationshipbetweenthefluctuation
variablesandtheloadandvelocityontheloadingsurfacewasestablished,revealingtheinfluenceofthe
boundaryconditiononthefluctuationvariableswhenthestresswavereflectionoccurredonthefree
surface.ByusingMatlabprogramming,propagationprocessofthestresswavewascalculatedinthehollow
cylindricalstructurewithaninfinitelengthinthezdirectionofthegeometricmodelandsowasits
reflectionwhenencounteringwiththeboundary.Thecalculationresultsshowedthepropagationprocessof
stresswaveinthestructurewithtime,duringwhichthestresswavewouldproducetwowavesonthe
loadingsurface,namelythevolumewaveandthedeformationwave,andfourwaveswouldbereflected
whenencounteringtheboundary.Atthesametime,thevolumewaveandthefirstpartofthedeformation
wavewouldbecombinedtoformacompositepulsemovingatthesamewavespeed.
Keywords:stresswave;cylindricalwave;volumewave;deformationwave;finitedifferencemethod;
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应力波在工程领域中,如地震波探测[1]、宇宙空间探索[2]、设备检测[3]、武器装备的破坏与防护[4-6]和地

球物理勘探[7]以及医疗领域[8]等等都有广泛的应用。如:使用由高速冲击而产生的应力波探索材料的动态

力学性能;利用应力波造成的破坏机制,发展防护装甲和破坏装甲的武器;通过爆炸引起的应力波的传播、以
及应力波在界面上反射和折射等对地球的内部结构进行探索,识别地壳分布情况和勘探地球资源;在无损检

测使用超声波;利用声波发射来监测裂缝的延伸扩展等,从而推动应力波理论进一步的深入研究和改善。所

有这些都表明在地球科学、爆炸力学、冲击动力学和材料力学性能研究中应力波理论是重要研究基础。
应力波的研究开始于19世纪,由Navier首先建立了弹性体振动方程;其后弹性体中能够传递纵波和横

波这一现象[9]被Poisson发现,据此得到了弹性力学的基本方程组;Cauchy给出了当应力应变为线性,材料

为应变率无关时的应力波理论;从1862年到1955年,应力波的研究有了长足的进步,Clebsch建立了弹性体

自由振动常规模型,在实验中由J.Hokinson第一次观测到粒子在导线中的运动过程[10],Pochhammer和

Chree得到了应力波在杆中传播的精确的弹性方程[11-12],Rayleigh研究并得到了半无限空间中平面应变情况

下的时空演化过程[13]。塑性波理论始于二战,其成果是在二战结束后才被发表。
弹性波理论的发展依赖于弹性力学的发展。根据弹性理论,研究应力波理论需要考虑到弹性体变形本

构关系、几何关系以及边界条件等等。在传统的波动理论中纵波和横波都是满足二阶的双曲波动方程[14]。
其后,随着科学技术的飞速进步,在面对一些实际的工程问题时,这些理论无法解决。在细观尺度时开始出

现尺寸效应,于是在二十世纪六十年代,偶应力理论被提出并得到发展[15-18];然后变形梯度理论也随之被

Fleck等[19]提出;以及随之而来的微极线弹性理论也被提出和发展[20-21],因此弹性理论的基本变量增加到了

6个。
由于弹性理论的发展,应力波理论也有了新的认知。Georgiadis等[23-24]讨论了应力波弥散效应受到微

结构的影响以及扭转表面波在半无限空间中的时空演化。Ottosen等[25]研究了包含微结构的含偶应力的

Rayleigh波在线弹性介质中的传播;Parfitt和Eringen[26]研究了应力波在自由面上的反射,首先提出了应力

波反射有4个独立的脉冲,并且都相互独立,同时还指出了在一些特定的材料中和某些特定临界频率时,其
中有2个波会消失。

文中修正弹性应力波波动方程[27]是张量方程,第一步就是将该方程通过张量分析投影到曲线坐标系

中。通过笛卡尔坐标系和曲线坐标系的转换关系,完成投影到柱坐标系的转换过程。投影到柱坐标系的目

的是在实际的工程应用中有许多柱壳形结构,在柱坐标系下对这些结构进行分析比在笛卡尔坐标系中更方

便简单。本文中计算的几何模型为无限长的空心圆柱结构,通过有限差分法计算求解应力波在该结构上沿

柱面的传播情况。

1 修正的弹性应力波理论

对于各向同性弹性体,在小变形假设的前提下,研究其应力波的时空演化过程。首先要研究弹性体的变

形,变形的描述可用位移的右梯度。矢量的右梯度作为一个二阶张量,可以将其分解为一个对称的二阶张量

与一个反对称的二阶张量之和。其中对称的二阶张量即为应变张量,反对称的二阶张量为转动张量如式(1)
所示[27]:

u Ñ=
1
2
(u Ñ+ Ñu)+

1
2
(u Ñ- Ñu)=ε+Ω, (1)

式中:u 为位移,ε为平动变形即应变,Ω 为转动变形,传统的理论都将Ω 忽略了。
应变张量又可以分解为偏量与球量之和,并且应变的分解唯一

ε=e+
1
3trεI=e+

1
3θI

, (2)

式中:e为偏斜应变,它的对角线元素之和零,即迹为零,θ为体积应变,I 为二阶单位张量,体积应变是一个

标量。且偏量与球量是2个线性无关的二阶张量。如式(3)所示的胡克定律,它表示柯西应力与应变之间的

线性本构关系。

σ=2με+λtrεI。 (3)
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  弹性体的动量守恒方程为:

Ñ·σ+ρb=ρ
∂2u
∂t2
。 (4)

  联立方程(1)(2)(4)可以得出以位移为基本变量的纳维方程:

(λ+μ)ÑÑ·u+μ Ñ2u+ρb=ρ
∂2u
∂t2
。 (5)

在这里需要注意的是,基于经典弹性力学,纳维方程忽略了转动变形的动量矩守恒方程,是基于应变描述平

动变形的场方程。对纳维方程分别做左梯度、右梯度,并求和,然后引入方程(1)可以得:

(λ+μ)ÑÑθ+μ Ñ2ε=ρ
∂2ε
∂t2
。 (6)

  将(3)式代入(6)式可得:

(λ+μ)ÑÑθ+
1
3μ

Ñ2θI+μ Ñ2e=
1
3ρ
∂2θ
∂t2

I+ρ
∂2e
∂t2
。 (7)

式(7)两端同时双点积一个二阶单位张量I得到体积波波动方程:

(λ+2μ)Ñ2θ-ρ
∂2θ
∂t2=0, (8)

式中:λ与μ 是拉梅参数,ρ为密度,Ñ2为拉普拉斯算子。该波动方程与传统的体积波波动方程一致,是关于

体积应变的标量方程,体积波的波速为:

c1=
λ+2μ

ρ
。 (9)

静水压力与体积应变的关系为:

P=(λ+
2
3μ
)θ。 (10)

对式(8)两端同时乘以
1
3I
,然后与式(7)相减,得到形变波的波动方程:

μ Ñ2e-ρ
∂2e
∂t2 =(λ+μ)

1
3

Ñ2θI- ÑÑθæ

è
ç

ö

ø
÷ 。 (11)

偏应变的本构关系:

S=2μe。 (12)

  在式(11)中,发现其右端项不为零,是一个非齐次的双曲波动方程,偏应变的传播受体积应变的影响,是
一个弱耦合的应力波方程。根据偏应变的本构关系,形变波的波速为:

c2= μ
ρ
。 (13)

  将波动方程(8)和(11)简化到一维情况时有:

(λ+2μ)
∂2θ
∂x2-ρ

∂2θ
∂t2=0, (14)

μ
∂2e
∂x2-ρ

∂2e
∂t2=-

2
3
(λ+μ)

∂2θ
∂x2

。 (15)

  用式(14)乘以-2/3再与方程(15)相加,便可得到空间一维与时间相关的形变波的另一种形式:

μ
∂2ê
∂x2=ρ

∂2ê
∂t2
。 (16)

其中:

ê=e-
2
3θ
。 (17)

  式(16)是标准双曲方程,波速c2,为形变波的第二部分,它单独成为一个脉冲,式(16)的波动变量为偏应

变的第一个主值减去体积应变的三分之二。所以,在平面应力波的时空演化过程中,形变波随着时间的增加
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分成两个部分:其第一个部分和体积波复合在一起形成一个复合脉冲并且以波速c1 向前运动;形变波第二

部分单独成为一个脉冲以波速c2 向前运动。由于波速c1 大于c2,主波和次波的间距会随着时间相隔越来

越远,主波是复合脉冲,所以主波引起的应力应变都会明显强于次波。在柱面波中,形变波同样会分成两部

分,第一部分以波速c1 与体积波一起传播,第二部分以波速c2 传播。

2 柱坐标系下的修正的弹性应力波理论

为了得到柱坐标系下的应力波的波动方程,需要使用张量分析方法中的坐标变换对前文中的波动方程

进行推导,其详细过程不赘述。
柱坐标系下的Laplace微分算子

Ñ2= · =gi·Ñi(Ñjgj)=gi·Ñj;igj =Ñj;igij =(Ñj,i- ÑkΓk
ji)gij =

∂2

∂r2+
1
r2
∂2

∂φ2+
∂2

∂z2-
∂
∂rΓ

r
φφgφφ =

∂2

∂r2+
1
r
∂
∂r+

1
r2
∂2

∂φ2+
∂2

∂z2
, (18)

式中:下标带“,”表示偏导数;带“;”则表示协变导数。基于此可以迅速的得到柱坐标系中体积波的波动

方程:

∂2θ
∂r2+

1
r
∂θ
∂r+

1
r2
∂2θ
∂φ2+

∂2θ
∂z2= ρ

λ+2μ
∂2θ
∂t2
。 (19)

  柱坐标系下的形变波波动方程更为复杂,首先需要将方程(11)改写为:

Ñ2e=ρ
μ
∂2e
∂t2 +

λ+μ
μ

1
3

Ñ2θG- θæ

è
ç

ö

ø
÷ , (20)

式中,G 为曲线坐标系中的度量张量。方程右端项在柱坐标系中为:
Ñ2θ=θ,j;igij =(θ,j,i-θ,kΓk

ji)gij, (21)

θ=gi Ñi(θ,jgj)=θ,j;igigj =(θ,ij -θ,kΓk
ij)gigj。 (22)

由式(20)(21)(22)可得,形变波在曲线坐标系中的分量形式如下:

eij;klgkl =
1
c22
∂eij

∂t2 +
λ+μ
μ

1
3θ,l;kgklgij -θ,j;i

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 (23)

偏应变张量的协变导数为:

eij;k =eij,k -eljΓl
ki-eilΓl

kj。 (24)

  偏应变张量的二阶协变导数为:

eij;k;l =eij;k,l -eij;mΓm
lk -emj;kΓm

li -eim;kΓm
lj。 (25)

因为偏应变的迹为零,所以得到形变波在柱坐标系下的有6个独立分量,分别表示为:

err;rr +
1
r2

err;φφ +err;zz =
1
c22
∂err

∂t2 +
λ+μ
μ

1
3

Ñ2θgrr -θ,r;r
æ

è
ç

ö

ø
÷ , (26)

eφφ;rr +
1
r2

eφφ;φφ +eφφ;zz =
1
c22
∂eφφ

∂t2 +
λ+μ
μ

1
3

Ñ2θgφφ -θ,φ;φ
æ

è
ç

ö

ø
÷ , (27)

ezz;rr +
1
r2

ezz;φφ +ezz;zz =
1
c22
∂ezz

∂t2 +
λ+μ
μ

1
3

Ñ2θgzz -θ,z;z
æ

è
ç

ö

ø
÷ , (28)

erφ;rr +
1
r2

erφ;φφ +erφ;zz =
1
c22
∂erφ

∂t2 +
λ+μ
μ

(-θ,φ;r), (29)

erz;rr +
1
r2

erz;φφ +erz;zz =
1
c22
∂erz

∂t2 +
λ+μ
μ

(-θ,z;r), (30)

eφz;rr +
1
r2

eφz;φφ +eφz;zz =
1
c22
∂eφz

∂t2 +
λ+μ
μ

(-θ,z;φ)。 (31)

根据式(25)可以得到:

err;rr =err;r,r -err;mΓm
rr -emr;rΓm

rr -erm;rΓm
rr =err;r,r,

err;φφ =err;φ,φ -err;mΓm
φφ -emr;φΓm

φr -erm;φΓm
φr =err;φ,φ +rerr;r -

2
reφr;φ,
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err;zz =err;z,z -err;mΓm
zz -emr;zΓm

zr -erm;zΓm
zr =err;z,z。 (32)

由式(24)有:

err;r =err,r -elrΓl
rr -erlΓl

rr =err,r,

err;φ =err,φ -elrΓl
φr -erlΓl

φr =err,φ -
2
rerφ,

err;z =err,z -elrΓl
zr -erlΓl

zr =err,z,

erφ;φ =erφ,φ -elφΓl
φr -erlΓl

φφ =erφ,φ -
1
reφφ +rerr。 (33)

  将式(33)替换式(32)可得:

err;rr =err;r,r =err,rr,

err;φφ =err,φφ -
4
rerφ,φ +rerr,r -2err +

2
r2

eφφ,

err;zz =err;z,z =err,zz。 (34)
把(34)带入式(26)则有:

err,rr +
1
r2
(err,φφ -

4
rerφ,φ +rerr,r -2err +

2
r2

eφφ)+err,zz =
1
c22
∂err

∂t2 +
λ+μ
μ

1
3

Ñ2θgrr -θ,r;r
æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 (35)

  需要注意的是上式中的每个张量分量可以表示为物理分量,因此上式表示为物理分量为:

∂2err

∂r2 +
1
r
∂err

∂r +
1
r2
∂2err

∂φ2 +
∂2err

∂z2 -
4
r2
∂erφ

∂φ
-
2
r2

err +
2
r2

eφφ =
1
c22
∂err

∂t2 +
λ+μ
μ

1
3

Ñ2θ-
∂2θ
∂r2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 (36)

即:

Ñ2err -
4
r2
∂erφ

∂φ
-
2
r2

err +
2
r2

eφφ =
1
c22
∂err

∂t2 +
λ+μ
μ

1
3

Ñ2θ-
∂2θ
∂r2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 (37)

同理另外5个方程为:

Ñ2eφφ +
4
r2
∂erφ

∂φ
+
2
r2

err -
2
r2

eφφ =
1
c22
∂2eφφ

∂t2 +
(λ+μ)

μ
1
3

Ñ2θ-
1
r2
∂2θ
∂φ2-

1
r
∂θ
∂r

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (38)

Ñ2ezz =
1
c22
∂2ezz

∂t2 +
λ+μ
μ

1
3

Ñ2θ-
∂2θ
∂z2

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (39)

Ñ2erφ +
2
r2
∂err

∂φ
-
2
r2
∂eφφ

∂φ
-
4
r2

erφ =
1
c22
∂2erφ

∂t2 -
λ+μ
μ

1
r
∂2θ
∂r∂φ

-
1
r2
∂θ
∂φ

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (40)

Ñ2erz -
2
r2
∂eφz

∂φ
-
1
r2

erz =
1
c22
∂2erz

∂t2 -
λ+μ
μ

∂2θ
∂r∂z

, (41)

Ñ2eφz +
2
r2
∂erz

∂φ
-
1
r2

eφz =
1
c22
∂2eφz

∂t2 -
λ+μ
μ

1
r
∂2θ
∂φ∂z

。 (42)

3 无限长空心圆柱中的柱面波

图1 无限长空心圆柱筒结构示意图

Fig.1 Infinitelylonghollowcylinder

structurediagram

3.1 概述

首先对前文所述的柱面波理论模型进行简化,如图1
所示轴向无限长的圆柱筒形结构,并设轴向为z,径向为r,
周向为φ,考虑到波沿径向均匀膨胀或压缩,且轴向无限

长,因此轴向z 和周向φ 对应力波的传播不产生干扰。然

后得到简化后的柱坐标系下的应力波波动方程组。

∂2θ
∂r2+

1
r
∂θ
∂r= ρ

λ+2μ
∂2θ
∂t2
, (43)
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∂2er

∂r2 +
1
r
∂er

∂r -
2
r2

er +
2
r2

eφ =
1
c22
∂2er

∂t2 +
λ+μ
μ

-
2
3
∂2θ
∂r2+

1
3r
∂θ
∂r

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (44)

∂2eφ

∂r2 +
1
r
∂eφ

∂r +
2
r2

er -
2
r2

eφ =
1
c22
∂2eφ

∂t2 +
λ+μ
μ

1
3
∂2θ
∂r2-

2
3r
∂θ
∂r

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (45)

∂2ez

∂r2 +
1
r
∂ez

∂r =
1
c22
∂2ez

∂t2 +
λ+μ
μ

1
3
∂2θ
∂r2+

1
3r
∂θ
∂r

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 (46)

3.2 边界条件的建立

柱面波在圆柱筒形结构中传播时遇到界面会发生应力波的入射、反射和透射等界面效应,以柱面波在加

载面上波的激发以及在自由面上的反射为研究对象,首先将波阵面视为间断面,在间断面上有质量守恒方

程为[28]:
[ρ(v-c)]·n=0, (47)

式中:v表示质点运动速度;n 表示间断面法线方向;方括号表示间断。间断面在向右移动时,用“+”表示间

断面前面的量“-”表示间断面后面的量,于是可以进一步得到:

ρ- (v--c)+ρc=0。 (48)
运动间断面上的动量守恒方程为:

[ρv(v-c)-σ]·n=0。 (49)
分量形式为:

[ρvi(v-c)-σijnj]=0。 (50)
考虑到波阵面方向和3个主应力方向一致,故式(50)进一步写作:

[ρvr(v-c)-σrrnr -σrφnφ -σrznz]=0,
[ρvφ(v-c)-σφrnr -σφφnφ -σφznz]=0,
[ρvz(v-c)-σzrnr -σzφnφ -σzznz]=0。 (51)

由于仅考虑主应力故为:
[ρvr(v-c)-σrrnr]=0,
[ρvφ(v-c)-σφφnφ]=0,
[ρvz(v-c)-σzznz]=0。 (52)

将式(50)带入式(52)可进一步得:

σ-
rrnr =-ρcv-

r,σ-
φφnφ =-ρcv-

φ,σ-
zznz =-ρcv-

z。 (53)
在只考虑主应力状态下则有:

σ-
r =-ρcv-

r,σ-
φ =-ρcv-

φ,σ-
z =-ρcv-

z, (54)
式(54)表示了主应力与质点速度的关系,其中ρc为波阻抗。

体积波和形变波的波阵面在传播的过程中,可以视作间断面,然后根据式(54)可得:

v=-
P
ρc1
,v1=-

Sr

ρc2
,v2=-

Sφ

ρc2
,v3=-

Sz

ρc2
, (55)

式中:P 为静水压力,Sr 和Sφ 为由形变波产生的2个主应力,v、v1 和v2 分别为体积波引起的质点运动速度

和2个形变波主应力引起的质点运动速度,z方向的量不独立,在加载面上受到均布外在f(t),加载面速度

为v(t),静水压力和偏应力的本构关系如下:

P= λ+
2
3μ

æ

è
ç

ö

ø
÷θ,Sr =2μer,Sφ =2μeφ。 (56)

  然后根据加载面上的平衡关系,则可以得到:

P+S=f(t),vr =v+v1,vφ =v+v2。 (57)

  联立方程(51)~(54)得到加载面上的边界条件:
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θ(t)=
(f+ρc2vr)c1

λ+
2
3μ

æ

è
ç

ö

ø
÷(c1-c2)

er(t)=
(f+ρc1vr)c2
2μ(c2-c1)

eφ(t)=
c2(f+ρc1vφ)+ρc22(vr -vφ)

2μ(c2-c1)

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

。 (58)

  然后推导自由面上的边界条件,同样在自由面上,在加载面上产生的2个波中形变波中的一部分随着体

积波以波速c1 前进,其余部分以波速c2 前进,由于c2 小于c1,所以它们随着时间相隔越来越远,于是第一个

波就会先碰到自由面,并且它们的内力及速度的作用关系为:

σr =-ρc1v'r,σφ =-ρc1v'φ。 (59)
自由面上力与速度的关系为:

P'=ρc1v',S'r =ρc2v'1,S'φ =ρc2v'2。 (60)

在自由面上由力的平衡与速度的平衡可以得:

σr +P'+S'r =0
vr +v'+v'1=ur

vφ +v'+v'2=uφ

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

。 (61)

将式(56)(57)带入式(58)得到自由面上的边界条件如下:

θ'(t)=ρc1c2ur +(c1+c2)σr

(λ+
2
3μ
)(c2-c1)

e'r(t)=ρc1c2ur +2c2σr

2μ(c1-c2)

e'φ =
1
2μρc2uφ +

c2
c1

σφ +ρc1c22ur +c2(c1+c2)σr

c1(c1-c2)
æ

è
ç

ö

ø
÷

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

。 (62)

同样的由加载面激发的第二个波以波速c2 前进,在碰到自由面时力与质点速度的关系为:

Ŝr =-ρc2v̂r,Ŝφ =-ρc2v̂φ。 (63)

经过后反射产生体积波形变波,所以反射后质点内力与速度的关系为:

P″=ρc1v″,S″r =ρc2v″1,S″φ =ρc2v″2。 (64)

同理根据力的平衡以及速度的平衡可得到如下关系式:

Ŝr +P″+S″r =0

v̂r +v″+v″1=ûr

v̂φ +v″+v″2=ûφ

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

。 (65)

将式(63)(64)带入式(65)的到第二个波的边界条件如下:

θ″(t)= ρc1c2ûr +2c1Ŝr

(λ+
2
3μ
)(c2-c1)

e″r(t)=ρc1c2ûr +(c1+c2)Ŝr

2μ(c1-c2)

e″φ(t)=
1
2μρc2ûφ +Ŝφ +ρc1c22ûr +2c1c2Ŝr

c1(c1-c2)
æ

è
ç

ö

ø
÷

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

。 (66)

  通过前文所述,只需要知道加载面上力和速度的初始条件,即可计算得到应力应变的值,应力的值只需

将应变结果通过本构关系式(56)即可求得,以上内容即为应力波传播的完整过程。
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4 柱坐标系下的数值计算

根据上面得到的修正的弹性应力波柱面波理论,对轴向无限长的空心圆柱结构进行应力波分析,其示意

图2 柱面截面示意图

Fig.2 Cylindricalcross-

sectionalschematic

图如图1所示,内径r0=5mm,外径R=15mm,切向角度为φ,轴向为z。由上

文所述,轴向z和周向φ 对应力波的传播不产生影响,只沿径向均匀膨胀,因此其

简化如图2所示,仅考虑径向对应力波传播的影响。即波动变量只是和r有关的

函数。

由弹性应力波求定解的边界条件式(58)可以得知,边界条件θ(0,t)、er(0,

t)、eφ(0,t)和ez(0,t)(其中0位置表示加载面所在的位置)和加载面边界条件以

及2019年6月25日试件材料参数相关。在数值求解过程中,试件的材料参数如

表1所示。由于偏斜应变的迹为零,所以是不相互独立的,因此速度边界条件只

需要2个。加载面的边界条件如式(67)~(69)所示,其图像如图3、4所示,加载

面力和速度的加载方式如图5所示。
表1 氧化铝陶瓷材料试件材料参数[28]

Table1 Aluminaceramicmaterialtestmaterialparameters

ρ/(kg·m-3) E/GPa υ λ/GPa μ/GPa c1/(m·s-1) c2/(m·s-1)

3880 372.84 0.23 129.11 151.56 10560 6250

f(t)=
-5.46×πt×108/9.466(GPa) 0≤t≤9.466×10-8,

0 t>6.317×10-8。{ (67)

vr(t)=
190×πt×108/9.466(m/s) 0≤t≤9.466×10-8,

0 t>9.466×10-8。{ (68)

vφ(t)=
-23×πt×108/9.466(m/s) 0≤t≤9.466×10-8,

0 t>9.466×10-8。{ (69)

图3 加载面速度边界条件

Fig.3 Loadfacespeedboundaryconditions
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图4 加载面力的边界条件

Fig.4 Boundaryconditionsforloadingfaceforces

   

图5 加载面加载方式示示意图

Fig.5 Howtoloadfacesareloaded

当加载面在空心圆柱内表面时,柱面波的波阵面沿半径方向向外传播,在到达自由面时,应力波发射入

射、反射等界面效应。主波先到达自由面,自由面上没有应力状态,有速度所以令自由面速度为vr1(t),vφ1(t):

vr1(t)=
137×πt×108/9.466(m/s) 0≤t≤9.466×10-8,

0 t>9.466×10-8。{ (70)

vφ1(t)=
16×πt×108/9.466(m/s) 0≤t≤9.466×10-8,

0 t>9.466×10-8。{ (71)

  入射的主波在自由面发生反射之后会产生第一个主波和次波,主波仍然是体积波和形变波第一部分复

合而成,并且随着波的传播,形变波分离成为两个脉冲,次波就是形变波第二部分独立形成,主波的波速为

c1,次波波速为c2 独立传播。入射的次波在自由面上也会发生反射产生第二个主波和次波,同样的主波是复

合脉冲,即入射次波在自由面反射也有体积波和形变波产生,所以令次波在自由面反射时,自由面速度边界

条件为vr2(t),vφ2(t):

vr2(t)=
62×πt×108/9.466(m/s) 0≤t≤9.466×10-8,

0 t>9.466×10-8。{ (72)

vφ2(t)=
-20×πt×108/9.466(m/s) 0≤t≤9.466×10-8,

0 t>9.466×10-8。{ (73)

5 数值计算结果及分析

图6表示t=0.12μs和t=0.96μs复合脉冲中应变的情况,其中黑色线条表示体积波θ,体积波为压缩,
红色线条表示形变波应变在z方向的分量ez,它是拉伸脉冲。从图6中可以发现,当t=0.12μs的时候,形
变波已经开始发生分离,经过一段时间后分成两个部分,第一部分传播的距离与体积波在相同时间传播的距

离相同,说明它们的传播速度相同,都为c1,形变波第二部分传播的速度明显比复合脉冲传播速度慢,它以波

速c2 独立向前传播。形变波会有两部分的原因是存在2个波速,首先从波动方程出发,可以发现形变波的

波动方程中含有体积应变,它是一个偏应变与体积应变复合在一起的弱耦合波动方程,而体积应变传播的波

速为c1 因此形变波的第一部分就从这里分离开来,当时间t=0.96μs时,观察形变波的应变波形图,两部分

的距离随着时间的推移越来越大,而形变波第一部分部分脉冲始终与体积波传播距离相同。图7表示当时

间t=0.96μs时形变波在3个方向上分量的应变波形图,此时形变波的第一部分刚刚到达自由面。3个形变

波的分量的第一部分在传播过程中始终与体积波复合在一起以相同的波速传播。从图7中可以看出形变波

在径向的分量er 是压缩的,周向eφ 和轴向ez 则是拉伸的。在柱坐标下形变波的波动方程式(44)(45)中存

在零阶项,所以图7中er 和eφ 的存在残余,不过该残余的值很小对应力波的传播影响不大。而轴向ez 的波

动方程式(46)中没有零阶项的存在,所以其应变波形图完全分为两个部分,没有残余。由于结构中存在几何

效应,在内表面加载过程中,随着半径尺度的增加,应力波应变的幅值不断变小。
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图6 t=0.12μs和t=0.95μs时θ和ez 的波形图

Fig.6 Thewaveformoftheexplosiveθandezatt=0.12μsandt=0.95μs

图7 在t=0.95μs时向外传播形变波3个分量er、eφ 和ez 的波形图

Fig.7 Thewaveformoftheexplosiveer,eφandezatt=0.95μs

表示在t=1.9μs时形变波第二部分形成的次波在自由面上的反射完成后产生第二个主波和次波的波

形图如图8所示。内表面加载产生的主波和次波在自由面上发生反射后,主波和次波都会产生新的主波和次

波,因此如图8所示,应力波在界面上发生一次完整的反射后,会产生4个脉冲。4个脉冲中有2个主波2个次

波,2个主波都是复合脉冲,波速都为c1,2个次波都是形变波的第二部分,但是入射的脉冲不同波速都为c2。

图8 完全反射后在t=1.9μs时介质中形成4个向内传播脉冲波形图

Fig.8 Fourinwardpropagationpulsewaveformsareformedin

themediumatt=1.9μsafterfullreflection
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6 结 论

总结了弹性应力波的发展演化,也提及了现有理论具有的一些缺陷。同时也给出了新的波动方程,并进

行了求解。
通过有限差分法数值模拟了应变状态在无限长的空心圆柱体的演化过程,其中外载荷冲击到加载面时

会产生两个波,分别是体积波与形变波。体积波和形变波的第一个波峰共同以波速c1 前进直到与自由面接

触反射形成两个波,形变波第二个波峰则以波速c2 前进,并且在碰到自由面后也会产生2个反射波。
对高速冲击下材料中的动态应力应变时空演化规律进行了深入的理论探索研究。根据刘占芳课题组提

出的修正的应力波理论[27],推导了柱坐标系下应力波的波动方程以及建立界面效应模型,对无限长空心圆

筒内表面加载下结构中应力波的时空演化以及应力波在界面反射过程进行了数值分析,得到圆柱筒中主波

与次波的时空演化关系,希望各位专家给予指正。
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