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摘要:为研究箱梁合理的剪力滞翘曲位移函数,根据箱梁翼缘板纵向受力和变形特性,将翼缘

板视为纵向平行的具有一定刚度的弹簧所连接的弹性体,建立翼缘板弹簧模型,基于能量变分原理

建立了翼缘板平衡微分方程,推导出纵向位移函数为双曲函数与三角函数的线性组合。通过分析

确定翘曲位移函数分别为双曲正弦函数、双曲余弦函数、正弦函数3种单一形式,并将3种函数形

式代入剪力滞变分方程中,得到3种纵向位移函数的弯曲正应力方程。为验证理论推导的3种函

数的合理性,将3种函数形式计算得到的翼缘板正应力与实测值、三次抛物线形式计算值、实体有

限元计算值进行比较,并从函数形态分析了不同函数形式对翼缘板应力分布的影响。结果表明:文

中方法推导出的函数形式中正弦函数计算值与实测值吻合度较高,与实体有限元计算值也基本吻

合。另外,函数的二阶导数与翼缘板应力分布存在正相关性。
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Theoreticalderivationofshearlagwarpingdisplacement
functionofboxgirder

SHIYuanxu,WUXiaoguang,HUANGCheng,LIYuanjun
(SchoolofHighway,Chang’anUniversity,Xi’an710064,P.R.China)

Abstract:Inordertostudythereasonablewarpingdisplacementfunctionofshearlagofboxgirder,plate
flangeisregardedinthispaperasanelasticbodyconnectedbyaspringwithcertainstiffnessinlongitudinal
parallelandaflangeplatespringmodelisestablishedaccordingtothelongitudinalforceanddeformation
characteristicsofflangeplateofboxgirder.Andbasedonenergyvariationalprinciple,flangeplate
equilibriumdifferentialequationisestablished,deducingthatthelongitudinaldisplacementfunctionisa
linearcombinationofhyperbolicfunctionandtriangularfunction.Thewarpingdisplacementfunctionis
determinedasthreesingleforms:hyperbolicsinusoidalfunction,hyperboliccosinefunctionandsinusoidal
function.Bysubstitutingthreefunctionformsintotheshearlagvariationalequation,thebendingnormal
stressequationsofthethreelongitudinaldisplacementfunctionsareobtained.Inordertoverifythe
rationalityofthethreefunctionsderivedfromthetheory,thenormalstressofflangeplatecalculatedbythe



threefunctionsiscomparedwiththemeasuredvalue,thecalculatedvalueintheformofcubicparabola,

andthecalculatedvalueofsolidfiniteelement.Theeffectofdifferentfunctionformsonthestress
distributionofflangeplateisanalyzedfromtheperspectiveofthefunctionproperty.Theresultsshowthat
thecalculatedvalueofsinusoidalfunctionisingoodagreementwiththemeasuredvalueandthecalculated
valueofsolidfiniteelementmethod.Inaddition,thesecondderivativeofthefunctionispositively
correlatedwiththestressdistributionoftheflangeplate.
Keywords:bridgeengineering;warpingdisplacementfunction;energyvariation method;solidfinite
element;shearlageffect

薄壁箱梁因其有利的受力特性而被广泛地应用于现代桥梁工程中。薄壁箱梁发生竖向挠曲变形时,由
于腹板传递给翼缘板的剪力流使翼缘板在远离腹板处的纵向位移滞后于靠近腹板处的纵向位移,从而使箱

梁翼缘板不满足平截面假设,这一现象被称为“剪力滞效应”[1]。
国内外对剪力滞的研究成果较为丰富,在近几年对剪力滞效应的研究主要为:①基于最小势能原理的变

分法研究[2-4];②基于剪切变形规律的有限梁段法[5-6];③对剪力滞效应进行模型试验研究[7-8]。在变分法求

解剪力滞问题中,翘曲位移函数的选取尤为重要。最早Reissner[9]假设翼缘板的纵向位移为二次抛物线形

式,之后不同学者假设三次抛物线[10]、高次抛物线[11-13]、正余弦曲线及不同翘曲位移函数对剪力滞效应的影

响[14]。但翘曲位移函数是根据翼缘板纵向实际变形假设来选取。在此之后周茂定等[15]从截面竖向剪力流

方面入手,推导翘曲位移函数为2次抛物线,李夏元等[16]引入顶板悬臂板纵向翘曲位移差函数修正系数及内

力平衡因子研究箱梁的应力和位移。
综上所述,目前对于剪力滞翘曲位移函数模式的理论分析主要从剪力流角度入手,分析较为复杂,对于

其他方法推导剪力滞翘曲位移函数模式研究较少。笔者将翼缘板合理地简化为纵向平行的具有一定刚度的

弹簧连接的弹性体,根据最小势能原理,采用能量变分原理推导出翼缘板的纵向位移函数形式,并将推导出

的3种翘曲位移函数形式带入剪力滞变分方程中与实测值、实体有限元计算值进行对比分析,对剪力滞翘曲

位移模式的选取做出了更合理表达与解释,且计算过程更加简便。

1 基于能量变分原理推导剪力滞翘曲位移函数

1.1 建立翼缘板弹簧模型

在剪力滞效应影响下翼缘板的纵向变形由于剪力传递滞后而出现不一致,这种剪切变形不一致可视为

翼缘板受到不均匀压缩或拉伸,其变形形式可以视为平行的弹簧产生不均匀的压缩或拉伸。当不考虑剪力

滞效应时,在外力作用下弹簧将一致拉伸或压缩,即翼缘板发生均匀的纵向变形;而考虑剪力滞效应时,在外

力作用下弹簧的拉伸或压缩不一致,导致翼缘板发生纵向不均匀变形。翼缘板等效成弹簧组成的弹性体如

图1所示。

图1 等效弹簧后的翼缘板

Fig.1 Flangeplatebehindequivalentspring

101第3期         时元绪,等:箱梁剪力滞翘曲位移函数理论推导



1.2 纵向翘曲位移函数模型

1.2.1 建立模型

在竖向弯曲荷载下,腹板应力一般符合平截面假定,而箱梁各翼板剪切变形将引起纵向正应力沿翼板宽

度分布不均匀,其纵向位移是由纵向剪力在传递过程中引起的,一般认为翼缘板产生的剪切转角的最大差值

按照某一函数进行分布,该函数便是翘曲位移函数。在荷载作用下,由于纵向剪力在从腹板向翼缘板传递过

程中发生损失,且腹板结合处刚度较大,腹板附近的翼缘板处承受了更多的变形,而远离腹板的翼板边缘承

受了相对较少的变形。考虑剪力滞效应时,在顺桥向某一截面任一点的纵向位移均移动相同的距离,其纵向

位移如图2中虚线所示,仍然为一条平行于y 轴的直线,明显与实际纵向变形不符。在荷载作用下腹板结合

处的翼缘板向x 方向的位移值大于远离腹板的翼缘板位移值,为了将翼缘板不均匀变形进行合理分配,假设

翼板的翘曲位移曲线如图2所示。

图2 荷载作用下翼缘板纵向位移示意图

Fig.2 Diagramoflongitudinaldisplacementofflangeplateunderload

1.2.2 有限元验证

为了验证翘曲位移函数的线形,以文献[17]中的有机玻璃简支试验梁为算例,建立有限元FEA(finite
elementanalysis)模型,计算简支箱梁上翼缘板某一截面的纵向位移。取距离梁端90mm处上翼缘板截面

的纵向位移如图3所示。

图3 距离梁端90mm处上翼缘板截面的纵向位移

Fig.3 Longitudinaldisplacementofupperflangeplatesectionat90mmfromBeamend

从图3可知,远离腹板的翼缘板纵向位移明显滞后于腹板结合处的翼缘板位移,其翼缘板的整体纵向位

移线形与图2中的线形变化规律相同,说明纵向翘曲位移函数线形假设的正确性。

1.3 建立翼缘板平衡微分方程

由于翼缘板简化为多根纵向平行的弹簧,其连接形式为并联,根据弹簧串并联原理,可知整个翼缘板的

总弹性势能能等各个弹簧的弹性势能之和。以简化后翼缘板的一根弹簧进行分析,在整个坐标轴中积分便

可得到翼缘板总弹性势能。当翼缘板截面发生纵向位移时,外力为假设弹簧的弹力。箱梁截面尺寸如图4
所示,箱形截面取单位长度范围内的翼缘板进行分析。
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图4 箱梁截面尺寸

Fig.4 Sectionsizeofboxgirder

1.3.1 翼缘板顶板外力势能

W
-

=-
1
2∫Eα(y)2ds, (1)

式中:α(y)为翼缘板的纵向位移函数;E 为混凝土弹性模量;ds为顶板或底板的微分面积,假设顶板及底板

厚度为单位1,则式(1)等价于

W
-

=-
1
2∫Eα(y)2dy。 (2)

1.3.2 翼缘板顶板应变能

V
-

=
1
2∫EId(α y( )″)2dy (3)

式中,Id 为简化后单个翼缘板截面的惯性矩。
根据式(2)和式(3)计算翼缘板顶板的总势能

Π=W
-

+V
-

=-
1
2∫Eα(y)2dy+

1
2∫EId(α y( )″)2dy。 (4)

  对式(4)变分,令δΠ=0,得到微分方程及边界条件为

-Eα+EIdα″″=0
EIdα″δy' b

-b =0

-EIdα‴δy b
-b =0

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

, (5)

式中,b为箱室净宽的一半。
对式(5)进行求解,得到第一项的通解为

α(y)=C1eλy +C2e-λy +C3cosλy+C4sinλy, (6)

式中,λ=
4
1/Id,为一个常数项。

因为化简后的翼缘板与腹板处可视为固定连接,不存在任意移动的δy 和δy',因此,式(5)中后2个边界

条件始终满足。根据式(6)可知,翼缘板翘曲位移函数为双曲函数、三角函数的线性组合。在[0,b]范围内,
翼缘板剪切转角的最大差值将按照式(6)中双曲函数、三角函数的线形组合进行分配。

在式(6)中前2项可以转化成双曲正弦函数与双曲余弦函数,其中双曲正弦函数与通常采用的三次抛物

线性质较为相同,但比三次抛物线更加平缓,也更加符合翼缘板的纵向位移形式,且研究较少;双曲余弦函数

与二次抛物线性质较为相同,且研究较少;余弦函数在诸多论文中被大量分析;正弦函数的一阶导数与抛物

线、余弦函数及双曲函数同号,但是二阶导数与它们相反,目前诸多学者尚未进行研究。因此,研究选取双曲

余弦函数、双曲正弦函数、正弦函数进行分析,其函数的线形也均符合图2中纵向翘曲位移函数线形。
由于上述分析,在顶板中心处及腹板处翘曲位移函数的取值可以将上述3种函数进行如下假设:

301第3期         时元绪,等:箱梁剪力滞翘曲位移函数理论推导



  ①双曲正弦函数

αy( ) =1-sinh
ln1+ 2( )y

b
,(顶板),

αy( ) =1-sinh
ln1+ 2( )y

a
,(悬臂板),

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(7)

  ②双曲余弦函数

α{y}=2-cosh
ln2+ 3( )y

b
,(顶板),

αy( ) =2-cosh
ln2+ 3( )y

a
,(悬臂板),

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(8)

  ③正弦函数

αy( ) =1-sin
πy
2b
,(顶板),

αy( ) =1-sin
πy
2a
,(悬臂板),

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(9)

式中:b为箱室净宽的一半;a 为悬臂板的长度。
因为悬臂板与翼缘板两腹板间顶板的翘曲位移函数线形相同,则翼缘板的翘曲位移函数为

u(x,y)=hi
dw
dx + αy( )[ ]u(x){ }, (10)

式中:w 为梁竖向挠度;hi 为上下翼缘板中心至截面形心距离。

2 箱梁剪力滞变分方程

确定翼缘板翘曲位移函数后,将其代入剪力滞变分方程中,梁受到弯曲时的外力势能W 为

W =-∫M(x)d
2w
dx2dx, (11)

式中:w 为梁纵向挠度。
腹板及上下翼板的应变能为

Vw=
1
2∫EIw

d2w
dx2

æ

è
ç

ö

ø
÷
2dx

Vsu=
1
2∬tu E ∂uu(x,y)

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

+G ∂uu(x,y)
∂y

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úú dxdy

Vsb=
1
2∬tb E ∂ub(x,y)

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷
2+G ∂ub(x,y)

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úú dxdy

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

, (12)

式中:Vw 为腹板应变能;Vsu为上翼板应变能;Vsb为下翼板应变能;Iw 为腹板抗弯惯性矩;tu 为上翼缘板厚

度;tb 为下翼缘板厚度;G 为剪切模量;E 为弹性模量。
根据以上各部分的外力势能、应变能、计算体系总势能

Π=-W +Vw+Vsb+Vsu=

∫M(x)d
2w
dx2dx+

1
2∫EIw

d2w
dx2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

dx+

1
2Is∫{E[(w″)2+Aw″u'+

B
2
(u')2]+

CG
2b2

u2}dx, (13)

式中:Is 为上下翼板抗弯惯性矩之和;Is=2tubh2
u+2atuh2

u+2tbbh2
b;a 为箱梁的外伸臂长度。

①对于双曲正弦函数:

A=
2ln1+ 2( ) +2-2coshln1+ 2( )[ ]

ln1+ 2( )
,B=1+

sinh 2ln1+ 2( )[ ] -8coshln1+ 2( )[ ] +8
2ln1+ 2( )

,
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C=
ln1+ 2( ) sinh2ln1+ 2( )[ ] +2ln1+ 2( ){ }

2
。

  ②对于双曲余弦函数:

A=
4ln2+ 3( ) -2sinhln2+ 3( )[ ]

ln2+ 3( )
,B=9+

sinh 2ln2+ 3( )[ ] -16sinhln2+ 3( )[ ]

2ln2+ 3( )
,

C=
ln2+ 3( ) sinh2ln2+ 3( )[ ] -2ln2+ 3( ){ }

2
。

  ③对于正弦函数:A=2-
4
π
;B=3-

8
π
;C=

π2

4
。

对式(13)进行变分,令δΠ=0,得到下列微分方程及边界条件:

EIw″+M(x)+
1
2AEIsu'=0

EIs(-
B
2u″-

A
2w‴+

CG
2Eb2

u)=0

EIs
A
2w″+

B
2u'

æ

è
ç

ö

ø
÷ δu l

0

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

, (14)

式中,l为桥梁的计算跨径,并令

k=
1
b

GCn
E

n=
1

B-
A2Is

2I

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

。 (15)

  式(14)中3个方程组联立求解得到

u″-k2u=
AnQ(x)

EI
, (16)

  式(16)的通解为

u(x)=
An
EI
(C1shkx+C2chkx+u*), (17)

式中:C1、C2为通解系数;u*为与方程右端相关的特解,由梁的边界条件确定。
由式(14)中的第一式可得:

w″=-[
M(x)
EI +

AIs
2Iu']。 (18)

  综上可得,在考虑剪力滞效应之后的翼缘板弯曲正应力σx 为

σx =E∂u
(x,y)
∂x =±Ehi

M(x)
EI - αy( ) -

AIs
2I

é

ë
êê

ù

û
úúu'{ }。 (19)

式(19)中,

①对于双曲正弦函数:
αy( )=1-sinh

ln1+ 2( )y
b

,(顶板),

αy( )=1-sinh
ln1+ 2( )y

a
,(悬臂板),

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

②对于双曲余弦函数:
αy( )=2-cosh

ln2+ 3( )y
b

,(顶板),

αy( )=2-cosh
ln2+ 3( )y

a
,(悬臂板),

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï
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③对于正弦函数:
αy( )=1-sin

πy
2b
,(顶板),

αy( )=1-sin
πy
a
,(悬臂板)。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

3 算例分析

为了分析通过建立弹簧力学模型,并基于能量变分原理推导的翘曲位移函数形式的正确性,以文献[17]
中的简支箱梁有机玻璃模型为算例,将采用研究方法计算的结果与实体有限元计算值、三次抛物线纵向位移

函数计算结果和文献[17]中的实测值进行对比。材料弹性模量取E=3000MPa,泊松比为0.385,桥梁跨径

l=0.8m,板中面的应变取上、下测点的平均值。简支梁有机玻璃模型截面形式及荷载布置形式如图5
所示。

图5 荷载布置、截面形式及测点

Fig.5 Loadlayout,sectionformandmeasuringpoints

3.1 有限元计算过程

采用实体有限元软件(FEA)建立实体模型,将上翼缘板划分为3mm的四面体实体单元,腹板划分为边

长3mm的四面体实体单元,模型共划分153765个单元,其简支箱梁跨中截面上翼缘正应力计算值如图6
所示。

图6 实体有限元计算结果(单位:kPa)

Fig.6 Solidfiniteelementcalculationresults(unit:kPa)

3.2 文中计算过程

将荷载作用在跨中截面,此时弯矩和剪力为分段函数,可表示为

M(x)=
Px
2

Q(x)=
P
2

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(0≤x≤
l
2
),
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M(x)=
P(l-x)
2

Q(x)=-
P
2

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

l
2 <x≤læ

è
ç

ö

ø
÷ , (20)

①当0≤x≤
l
2

u1=
An
EIP(C1shkx+C2chkx-

1
2k2
), (21)

②当
l
2≤x≤1

u1=
An
EIP(C3shkx+C4chkx+

1
2k2
), (22)

  根据边界条件,

u'1 x=0=0
u2' x=l=0
u1=u2 x=

1
2

u'1+
AnM(x)

EI
æ

è
ç

ö

ø
÷ x=

1
2= u2'+

AnM(x)
EI

æ

è
ç

ö

ø
÷ x=

1
2

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

, (23)

  由式(22)可计算出

C1=0

C2=sinh
kl
2

æ

è
ç

ö

ø
÷/k2sinh(kl)

C3=sinh
kl
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ /k2

C4=-sinh
kl
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ coth(kl)/k2

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

, (24)

代入式(15)可得到

u1=
AnP
EIk2

[sinh(kl/2)
sinh(kl)cosh

(kx)-
1
2
]

u2=
AnP
EIk2

[(sinhkl
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ sinh(kx)-sinh

kl
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ coth(kl)cosh(kx)+

1
2
]

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

, (25)

当0≤x≤
1
2

σx =E∂u
(x,y)
∂x =±

hi

I
[M(x)-

AnP
k
(αy( ) -

AIs

2I
)
shkl2
shklshkx

], (26)

当
1
2≤x≤1

σx =E∂u
(x,y)
∂x =±

hi

I
[M(x)-

AnP
k
(αy( ) -

AIs

2I
)shkl2chkx-

shkl2
thklshkx

]。 (27)

式(26)和式(27)中αy( )、A、n、k与上述推导的不同翘曲函数有关,具体取值见式(7)和式(13)。
则简支箱梁顶板正应力值可按式(26)和式(27)计算得到。
简支箱梁有机玻璃模型的实测值、三次抛物线纵向位移函数所求出的数值引用文献[17]。
将研究采用的3种翘曲函数计算的跨中截面顶板正应力值与实体有限元计算结果、文献[17]的实测结

果和三次抛物线纵向位移函数所求出的数值汇总如表1所示。
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表1 简支箱梁跨中截面上翼缘板的应力(绝对值)比较

Table1 Stress(absolutevalue)offlangeplateonmid-spansectionofsimplysupportedboxgirder kPa

测点
实体有

限元值

文献[17]中结果 文中计算值

实测值 三次抛物线 双曲余弦函数 双曲正弦函数 正弦函数

1 -247.8 -212.24 -274.7 -283.98 -197.63 -222.74

2 -303.6 -248.50 -287.9 -293.88 -284.88 -303.71

3 -391.6 -329.00 -380.2 -327.70 -387.98 -340.79

4 -395.8 — -430.6 -331.95 -397.84 -341.03

5 -386.8 -329.00 -380.2 -327.70 -387.98 -340.79

6 -317.2 -260.40 -287.9 -293.88 -284.88 -303.71

7 -288.6 -245.00 -274.7 -283.98 -197.63 -222.74

将文中方法计算得到的跨中截面顶板正应力的绝对值与文献[17]的实测结果、三次抛物线纵向位移函

数所求出的数值和实体有限元计算结果进行对比,如图7所示。

图7 跨中截面顶板应力结果

Fig.7 Topplatestressresultatmid-spancrosssection

根据表1及图7推导的翘曲位移函数形式中的3种单一函数形式进行分析,双曲余弦函数形式在远离

腹板位置应力值与实测值相差较大,其值较大于实测值,在腹板结合附近翼板应力值与实测值吻合度较好,

该情况与有限元计算值分布恰好相反;双曲正弦函数在悬臂板端部稍小于实测值,其他位置均较大于实测

值,在腹板结合处应力值较大,与有限元计算值吻合度较好;正弦函数整体应力值与实测值吻合度较好,整体

小于有限元计算值。

从函数形态角度进一步分析可知,抛物线形式二阶导数大于双曲函数、三角函数,因此其翼缘板应力计

算值增幅较大,在腹板结合处存在应力突变点,远大于实测值;双曲余弦函数与二次抛物线性质相似,但增幅

小于二次抛物线形式,因此应力值较小于二次抛物线形式;双曲余弦函数形式与三次抛物线性质相似,但增

幅小于三次抛物线形式,因此应力值较小于三次抛物线形式;正弦函数二阶导数与抛物线、双曲函数符号相

反,导致应力值从悬臂板端部向腹板结合处一定范围内增幅较大。

综上可知,推导出的翘曲位移函数采用的3种单一函数形式中,正弦函数形式计算的正应力分布与实测
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值吻合度较好,与有限元计算值也基本吻合,且与抛物线形式计算的应力值相比,也不会在翼板和腹板结合

处出现应力突变情况。

4 结 语

1)将翼缘板合理假设为由纵向平行的弹簧连接的弹性体,根据最小势能原理建立平衡微分方程。采用

泛函分析方法计算推导出翼缘板的翘曲位移函数形式。

2)将推导出的翘曲位移函数形式进行分析,并将选用的3种单一函数形式带入剪力滞变分方程中,得到

以文中推导的3种函数形式作为翘曲位移函数的翼缘板应力值。将文中计算值与实测值、有限元计算值及

三次抛物线作为翘曲位移函数的翼缘板正应力值进行比较分析,最终得到正弦函数作为翘曲位移函数更加

合理。

3)从函数形态角度进行分析,得到了不同函数的性质对翼缘板应力值分布规律的影响,对于翘曲位移函

数的选取提供了一种更加直观、科学的思路。

4)在推导过程中认为翼缘板简化的弹簧刚度均相同,这种假定与真实情况并不完全相符,在腹板与翼缘

板结合处翼缘板刚度明显大于其他位置,若考虑此问题将使文中的研究结论更加合理。
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