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摘要:现代证券投资理论与方法中,最优风险资产组合是最重要的核心概念之一,而现有文献

对这一理论及其相关结论缺乏严谨的数学表达。针对这一问题,将研究证券组合选择中最优风险

资产组合概念形成过程中的数学机理进行严格的逻辑推演与数学建模分析。首先利用数学分析的

方法构建对应关系,即将证券组合的风险、收益与平面坐标系的数对建立一一对应关系,并利用代

学方法在这些数对中定义一个序关系。再从解析几何的角度,利用二维平面中二次曲线的相关性

质,通过分析二次曲线簇的交点坐标,构建符合资产组合理论相关条件的数学方程组,然后进行数

学推导与求解。最后通过分析二元证券组合的投资机会集的数学模型,确定了二元证券组合中的

最优风险资产组合的数学表达式,并以此方法推广到了多元证券组合的情形。
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Abstract:Inmodernsecuritiesinvestmenttheoriesandmethods,theoptimalriskportfolioisoneofthe
mostimportantcoreconcepts,buttheexistingliteraturelacksrigorousmathematicalexpressionforthis
theoryanditsrelatedconclusions.Inordertosolvethisproblem,wehavestudiedthemathematical
mechanismrelatedtotheformationoftheconceptoftheoptimalriskportfolioinportfolioselectionand
madestrictlogicaldeductionandmathematicalmodelinganalysis.Firstofall,themathematicalanalysis
method was used to constructthe corresponding relationship,thatis,to establish one-to-one
correspondencebetweentherisk,thereturnofportfolioandthenumberpairsofplanecoordinatesystem,

andthealgebraicmethodwasemployedtodefineanorderrelationshipamongthesenumberpairs.Fromthe
perspectiveofanalyticgeometryandthroughtheanalysisoftheintersectioncoordinatesofquadricclusters,

themathematicalequationsthatmeettherelevantconditionsofportfoliotheorywereconstructedonthe
basisoftherelevantpropertiesofconicintwo-dimensionalplane,andthenmathematicalderivationand
solutionwerecarriedout.Finally,byanalyzingthemathematicalmodeloftheinvestmentopportunityset
ofthebinaryportfolio,themathematicalexpressionoftheoptimalriskportfoliointhebinaryportfoliowas
determined.Andthismethodcanbeextendedtothecaseofmultipleportfolio.
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现代投资组合理论由文献[1]提出并建立,创新性地使用资产价格的均值和方差来建立最优投资组合。
文献[2]在 Markowitz投资组合理论的基础上研究得出风险因子可以决定投资组合的收益。随着研究的深

入,学者们发现仅靠均值和方差分析并不能得到稳定的收益,于是文献[3]建立了套利定价理论,指出资产的

预期收益可以由多种因子来决定。这时期,文献[4]提出了有效市场理论,认为在一个有效市场中,股价完全

反映了所有信息,试图击败市场的行为都是徒劳的。后来很多学者研究发现,股票市场并非有效,市场上有

很多异象,可以在非有效市场获得风险溢价的超额收益。Fama等[5]建立了著名的三因子模型来解释股票市

场的异象,之后,他于2015又建立了五因子模型来解释股票市场的异象。在投资组合理论发展过程中,由于

行为金融学的创立与发展,文献[6]提出了前景理论,指出投资者关心的是获得财富的相对值而不是绝对财

富。针对投资组合优化配置等方面的研究,如文献[7]对具有最小交易量限制的多阶段均值 半方差投资组

合优化进行了研究;文献[8]对基于动态损失厌恶投资组合模型的最优资产配置进行了研究;文献[9]对含交

易费用的证券组合投资模型的满意解进行求解;文献[10]研究了证券组合投资的区间数线性规划方法。另

外,还有一些学者如文献[11-13]对多阶段证券组合选择进行优化模型分析,风险最小化研究以及对不同风

险度量指标进行比较研究,等等。
证券投资风险与收益的数量刻画是现代投资理论与方法进入一个定量分析阶段的标志,数学分析方法

的引入使得利用计算机技术与人工智能等现代方法进行证券投资管理成为可能。证券投资学现已成为国内

外大部分商学院或经管学院研究生课程中的一门重要的核心课程,ZviBodie(波士顿大学),AlexKane(加利

福尼亚大学),AlanJ.Marcus(波士顿学院)编写的教材《投资学》成为大多数高校教学的首选教材[14]。马科

维茨的现代投资组合理论是这一教材以及此类教材中的核心内容[15-18],而最优风险资产组合这一概念更是

资产组合理论最为关键的概念。对于经管类专业的一年级硕士研究生,要准确理解这一概念,尤其要弄清楚

其中的数学原理则是一个难题。在教学过程中如果给研究生们讲清楚其中的数学原理,对提升研究生的科

研能力很有帮助。
综上所述,已有研究均集中在证券投资组合理论方法的延伸及市场的应用实证上,而对基本的概念与原

理的深刻阐述及其数学模型的分析推导则关注不足。文中的研究将在一定程度上弥补上述不足,即要研究

证券组合选择中最优风险资产组合概念形成过程中的数学机理并进行数学推导与求解,进而确定二元证券

组合中的最优风险资产组合的数学表达式,并将其推广到多元证券组合的情形。

1 数学模型构建与数学推导

从数学角度来看,资产组合理论是建立在笛卡尔平面坐标第一象限的一个数学模型。横坐标是证券组

合的风险(σP),纵坐标是证券组合的期望收益(E(rP))。这样,第一象限坐标中的每一点与实数对(σP,

E(rP))就建立了一一对应关系,同时也对应着一个证券(也称证券组合,只包含一个证券而已,下同)或证券

组合。而在经济学中的理性人假设使得投资人在面对不同的投资选择时会遵循一个原则,即期望收益率相

同的证券组合,投资者会选择风险小的;风险相同的证券组合投资者会选择期望收益率高的。这样也就相当

于对所有这一类的实数对(σP,E(rP))确定了一个代数中的序关系,其遵循规则如下:
在第一象限中任取2个点 A、B,即2个证券组合;其对应的坐标或数对分别是(σA,E(rA))、(σB,

E(rB))。则有

当E(rA)≥E(rB),且σA<σB时,则点A 优于点B;
当E(rA)≤E(rB),且σA>σB时,则点B 优于点A;
当E(rA)=E(rB),且σA=σB时,则点A 等同于点B。
显然,也就有如下的推论:
当σA≤σB,且E(rA)>E(rB)时,则点A 优于点B;
当σA≥σB,且E(rA)<E(rB)时,则点B 优于点A;
当σA=σB,且E(rA)=E(rB)时,则点A 等同于点B。
确定了上述实数对的序,则给第一象限的所有点进行优先排序成为可能。其投资学意义为在理性经济

人的假设下任何两个不同的证券组合都可以比较出他们的优劣。即面对两个证券组合,当风险一定时,投资
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人会选择期望收益高的证券;当期望收益一定时投资人会选择风险小的证券,除非投资人是非理性的,例如

精神病患者。
在证券投资学教材中,对最优证券组合的描述都归纳为两个特点:第一,风险相同时能提供最大的期望

收益率;第二,期望收益率相同时能提供最小的风险。从数学角度来解释,这其中的最优、最大、最小等均要

建立在有序的基础上,否则是比较不出优劣的。
可行集(也称投资机会集)代表N 种证券所形成的各种可能的证券组合集,或者位于可行集的边界上,

或者位于边界内。例如,对于二元证券组合(包含两种证券的组合),其可行集是第一象限平面内的一个三角

形区域。这可通过数学模型推导出来。
设A、B 是任意2个证券组合,其期望收益率分别是E(rA)、E(rB),风险分别是σA、σB。由它们构造一

个新的证券组合P,在这个新组合中A、B 所占权重分别是wA、wB,当然,wA+wB=1。根据投资学中的风

险与收益率的计算规则,可以计算证券组合P 的期望收益E(rP)与风险σP分别是:

E(rP)=wAE(rA)+wBE(rB), (1)

σ2P=(wAσA)2+(wBσB)2+2(wAσA)(wBσB)ρAB, (2)
式中,ρAB是证券组合A 与B 的收益率之间的相关系数,且-1≤ρAB≤1。

对于给定的相关系数ρAB,可在σ-E(r)平面上画出如图1所示的抛物线DEF。

图1 确定的相关系数下二元证券组合的可行集

Fig.1 Thefeasiblesetofbinaryportfoliounderthecorrelationcoefficient

特殊情况下,当ρAB=1时,可得σP=wAσA+wBσB,
当ρAB=-1时,可得σP=|wAσA-wBσB|。
下面分别讨论如下:

1)当ρAB=1时,则有

ErP( ) =wAErA( ) +wBE(rB),

σP=wAσA +wBσB,

wA +wB =1。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(3)

  于是,可得E(rP)与σP的关系式为

ErP( ) =
1
σA

σP+ 1-wA( )ErB( ) -
(1-wA)σB

σA

。 (4)

  显然,这是σ-E(r)平面上的一直线,在一象限内是一线段,是二元证券组合的一个特殊的可行集。

2)当ρAB=-1时,又存在两种情况:σP=wAσA-wBσB,σP=wBσB-wAσA。

①当σP=wAσA-wBσB时,可得

ErP( ) =wAErA( ) +wBE(rB),

σP=wAσA -wBσB,

wA +wB =1。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(5)

于是有

E(rP)=
ErA( ) -E(rB)

σA +σB
σP+

σB

σA +σB
ErA( ) -E(rB)[ ] +E(rB)。 (6)
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  ②当σP=wBσB-wAσA时,可得

ErP( ) =wAErA( ) +wBE(rB),

σP=wBσB -wAσA,

wA +wB =1。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(7)

  于是有

E(rP)= -
ErA( ) -E(rB)

σA +σB
σP+

σB

σA +σB
ErA( ) -E(rB)[ ] +E(rB)。 (8)

  显然,式(6)与式(8)是两条相交的直线,交点E 在纵轴上,坐标为:

E(rP)=
σB

σA +σB
ErA( ) -E(rB)[ ] +E(rB)。

  同时也可分别求出直线(4)与(6)的交点,以及直线(4)与(8)的交点。
即通过求解方程组(9)可得直线(4)与(6)的交点Q 的坐标。

ErP( ) =
1
σA

σP+ 1-wA( )ErB( ) -
1-wA( )σB

σA

,

E(rP)=
ErA( ) -E(rB)

σA +σB
σP+

σB

σA +σB
ErA( ) -E(rB)[ ] +E(rB)。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(9)

  通过求解方程组(10),可得直线(4)与(8)的交点R 的坐标。

ErP( ) =
1
σA

σP+ 1-wA( )ErB( ) -
1-wA( )σB

σA

,

E(rP)=-
ErA( ) -E(rB)

σA +σB
σP+

σB

σA +σB
ErA( ) -E(rB)[ ] +E(rB)。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(10)

  这样可以在平面上得到一个三角形EQR,如图2所示。

图2 二元证券组合中特殊情形下的投资机会集

Fig.2 Investmentopportunitysetunderspecialcircumstancesinbinaryportfolio

当相关系数ρAB≠±1时,即-1<ρAB<1时,得到期望收益E(rP)与风险σP还应满足:

ErP( ) =wAErA( ) +wBErB( ) ,

σ2P=(wAσA)2+(wBσB)2+2(wAσA)(wBσB)ρAB,

wA +wB =1。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(11)

  如前面所述,每给定一个ρAB的值,式(11)代表一条抛物线,如图2中的曲线QR,即是取ρAB=0的一条

较常见的抛物线。所有这些抛物线有一个共同的特点,即均经过Q、P2点,且充满整个三角形EQR。如图

3中,画出了ρAB=0,0.2,0.5的3种情形。也就是如果在三角形EQR 区域内任意取一点,则必有一条上述

性质的抛物线经过这一点。所以二元证券组合的投资机会集是三角形EQR 区域,如图3所示。
对于n(n>2)个证券构成的证券组合来说,可以在二元证券组合的基础上做推广,假设有S1,S2,…,Sn

等n 个证券构成证券组合P,他们在组合P 中所占的权重分别为:w1,w2,…,wn,当然满足条件 w1+
w2+…+wn=1。任何两个证券Si、Sj,他们收益率之间的相关系数ρij,仍满足:-1≤ρij≤1.于是证券组合
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P 的期望收益E(rP)与风险σP之间的关系为

ErP( ) =w1Er1( ) +w2Er2( ) +…+wnErn( ) ,

σ2P=(w1σ1)2+(w2σ2)2+…+ wnσn( )2+2ρ1,2 w1σ1( ) w2σ2( ) +…+2ρn-1,n(wn-1σn-1
)(wnσn),

w1+w2+…+wn =1。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(12)

  也可表达为

ErP( ) =
n

i=1
wiE(ri),

σ2P=
n

i=1

n

j=1
wiwjσij

,


n

i=1
wi=1。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(13)

其中,σij=
ρijσiσj

,当i≠j时,

σ2i=σ2j,当i=j时。{

图3 二元证券组合的投资机会集

Fig.3 Investmentopportunitysetofbinaryportfolio

从式(12)或式(13)可知,这3个关系式代表σ-E(r)平面上一系列的抛物线,这些抛物线所围成的区域

GESH,即是n-元证券组合构成的投资机会集,其中E 点代表这个区域中风险最小的投资组合,如图4
所示。

图4 n-元证券组合的投资机会集

Fig.4 Investmentopportunitysetofn-aryportfolio

2 最优证券组合的确定及数学分析

寻找最优证券组合的问题,实际上可归结为数学上的最优解问题。通过第1节的数学建模,最优证券组

合的存在性也就有了数学基础。首先从数学上看,这些区域的边界是一些具有下凹性的抛物线,所以他们围

成的区域构成了平面内的一个凹集,即图4中的GESH 曲边多边形,也就是n-元证券组合的投资机会集

(即可行集)。对于理性的投资者来说,他们在投资机会集中选择投资组合时,当然会根据自己的风险偏好程
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度在图4中的ES 边界上选择相应的点所对应的投资组合。边界ES 在投资学教材中称为有效边界(有些教

材译成有效前沿)。
下面阐述清楚最优证券组合与最优风险(资产)组合的区别。如果证券市场上存在一个无风险收益率

Rf(即无风险资产),它所对应的坐标象限的点F 位于正向纵轴上,通过F 点向曲线段ES 作切线,切点为O
点,则O 点对应的证券组合是给定证券市场的最优风险(资产)组合,此组合中的资产全是风险证券,如图5
所示。

图5 最优风险资产组合的确定

Fig.5 Determinationofoptimalriskportfolio

图5中的切线FO,也是这种特殊情况下的资本分配线,针对不同风险偏好的投资者,他们将以无风险资

产Rf(即对应F 点)与最优风险资产组合(即对应O 点)来构建最优证券组合,即对应线段FO 上的点。风

险厌恶型投资者将在靠F 点的附近寻找投资组合,风险偏好型投资者将在靠O 点的附近寻找投资组合,而
风险中性型投资者将在线段FO 的中点附近寻找投资组合。所以,对于给定的证券市场,所有投资者的最优

风险(资产)组合是相同的,即图4中对应的O 点,而最优证券组合则是根据投资者的风险偏好程度来构建,
即需权衡组合中无风险资产与最优风险组合各占多少比例而定。

3 结论与启示

文章从严谨的数学模型与方法出发,对现代证券投资理论中的最优风险资产组合的数学机理与形成过

程进行了分析。通过建立投资组合风险、收益与有序数对的一一对应关系,构建了形成二元证券组合的投资

机会集的数学模型,求解出对应的投资机会集的边界曲线,由此推导出最优风险资产组合的数学表达式。最

后将结果推广到了n-元证券组合的情形。
证券投资学是全球高校商学院中开设的一门重要的核心课程,在教学过程中如何把握这门课的核心内

容的深度是值得探讨的问题。作为硕士研究生课程,对证券组合选择理论部分,既要讲清楚其中的市场应

用,也要讲清楚其中的数学原理,这对提高一个研究生的数学素质及数学应用能力非常重要。本研究为解决

此类问题提供了很好的借鉴。
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