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摘要:二维弹性力学Cauchy边界条件反问题的可进入测量部分边界上的全部面力和位移边界

条件均已知,难进入测量部分边界上的所有边界条件需要求解。基于边界元方法,采用多项式函数

近似未知的面力边界条件,将该反演问题转化为多项式系数识别问题。目标函数定义为已知边界

上面力的计算值和给定值之间的最小二乘误差,利用布谷鸟算法最小化目标函数,实现对待求边界

上面力边界条件的数值反演。未知位移由反演得到的面力结合其他已知边界条件代入正问题中求

解得到。比较了未采用多项式和采用多项式近似的计算结果,并分别讨论了鸟巢数量、多项式阶数

及测量误差对数值反演的影响。数值算例验证了布谷鸟算法联合多项式近似可准确有效地求解弹

性力学Cauchy边界条件反问题。
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Abstract:ForCauchyboundaryconditioninverseproblemsin2-Delasticity,alltheboundaryconditionson
accessiblepartoftheboundaryareknown,andtheboundaryconditionsontherestinaccessiblepartofthe
boundaryneedtobesolved.Inthispaper,basedontheboundaryelementmethod,andwithapolynomial
functiontoapproximatetheunknowntractionboundaryconditions,theinverseproblemwastransformed
intoaproblemwiththeidentificationofunknowncoefficientsofthepolynomial.Theobjectivefunctionwas
definedastheleastsquareerrorbetweenthecalculatedvaluesandthegivenvaluesofthetractionsonthe
measurablepartoftheboundary.Theunknowntractionsontheimmeasurableboundarywererecognizedby
minimizingtheobjectivefunctionthroughthecuckoosearch(CS)algorithm.Then,theunknownboundary
displacementswereobtainedbysolvingthedirectproblemwiththeinversedtractionsandtheotherknown
conditions.Thecalculationresultswithandwithoutusingpolynomialapproximationwerecompared,and
theinfluencesofnestnumber,polynomialorderandmeasurementnoiseonthenumericalinversionwere
alsodiscussed.NumericalexamplesverifythattheCSalgorithmcombinedwithpolynomialapproximation
canaccuratelyandeffectivelysolvetheCauchyprobleminelasticity.
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反问题具有重要的研究价值和工程背景。在过去几十年里,反问题的应用已经扩展到许多领域,如热传

导、电阻抗层析成像、无损检测等。弹性力学Cauchy边界条件反问题是一类经典的反问题。在这类问题中,
只在解域的部分边界上可以测量或者给出边界条件,而剩余边界则不方便测量或得到任何信息。这类问题

的数值反演一般是不适定的,即微小的测量误差会导致计算结果的精度严重下降。因此,提出准确有效的数

值方法以克服反问题的不适定性是一项很有必要的工作。
边界元法[1]是解决工程问题的一种常用计算方法,被广泛用于求解各类力学反问题。与有限元法相比,

边界元法只需离散待求区域表面,从而降低维度,减少求解问题的自由度数,节省大量时间。由于边界元法

只需将区域边界离散,域内值仍可解析计算得到,因此计算精度更高。

Marin等[2]基于边界元法和共轭梯度法对弹性力学Cauchy反问题进行求解,识别了未知边界上的面力

和位移。Li等[3]对有限差分法进行拓展,采用了广义有限差分法求解二维Cauchy反问题,避免了网格划分

和数值求积等耗时长的工作。ElSeblani等[4]提出了一种局部无网格Hermite型配点法用于求解Cauchy反

问题。Marin等[5]利用基本解法和衰落正则化方法进行缺失边界数据的数值重构,并根据 Morozov偏差原

理确定合适的迭代步数。Grigor’ev[6]给出了一种求解弹性理论中Lame方程Cauchy反问题的解析计算方

法。Yang等[7]用改进的Tikhonov正则化方法求解Cauchy反问题。Liu等[8]结合Trefftz法和基本解法,
改善了Cauchy问题解的精度。Wang等[9]首次尝试用局部基本解方法求解复杂几何中的Cauchy反问题。
周焕林等[10]利用截断奇异值分解法识别Cauchy边界条件,并用L-Curve法确定正则化参数,得到正则解。

近年来,元启发式算法作为一种新兴的优化类算法,广泛应用于很多领域。Mahmud等[11]将边界元法、
共轭梯度法和遗传算法结合,用于Cauchy反问题的求解,识别非均匀体内的夹杂。Tian等[12]基于量子行为

粒子群算法和共轭梯度法反演稳态条件下的几何形状,应用Tikhonov正则化方法处理问题的病态性。布谷

鸟搜索(cuckoosearch,CS)算法[13]由Yang和Deb于2009年提出,并在近年来得到广泛的关注。严俊等[14]

基于CS算法反演了稳态热传导问题的导热系数。Naumann等[15]用改进的CS算法进行空气动力学的设计

优化。Kaveh等[16]使用改进的CS算法对地震荷载作用下的三维钢结构框架进行尺寸优化。Walton等[17]

基于改进的CS算法,讨论了非梯度算法的一些工程应用。
笔者结合CS算法和多项式近似法求解弹性力学Cauchy边界条件反问题,将待识别面力边界条件用多

项式函数拟合,从而将离散结点未知边界条件求解问题转化成多项式未知系数识别问题。通过CS算法最小

化已知边界上的面力计算值与给定值的最小二乘误差来反演未知面力,将反演得到的面力边界条件代入正

问题求解得到未知边界位移。

1 正问题

1.1 弹性力学理论

考虑一线弹性区域Ω∈Rd,R为实数集,d 为所求问题的空间维数,一般d∈ 1,2,3{ },并且域Ω 由光滑

边界Γ=∂Ω 包裹。假设边界由两部分组成,Γ=Γ1∪Γ2,其中Γ1,Γ2≠⌀,并且Γ1∩Γ2=⌀,⌀为空集。仅

研究二维弹性力学问题,且不考虑体力作用,则系统的控制方程可按下式给出:

G
∂2ui x( )

∂xjxj
+

G
1-2ν

∂2uj x( )

∂xi∂xj
=0,x∈Ω,i,j=1,2。 (1)

式中:G 和ν分别为材料的剪切模量和泊松比;x 为区域内一点,xi和xj为该点i和j方向上的坐标,ui和uj

表示该点i和j方向上的位移。
几何方程为:

εij x( ) =
1
2
∂ui x( )

∂xj
+
∂uj x( )

∂xi

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,x∈Γ,i,j=1,2。 (2)
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式中:εij为应变分量。由胡克定律可得应力和应变之间的关系,即:

σij x( ) =2Gεij x( ) +
ν
1-νεkkx( )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,x∈Γ,i,j=1,2。 (3)

式中:εkk为体积应变,σij为应力分量。
令nx( ) 为边界Γ 上的外法线向量,且tx( ) 为其上一点x 处的面力向量,则有:

ti x( ) =σij x( )nj x( ) ,x∈Γ,i,j=1,2。 (4)

  若在边界Γ 的部分边界,即Γ2 上已知所有信息,而剩余边界Γ1 上边界条件全未知,则有:

ui x( ) =ui x( ) ,ti x( ) =ti x( ) ,x∈Γ2,i=1,2。 (5)
式中:ui 为i方向上已知位移条件,ti 为i方向上已知面力条件。

利用已知边界条件式(5)去识别剩余边界未知信息,此类问题为Cauchy型边界条件反问题,如图1
所示。

图1 Cauchy边界条件反问题

Fig.1 TheinverseproblemofCauchyboundaryconditions

1.2 边界积分方程

考虑二维弹性力学平面问题且不考虑体力项,则边界积分方程可写成:

Cijuj +∫Γ
T*

ijujdΓ=∫Γ
U*

ijtjdΓ, i,j=1,2。 (6)

  对于二维各向同性线弹性体,其位移基本解和面力基本解分别为:

U*
ij = -1
8πG 1-ν( )

3-4ν( )lnrδij -r,ir,j[ ] ; (7)

T*
ij =

1
4π1-ν( )rr,n 1-2ν( )δij +2r,ir,j[ ] - 1-2ν( ) r,inj -r,jni( ){ }。 (8)

式中:U*
ij 和T*

ij 分别表示弹性体内i向作用单位集中力时引起的j向位移和面力分量;Cij为与点x 位置有关

的常数;δij为克罗内克函数;r为边界上源点到场点之间的距离;r,i、r,j和r,n分别表示r 对xi、xj 以及外法

线向量n 的偏导数;ni和nj分别表示外法线n 在i和j 方向上的方向余弦。对于平面应力问题,将ν换为

ν
1+ν

。利用边界元法离散边界积分方程式(6),可得以下表达式:

HU=GT。 (9)
式中:H 和G 是只与边界Γ 几何有关的系数矩阵,U 和T 为结点的位移和面力列向量。引入已知边界条件

(5)中Γ2 上的位移边界条件和Γ1 边界上的面力边界条件,该面力边界条件采用布谷鸟算法优化计算得到的

系数进行多项式拟合后获得,式(9)可改写为:

Af=s。 (10)

式中:A 为式(9)移项后形成的已知系数矩阵;s为移项后形成的已知列向量;向量f 包含边界Γ1 上的未知

位移边界条件和Γ2 上的面力边界条件计算值。
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2 反问题

2.1 多项式近似

假定未知面力边界条件由已知形式的m 阶多项式组成,通过下式表示:

ti x( ) =b0+b1x1+b2x2+b3x2
1+b4x1x2+b5x2

2+…+bm m+3( ) /2xm
2。 (11)

  对整个边界Γ1 上未知面力进行拟合,用矩阵形式表示,则有

ti=bqx( ) 。 (12)

式中:b= b0b1b2b3b4b5…bm m+3( )/2( ),qx( )= 1x1x2x2
1x1x2x2

2…xm
2( )T。从而,边界条件反问题转化

为未知多项式系数识别问题。

2.2 目标函数

通过多项式函数插值拟合后,未知面力边界条件识别转化为找出一组最优系数b 满足收敛条件。目标

函数表示如下:

Jb( ) =
2

i=1

N

l=1
‖tl

i -t̂l
i‖

2。 (13)

式中:N 为可测得面力和位移边界条件信息的边界上划分的结点数,tl
i 为通过边界元法计算得到的第l个结

点在i方向上的面力分量计算值,t̂l
i 为第l个结点在i方向上的面力分量已知值。考虑测量误差的结点面力

测量值为

t* =t̂0 1+wp( ) 。 (14)

式中:t̂0 表示不带误差的结点面力测量值;w 表示服从0~1分布的正态分布随机误差;p 为误差水平系数。
当目标函数Jb( ) 满足

Jb( ) <ε。 (15)
时,迭代终止,ε为迭代终止条件。

2.3 布谷鸟搜索算法

布谷鸟算法是一种新型元启发式算法。该算法通过模拟布谷鸟的繁殖寄生行为,并加入Lévy飞行机制

求解最优化问题。布谷鸟搜索算法可以用如下3点理想化准则概括:

1)每只布谷鸟单次只产1枚卵,并且随机选择宿主巢穴放入;

2)将存有最好鸟蛋的巢穴留至下一代;

3)用于迭代的鸟巢数量η是一定的,鸟巢中外来蛋被发现的概率是pa∈[0,1]。
基于以上3条准则,鸟巢位置更新方式表示为:

XK+1
g =XK

g +αLλ( ) 。 (16)

式中:XK
g 表示第g g=1,2,…,η( ) 个鸟巢在第K 代的位置,为元素点乘,α 为步长因子,L λ( ) 为莱维飞行

搜索步长,服从分布

Lλ( ) ~z=K-λ。 (17)
飞行步长λ定义为:

λ=
z
v

1
β

。 (18)

式中:z和v 为正态分布随机变量,z~N 0,σ2z( ),v~N 0,σ2v( ),β=1.5。

σ2z =
Γ1+β( )

βΓ1+β( )/2
·sinπβ

/2( )

2β-1( ) /2
é

ë
êê

ù

û
úú1/β,σv =1; (19)

Γα =∫
∞

0
Kα-1e-KdK。 (20)

式中:Gα为伽马函数;K 为迭代次数。
综上所述,鸟巢位置更新公式可表示为:
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XK+1
g =XK

g +α0
σu ×u

1
β

ν XK
q -XK

best( ) 。 (21)

式中:XK+1
g 为算法更新后得到的K+1代解,XK

g 和XK
q 是算法在K 代生成的2个解,XK

best为算法在K 代的

最优解,α0为步长因子。
算法在根据发现概率pa 抛弃部分解后,利用下式生成新解

XK+1
g =XK

g +γ XK
q -XK

o( ) 。 (22)
式中:γ 为标准正态分布随机变量;XK

o 是算法在第K 代产生的1个随机解。

2.4 边界条件识别过程

布谷鸟算法求解弹性力学边界条件反问题的步骤如下:

1)给定所需的算法参数:未知参数个数、鸟巢数量、发现概率、最大迭代次数等。

2)用布谷鸟算法得到η组未知参数初始值,计算每一组未知参数对应的适应度,选出当前最优的一组参

数及其对应的目标函数值。

3)验算目标函数是否满足式(15)迭代停止条件,如满足,输出最优解并转到第8步,否则转第4步。

4)通过式(16)的Lévy游走生成新的鸟巢,并根据对应的目标函数值选出当前最优鸟巢。

5)按概率抛弃部分鸟巢,并按照式(22)生成同样数量的新鸟巢。

6)根据式(13)计算各鸟巢的目标函数值,找出当前最好鸟巢。

7)更新鸟巢,返回第3步。

8)利用得到的最优系数计算出Γ1 边界上的面力边界条件,结合边界Γ2 上的已知位移边界条件,代入正

问题中计算得出边界Γ1 上的未知位移边界条件。

3 数值算例

利用2个数值算例验证布谷鸟算法联合多项式近似识别未知边界条件的有效性和准确性,选用相对误

差et和eu表示反演结果的精度。

et=
‖t num( ) -t an( ) ‖

‖t an( ) ‖
; (23)

eu=
‖u num( ) -u an( ) ‖

‖u an( ) ‖
。 (24)

式中:t num( ) 和u num( ) 分别表示未知边界上反演得到的面力和位移边界条件数值解,t an( ) 和u an( ) 为精确的

面力和位移边界条件。

3.1 受单向拉伸方板

考虑一个 -2,2[ ]× -2,2[ ] 的受单向拉伸方板,如图2所示。弹性模量E=5.0N/m2,泊松比ν=0.3。
边界Γ1= x=(x1,x2)x1=-2,-2≤x2≤2{ },其余边界为Γ2。整个边界划分为16个线性单元。精确的

边界条件给定为:

u an( )
1 x1,x2( ) =

1
Ex1,u an( )

2 x1,x2( ) =-
ν
Ex2;

σ an( )
11 x1,x2( ) =σ0,σ an( )

12 x1,x2( ) =σ an( )
22 x1,x2( ) =0;

t an( )
i x1,x2( ) =σ an( )

i1 x1,x2( )n1 x1,x2( ) +σ an( )
i2 x1,x2( )n2 x1,x2( ) 。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(25)

式中:σ0=2.0N/m2;i=1,2。已知的边界条件为:Γ1 上边界条件全未知,Γ2 上边界条件全已知。收敛条件

为ε=1×10-5,最大迭代次数为1000。

3.1.1 鸟巢数量的影响

不考虑测量误差,采用一阶多项式反演未知边界条件,讨论鸟巢数量分别为5,10,15,20时的计算结果。
计算结果如表1所示。
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图2 受单向拉伸方板

Fig.2 Squareplateunderuniaxialtension

表1 鸟巢数量对计算结果的影响

Table1 Influenceofnestnumber

鸟巢数量 迭代次数 相对误差eu 相对误差et

5 501 8.22×10-5 9.21×10-5

10 260 3.91×10-5 2.64×10-5

15 252 4.37×10-5 2.35×10-5

20 240 3.24×10-5 1.34×10-5

  由表1可知,随着鸟巢数量增加,反演结果精度提高,且所需迭代次数逐渐减少。鸟巢数取20时,所需

迭代次数最少,获得的解精度最高。因此,为保证计算效率与精度,其余算例鸟巢数均取20。

3.1.2 多项式近似对计算结果的影响

为了验证多项式近似对边界条件识别问题的有效性,考虑用布谷鸟算法直接识别未知边界条件。表2
给出了布谷鸟算法在采用多项式近似和直接反演2种情况下计算结果的对比。考虑非多项式直接反演时待

识别未知量多,布谷鸟算法识别难度较大,设置算法在非多项式识别时的最大迭代次数为5000。

表2 多项式反演和直接反演的计算结果对比

Table2 Thecomparisonbetweenpolynomialinversionanddirectinversion

迭代次数 相对误差eu 相对误差et

多项式 240 3.24×10-5 1.34×10-5

非多项式 5000 9.77×10-3 3.17×10-3

由表2看出,算法在引入多项式函数近似未知面力边界条件后,反演结果精度提高,收敛速度也明显加

快。因此对未知边界条件反演问题采用多项式近似方法,将获得更快的收敛速度和更高的计算精度。

3.1.3 多项式阶数的选取

多项式的阶数取值为m=1,2,3,讨论不同多项式阶数对反演结果的影响。在整个待识别边界Γ1 上,横
坐标x1 为常数,边界条件表达形式如下:

ti x2( ) =b0+b2x2 m=1;

ti x2( ) =b0+b2x2+b5x2
2 m=2;

ti x2( ) =b0+b2x2+b5x2
2+b9x3

2 m=3。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(26)

  表3给出了选用不同阶数多项式时布谷鸟算法的计算结果。

表3 多项式阶数对CS计算结果的影响

Table3 TheresultsofCSwithdifferentpolynomialdegree

m 迭代次数 相对误差eu 相对误差et

1 240 3.24×10-5 1.34×10-5

2 565 9.68×10-5 5.86×10-5

3 1000 1.17×10-2 7.09×10-3
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结果表明,随着多项式阶数m 增加,计算结果误差变大,同时需要的迭代数也大幅增加。对于本例,待
识别边界上面力值为常数,多项式阶数增加不能有效提高结果精度。在多项式阶数为1的情况下获得的结

果足够精确。因此,为了保证算法能快速准确收敛,多项式阶数取1。

3.1.4 测量误差的影响

在1%、3%、5%三种不同测量误差下进行边界条件识别,研究测量误差对反演结果的影响。待求面力边

界条件和位移边界条件的数值解与解析解之间的对比结果如图3所示。

图3 不同测量误差对反演结果的影响

Fig.3 Inverseresultswithdifferentmeasurementerrors

待求位移边界条件的相对误差分别为1.02×10-2、3.02×10-2、5.01×10-2,面力识别结果的相对误差分

别为9.21×10-3、2.72×10-2、4.49×10-2。在3种测量误差水平下的迭代次数分别为300、313、352。不难看

出,测量误差越大,反演精度越低,迭代次数也越多。
从图3可以看出,测量误差对反演结果的影响较大。在误差水平为1%时,反演值与真实值相差较小,随

着测量误差增加,反演值与真实值偏差逐渐增大。

3.2 受内外均匀压力作用的厚壁圆筒

如图4所示,一厚壁圆筒受内外均匀压力作用,其边界由两部分组成:Γ1= x= x1,x2( ) x2
1+x2

2=102{ } 和

Γ2=x= x1,x2( ) x2
1+x2

2=252{ }。本问题的弹性模量G=8000N/m2,泊松比ν=0.2。已知的边界条件为:
边界Γ2 上,面力和位移全已知;边界Γ1 上,面力和位移均未知。外边界划分56个线性单元,内边界划分40
个单元。收敛条件给定为ε=1×10-4,最大迭代次数取5000。边界条件解析解为:

u an( )
i = - 1-ν( )

2G 1+ν( )
σ0xi;

σ an( )
ij =-σ0δij。

ì

î

í

ïï

ïï

(27)

式中:σ0=100N/m2,i=1,2。
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图4 受均布压力作用的厚壁圆筒

Fig.4 Thick-wallcylinderunderuniformdistributionpressure

3.2.1 多项式近似对计算结果的影响

本例待识别结点数为40,故待识别面力分量数为80,使用布谷鸟算法直接识别难度大,故考虑给出更大

的容许迭代次数。在不使用多项式近似求解未知边界数值时,令最大迭代步数为10000。不考虑测量误差,
表4给出了未采用多项式近似未知面力边界条件和采用多项式近似面力2种情况下的反演结果对比。

表4 多项式反演和直接反演的计算结果对比

Table4 Thecomparisonbetweenpolynomialinversionanddirectinversion

迭代次数 相对误差eu 相对误差et

多项式 293 7.80×10-6 3.91×10-6

非多项式 10000 1.98×10-2 5.99×10-2

使用多项式近似方法识别未知边界条件,由于待识别参数少,所以通过较少的迭代就能得到精度满足需

求的结果;而直接使用布谷鸟算法进行边界条件识别时,由于未知参数过多而使得计算结果精度较差。

3.2.2 多项式阶数的选取

合适的多项式阶数有利于反演过程的进行。与算例3.1不同,此例边界Γ1 上的横坐标x1 是变化的,所
以采用如式(28)的多项式进行未知面力边界条件近似。表5给出了采用不同阶数的多项式函数时布谷鸟算

法的反演结果误差。

ti x1,x2( ) =b0+b1x1+b2x2 m=1;

ti x1,x2( ) =b0+b1x1+b2x2+b3x2
1+b4x1x2+b5x2

2 m=2;

ti x1,x2( ) =b0+b1x1+b2x2+b3x2
1+b4x1x2+b5x2

2+b6x3
1+b7x2

1x2+b8x1x2
2+b9x3

2 m=3。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(28)
表5 多项式阶数对CS算法结果的影响

Table5 TheresultsofCSwithdifferentpolynomialdegree

m 迭代次数 相对误差eu 相对误差et

1 293 7.80×10-6 3.91×10-6

2 2216 1.77×10-5 1.83×10-5

3 5000 3.93×10-3 6.89×10-3

由表5可以看出,在3种不同多项式阶数情况下,随着多项式阶数m 增加,相对误差eu和et增大,数值

结果逐渐偏离精确解。迭代次数随多项式阶数升高而增加,在多项式阶数为3时,即使迭代至最大迭代次
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数,计算结果仍无法令人满意。由此可知,多项式阶数的选取对反演结果有显著的影响。对于本例,由于所

受荷载均匀分布在区域表面,与坐标值呈简单线性变化关系,故仅需一阶多项式即可获得足够精度的数值

解。为了保证算法的准确性和计算效率,多项式阶数取1。

3.2.3 测量误差的影响

考虑不同测量误差对反演结果的影响,待识别边界条件反演值与精确解之间的对比结果如图5所示。

图5 不同测量误差对反演结果的影响

Fig.5 Inverseresultswithdifferentmeasurementerrors

测量误差水平为1%、3%和5%时,位移边界条件识别结果的计算误差分别为6.20×10-3、1.61×10-2、

2.63×10-2,面力反演结果的相对误差分别为3.44×10-3、8.55×10-3、1.40×10-2,迭代次数分别为320、

392、500。测量误差增加会降低计算结果的精度,随着测量误差增加,迭代次数也随之增加。

4 结 论

笔者将布谷鸟搜索算法应用于弹性力学Cauchy边界条件反问题求解,并引入了多项式函数近似未知边

界条件的方法。采用布谷鸟算法最小化已知边界上面力的计算值和给定值之间的差异,实现对未知边界上

的面力边界条件的反演,并利用边界元法求解弹性力学正问题得到未知位移。通过对比未使用多项式和使

用多项式近似的计算结果,验证了将未知面力边界条件进行多项式近似是一种求解Cauchy边界条件反问题

的更加快速准确的方法。在布谷鸟算法识别过程中,进一步讨论了鸟巢数量、多项式阶数和测量误差对数值

结果的影响。研究结果表明:鸟巢数量增加,识别精度提高;多项式阶数增加,数值结果精度下降;随着测量

误差增大,反演结果误差变大并且所需迭代次数增多。因此,选择合适的鸟巢数量、多项式阶数并减少测量

误差可获得更加准确的反演结果。算例验证了基于多项式近似的布谷鸟算法能准确有效地反演弹性力学边

界条件。
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