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摘要:采用假设模态法和有限元法两种离散方法描述柔性梁的变形场,对作大范围运动的中心

刚体 功能梯度材料梁的动力学特征进行研究。假设功能梯度材料的物理参数为沿着梁厚度方向

变化的幂函数,考虑梁的纵向拉伸变形和横向弯曲变形,同时计及横向弯曲变形引起的纵向缩短,
即非线性耦合项,运用第二类Lagrange方程推导得到两种不同离散方法描述的具有统一形式的系

统刚柔耦合动力学方程。通过与假设模态法的数值仿真结果对比,验证所建立有限元模型的正确

性。通过大变形算例,说明基于小变形假设的假设模态法计算上的局限性。在此基础上讨论功能

梯度指数对作大范围转动柔性梁动力学特性的影响。结果表明基于小变形假设的假设模态法并不

能处理大变形问题;在功能梯度材料梁其他物理参数不变的条件下,梁的最大位移随着功能梯度指

数 N 增大而增大;横向弯曲固有频率会随着转速的增加而变大;当转速一定时,固有频率会随着功

能梯度指数 N 增大而减小。
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  中图分类号:TB34 文献标志码:A 文章编号:1000-582X(2020)06-065-12
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undergoinglargeoverallmotions
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Abstract:Thedeformationfieldoftheflexiblebeamwasdescribedbyusingtheassumedmodemethodand
thefiniteelementmethodandthedynamiccharacteristicsofahub-functionallygradedmaterialbeam
undergoinglargeoverallmotionswerestudied.Assumingthatthephysicalparametersoffunctionally
gradedmaterialsfollowedcertainkindofpowerlawgradientdistributionandvariedalongthethickness
direction,consideringboththelongitudinaldeformationandtransversaldeformationofthebeam,and
takingthenonlinearcouplingtermknownasthelongitudinalshorteningcausedbytransversaldeformation
intoaccount,wederivedtherigid-flexiblecouplingdynamicsequationsofthesystemdescribedbytwo



differentdiscretemethodswithauniformformviaemployingLagrange’sequationsofthesecondkind.The
validityofthefiniteelementmethodestablishedinthispaperwasverifiedbycomparison withthe
numericalsimulationresultsoftheassumedmodemethod.Thelimitationoftheassumedmodemethod
basedonsmalldeformationassumptionwasillustratedbytheexampleoflargedeformation.Onthisbasis,

theinfluenceoffunctionalgradientdistributionrulesonthedynamiccharacteristicsofflexiblebeams
undergoinglargeoverallmotionswasdiscussed.Theresultsshowthattheassumedmodemethodcannot
dealwithlargedeformationproblem.Whenotherphysicalparametersoffunctionallygradedmaterials
beamremainunchanged,themaximumdisplacementofthebeamincreaseswiththeincreaseoffunctionally
graded materialsindexwhilethenaturalfrequencyoftransversebendingofbeamincreaseswiththe
increaseofrotationalspeed,andwhenrotationalspeedisconstant,thenaturalfrequencywilldecreasewith
theincreaseoffunctionalgradientindex.
Keywords:functionallygradedmaterialbeam;rigid-flexiblecoupling;dynamics;naturalfrequencies

随着科学技术的飞速发展,传统材料耐热性和强度等方面的劣势越来越明显,尤其是一些尖端科技,例
如航天工程领域,医学领域,生物科学领域等。为了满足实际工程的需要,亟需能满足复杂工况下的新型复

合材料[1]。功能梯度材料可将不同材料的优点集于一身,一经提出便引起各国学者的高度关注。它一般由

金属和陶瓷按不同组分复合而成,既有金属材料强度高的特性,又有陶瓷材料耐热性好的特性,具备了传统

材料不具备的优点,在航空航天领域特别是直升机旋翼、空间机械臂和太阳能帆板等复杂工况下的结构用材

具有广阔的应用前景。
诸多学者们已经将假设模态法[2]、有限元法[3]、无网格法[4]、Bezier插值法[5]等运用到作大范围运动柔

性体变形的离散问题中,取得了诸多的成果。吴胜宝[2]采用假设模态法进行离散均质柔性梁,建立了柔性梁

作大范围运动的零次模型和一次模型,总结出零次模型和一次模型在不同转速下计算结果上的差异。张弛

等[6]利用假设模态法进行离散均质楔形梁,总结出在相同条件下梁的形状与端部有无质点对柔性梁的动力

学响应产生十分明显的影响。文献[7-8]将该方法运用到离散功能梯度材料梁[9-11]中去,得到了梯度的分布

规律和功能梯度指数对系统的动力学特征都会产生不同的影响。文献[12-14]使用假设模态法、有限元法、
无网格法等对作定轴旋转运动的均质柔性梁进行离散,对比不同方法下的计算结果,假设模态法在计算低速

旋转小变形问题的结果十分精确,在计算高速旋转大变形问题的结果不够精确,在实际工程中不适合使用。
在各种情况下有限元法和无网格法的计算结果令人满意。文献[3,12,15]采用有限元法和 Hamilton变分原

理推导出刚柔耦合的一次近似模型,说明了有限元法的一次模型较零次模型的优越性。杜超凡等[16-17]利用

无网格法对柔性梁进行离散,将得到的结果与假设模态法和有限元法的结果进行对比,得出有限元法、无网

格法计算结果精确度更高的结论。He等[18]对作定轴旋转运动梁的固有频率进行研究,得出了不同模型固

有频率的差异。
当今学者大都是对作大范围运动的均质梁进行仿真,对功能梯度梁的动力学仿真采用的是精度较低、

适用范围较小的假设模态法。笔者采用有限元法描述功能梯度材料梁的变形,考虑梁的横向变形和轴向变

形,以及由横向弯曲变形引起的耦合变形量,并在此基础上建立功能梯度材料梁的刚柔耦合动力学方程。采

用浮动坐标系描述系统运动,运用第二类Lagrange方程推导系统动力学方程,并编制旋转功能梯度材料梁

的仿真程序,将假设模态法的仿真计算结果与有限元法的仿真计算结果进行对比,表明本文方法的正确性和

优越性。

1 旋转功能梯度材料梁动力学模型

1.1 系统的物理模型

图1为水平面内作定轴旋转运动的中心刚体 功能梯度材料梁系统,Oxyz为惯性坐标系,中心刚体的半

径为a,外部输力矩为τ,绕z轴转动的转动惯量为Joh。功能梯度材料梁为等截面梁,功能梯度材料的物理
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参数为:梁的长度为L,宽度为b,厚度为h。在梁上建立浮动坐标系Oxy,梁上任意一点P 的变形如图1所

示。不同于传统均质梁,功能梯度材料梁的物理特性沿厚度方向按一定幂规律梯度分布,本文中假设梁的

弹性模量E(y)和密度ρ(y)为坐标y 的函数[8]。

图1 功能梯度梁的变形

Fig.1 DeformationoftheFGMbeam

1.2 系统的动能和势能

在惯性坐标系Oxy 中,功能梯度材料梁上任意一点P 变形后的矢径为

r=Θ(R+ρ0+u), (1)
式中:

R=(a,0)T, (2)

ρ0=(x,y)T, (3)

u=(ux,uy)T, (4)

Θ=
cosθ -sinθ
sinθ cosθ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 (5)

其中,Θ 为浮动基相对于惯性坐标系的法向余弦矩阵,变形矢量u 在浮动坐标系下可表示为:

ux(x,y,t)=w1+wc, (6)

uy(x,t)=w2。 (7)
式中:w1 为柔性梁的轴向变形量,w2 为柔性梁横向弯曲的挠度,wc 为柔性梁横向弯曲引起的纵向变形缩短

量,即非线性耦合变形量,表达式为:

wc(x,t)=-
1
2∫

x

0

w2

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

dξ。 (8)

  对等式(1)关于时间t求一阶导数得到柔性梁任意点P 在惯性坐标系下的速度,表达式为:

r·=Θ
·
(R+ρ0+u)+Θu·。 (9)

因此系统的总动能可以表示为:

T=
1
2∫V

ρ(y)r
·Tr·dV+

1
2Johθ

·
2。 (10)

  根据连续介质力学可以推导出柔性梁任意点P 处的纵向正应变ε11,表达式为:

ε11=
w1

x -y
2w2

x2
。 (11)

忽略梁的剪切和扭转效应,变形势能U 可以表示为:

U=
1
2∫V

E(y)ε211dV。 (12)

1.3 有限元法

如图2所示,采用有限单元法对作定轴旋转运动的功能梯度材料梁进行离散,将功能梯度材料梁分成N
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个等长的梁元,在第j个梁元内,取轴向和横向变形的位移函数对梁进行描述。

图2 功能梯度梁有限元离散模型

Fig.2 FiniteelementdiscretemodeloftheFGMbeam

w1(x,t)=Φxj(x)Aj(t),

w2(x,t)=Φyj(x)Bj(t),{ (13)

式中:Φxj(x)为轴向变形线性插值函数,Φyj(x)为梁弯曲的标准有限元形函数;Aj(t)和Bj(t)为第j个梁单

元节点变形位移矢量,各个变量分别表示为:

Φxj(x)=[ϕxj(x),ϕxj+1(x)],

Aj(t)=[uxj,uxj+1]Τ,{ (14)

Φyj(x)=[ϕyj(x),ϕθj(x),ϕyj+1(x),ϕθj+1(x)],

Bj(t)=[uyj,uθj,uyj+1,uθj+1]Τ。{ (15)

  取第j个单元作为研究对象,建立梁单元自然坐标系λ μ,如图3所示,惯性系下的自然坐标系的表

达式:

λ=
x
b
, (16)

式中x 是单元坐标系下P 点的坐标。

图3 梁单元的自然坐标系

Fig.3 Naturalcoordinatesystemofthebeamelement

在自然坐标系下,梁单元形函数的具体表达式为:

ϕxj(λ)=-
1
2λ+

1
2
,

ϕxj+1(λ)=
1
2λ+

1
2
,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(17)
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ϕyj(λ)=
1
4
(2-3λ+λ3),

ϕθj(λ)=
1
4b
(1-λ-λ2+λ3),

ϕyj+1(λ)=
1
4
(2+3λ-λ3),

ϕθj+1(λ)=
1
4b
(-1-λ+λ2+λ3)。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(18)

  设Rj
x,Rj

y 为第j个梁单元的定位矩阵,A(t)和B(t)为梁的总体变形矢量列阵,则第j 个梁单元节点变

形矢量与总体节点变形矢量可以用下列表达式描述:

Aj =Rj
xA,

Bj =Rj
yB,{ (19)

其中,Rj
x,Rj

y 分别为:

Rj
x =

0 0 … 1 0 … 0
0 0 … 0 1 … 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (20)

Rj
y =

02×2 02×2 L I2×2 02×2 L 02×2
02×2 02×2 L 02×2 I2×2 L 02×2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。 (21)

  因此,梁的轴向和横向变形位移函数可以改写为:

w1(x,t)=Φx(x)A(t),

w2(x,t)=Φy(x)B(t),{ (22)

其中,

Φx(x)=Φxj(x)Rj
x,

Φy(x)=Φyj(x)Rj
y,{ (23)

则变形位移的二次耦合项为

wc=-
1
2BTH(x)B, (24)

式中H(x)为耦合形函数,若位于第j个单元内,则表达式为

H(x)=
1
b∫

λ

-1
Rj

y( ) T
ΦT

yj(λ)
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷
Φyj(λ)

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷Rj

ydλ+
j-1

p=1

1
b∫

1

-1
Rp

y( ) T
ΦT

yp(λ)
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷
Φyp(λ)

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷Rp

ydλ。

(25)

1.4 系统的动力学方程

将功能梯度梁的轴向和横向位移函数代入系统的动能和变形势能表达式中,取广义坐标q=(θ,AT,

BT)T,运用第二类Lagrange方程:

d
dt

T
q
·

æ

è
ç

ö

ø
÷ -

T
q =-

U
q +F, (26)

式中:F=(τ,0,0)T为广义力,τ为刚体上合外力关于刚体质心O 的主矩。将式(10)和(12)代入式(26),经过

复杂的推导可以得到动力学方程:

M11M12M13

M21M22M23

M31M32M33

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

θ̈

Ä

B̈

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=

Qθ

QA

QB

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

。 (27)

  动力学方程(27)中的相关矩阵表达式如下:

96第6期 高 祥,等:作大范围运动功能梯度材料梁的动力学特性研究



M11=Joh+Job+2SxA+ATM1A+BTM2B-BTCB-

∫
L

0
ρbh[ATΦT

xBTH(x)B]dx+
1
4∫

L

0
ρbh[BTH(x)B·BTH(x)B]dx, (28)

M22=M1, (29)

M33=M2+∫
L

0
ρbh[H(x)BBTH(x)]dx, (30)

M21=MT
12=-M3B, (31)

M31=MT
13=ST

y +MT
3A+∫

L

0
ρbh[H(x)BΦyB]dx-

1
2∫

L

0
ρbh[ΦT

yBTH(x)B]dx, (32)

M32=MT
23=-∫

L

0
ρbh[H(x)BΦx]dx, (33)

Qθ =τ-2θ
·
[SxA

·
+ATM1A

·
+BTM2B

·
-BTCB

·
]+

∫
L

0
ρbh[θ

·
(2ATΦT

xBTHB
·
-BTH(x)BBTH(x)B

·
)-BTΦT

yB
·
TH(x)B

·
]dx+

θ
·

∫
L

0
ρbhA

·
TΦT

xBTHBdx,

(34)

QA =θ
·
2ST

x +2θ
·
M3B

·
+(θ

·
2M1-K1)A+K2B+∫

L

0
ρbh[ΦT

xB
·
TH(x)B

·
-
1
2θ
·
2ΦT

xBTH(x)B]dx,

(35)

QB =θ
·
2(M2-C)B-2θ

·
MT
3A
·
-K3B+KT

2A-

∫
L

0
ρbh[2θ

·
(H(x)BΦyB

·
-ΦyBTH(x)B

·
)+H(x)BB

·
TH(x)B

·
]dx+

θ
·
2∫

L

0
ρbh[

1
2H(x)BBTH(x)B-H(x)BΦxA]dx。

(36)

  动力学方程(28)~(36)中相关矩阵系数表达式如下:

Sx =∫
L

0
ρbh(R+x)Φx(x)dx, (37)

Sy =∫
L

0
ρbh(a+x)Φy(x)dx, (38)

M1=∫
L

0
ρbhΦT

x(x)Φx(x)dx, (39)

M2=∫
L

0
ρbhΦT

y(x)Φy(x)dx, (40)

M3=∫
L

0
ρbhΦT

x(x)Φy(x)dx, (41)

C=∫
L

0
ρbh(R+x)H(x)dx, (42)

K1=∫
L

0
E1bΦ'T

x(x)Φ'x(x)dx, (43)

K2=∫
L

0
E2bΦ'T

x(x)Φ″y(x)dx, (44)

K3=∫
L

0
E3bΦ″T

y(x)Φ″y(x)dx, (45)

ρ=∫
h
2

-
h
2
ρ(y)dy, (46)

E1=∫
h
2

-
h
2

E(y)dy, (47)
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E2=∫
h
2

-
h
2

E(y)ydy, (48)

E3=∫
h
2

-
h
2

E(y)y2dy, (49)

式中,M1、M2、M3 为弹性质量阵,K1、K2、K3 为弹性刚度阵,C 为一次耦合项。

本文中所研究的功能梯度材料由陶瓷和金属材料构成,材料的梯度分布为:

E(y)=(Eh-Et)
2y+h
2h

æ

è
ç

ö

ø
÷

N

+Et

ρ(y)=(ρh-ρt)
2y+h
2h

æ

è
ç

ö

ø
÷

N

+ρt

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

, (50)

式中下标h和t分别代表陶瓷材料和金属材料。

将(50)式代入(46)~(49)式中,对密度、弹性模量的表达式进行改写,得到:

ρ=ρh+Nρt
N +1

, (51)

E1=
(Eh-Et)h

N +1 +Eth, (52)

E2=
(Eh-Et)Nh2

2(N +1)(N +2)
, (53)

E3=
(N2+N +2)(Eh-Et)h3

4(N +1)(N +2)(N +3)+
Eth3

12
。 (54)

  式(29)~(46)为功能梯度材料梁作大范围运动的一次模型,去掉下划线部分就得到了旋转功能梯度材

料梁做大范围运动的一次近似模型。

2 动力学仿真

2.1 大范围运动规律已知的系统动力学特征

式(50)的物理参数为:Eh=1.51×1011Pa,Et=7×1010Pa,ρh=3×103kg/m3,ρt=2.707×103kg/m3,

N 为功能梯度指数,l=5m,b=2×10-2m,h=2×10-2m。与文献[8]中的物理参数一致。在本文中主要针

对一次模型下不同的离散方法进行仿真计算。

采用假设模态法和有限元法描述柔性梁的变形场,其中假设模态法模态阶数取4,有限元法将功能梯度

材料梁离散成10个单元。假定功能梯度材料梁作大范围运动的规律已知,角速度的变化规律为:

θ
·
=

Ω1

Tt-
Ω1

2πsin
(2π
t
) 0≤t≤T,

Ω1 t>T,

ì

î

í

ïï

ïï

(55)

式中T=15s,在15s后功能梯度材料梁以匀速Ω1 旋转。Ω1 分别取4,10,20rad/s研究在功能梯度指数

N=2的功能梯度材料梁在不同离散方法下的动力学特征。然后研究在转速Ω1=4rad/s时,在不同离散方

法下功能梯度指数分别取N=0,0.5,1,2,5下的动力学特征。

图4~9表示在功能梯度指数N=2,Ω1 分别取4,10,20rad/s时,柔性梁末端横向变形位移和横向变形

速度。从图中可以看出,在转速较低时,假设模态法和有限元法的仿真结果基本一致,说明本文有限元法所

建模型的正确性。随着转速的增大,假设模态法与有限元法的偏差越来越大。这是因为假设模态法基于小

变形假设,随着转速的增大变形也越来越大,假设模态法的误差也必然越来越大。从各图中的横向变形位移

放大图中可以看出,振动平衡位置并不在梁轴线上,而是发生了偏移,并且转速越大偏移越明显。这是因为

在N>0时,金属材料与陶瓷材料并不是均匀对称分布于梁轴线两侧,在计算变形能时产生了轴向与横向的

耦合势能。
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图4 梯度梁末端横向变形(Ω1=4rad/s)

Fig.4 TiptransversedeformationoftheFGMbeam

图5 梯度梁末端横向变形速度(Ω1=4rad/s)

Fig.5 TiptransversevelocityoftheFGMbeam

图6 梯度梁末端横向变形(Ω1=10rad/s)

Fig.6 TiptransversedeformationoftheFGMbeam

  图10为Ω1=4rad/s,柔性梁末端横向变形随功能梯度指数N 变化的情况。可明显看出在大范围运动

加速展开的过程中,梁末端最大横向变形随着功能梯度指数N 的增大而增大。在横向变形位移放大图中可

知,当N=0时,材料退化为均质材料,振动平衡位置在梁轴线上,当N>0时,振动平衡位置发生了偏移。
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图7 梯度梁末端横向变形速度(Ω1=10rad/s)

Fig.7 TiptransversevelocityoftheFGMbeam

图8 梯度梁末端横向变形(Ω1=20rad/s)

Fig.8 TiptransversedeformationoftheFGMbeam

图9 梯度梁末端横向变形速度(Ω1=20rad/s)

Fig.9 TiptransversevelocityoftheFGMbeam

  图11表示Ω1=10rad/s、N=0时,将Eh 缩小10倍后梁末端的横向弯曲变形。如图所示,梁的最大变

形超过了1.2m,属于大变形情况,有限元法的结果收敛而假设模态法的结果发散。进一步说明源于结构力

学中固有振型的假设模态法只适用于小变形问题,并不能处理大变形问题。
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图10 梯度梁末端横向变形(Ω1=4rad/s)

Fig.10 TiptransversedeformationoftheFGMbeam

图11 梯度梁末端横向变形(Ω1=10rad/s)

Fig.11 TiptransversedeformationoftheFGMbeam

2.2 横向弯曲固有频率分析

对作大范围运动的功能梯度梁系统的横向弯曲固有频率进行分析,不考虑横向弯曲造成的微小纵向变

形,舍去与耦合变量相关的一些高阶小量,假定大范围转动为匀速即当θ̈=0,则梁的横向弯曲振动方程可以

改写成:

M2B̈+[θ
·
2(C-M2)+K3]B=0, (56)

  对(56)式进行无量纲化处理,引入下列无量纲化变量:

α=t/T;β=x/L;χ=R/L;δ=B/L, (57)

γ=θ
·
T;ϕ=Eh/Et;ϕ=ρh/ρt, (58)

T=(12ρtL4/Eth2)1/2。 (59)

  式(56)可以改写成:

M2δ̈+[γ2(C1-M2)+υK3]δ=0, (60)

M2=∫
1

0
ΨΤ

yΨy[ ]dβ    C1=∫
1

0
βH1(β)[ ]dβ, (61)

H1(β)=∫
β

0
[ΨΤ

y,βΨy,β]dβ   K3=∫
1

0
[ΨΤ

y,ββΨy,ββ]dβ, (62)

υ=(ϕ-1)
3(N2+N +2)

(N +ϕ)(N +2)(N +3)+
N +1
N +ϕ

。 (63)
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  表1为中心刚体半径为0时,功能梯度指数 N 恒定,采用假设模态法和有限元法得到的功能梯度材料

梁横向弯曲固有频率随转速的变化情况。计算时,功能指数 N=1;ϕ=151/70;φ=3000/2707。计算相对

误差以有限元法的计算结果为计算基础。从表1可以看出梁的横向弯曲固有频率会随着转速的增加而变

大。在转速较低时,两种离散方法仿真结果基本一致,随着转速的增加,两者偏差越来越大,进一步说明在高

转速下,假设模态法的结果并不可靠。这主要是因为假设模态法的模态函数是在小变形假设的前提下提出

的,而有限元法的形函数并不存在小变形假设。随着转速的增加,柔性梁的变形必然增大,因而基于小变形

假设的假设模态法的结果在变形较大时并不可靠。

表1 功能梯度材料梁在不同转速下两种不同离散方法的固有频率比较

Table1 ComparisonofnaturalfrequenciesofFGMbeamswithtwodifferent

discretemethodsatdifferentrotationalspeeds

无量纲角速度

比率γ
假设模态法

(一阶)
有限元法

(一阶)
计算相对

误差/%

假设模态法

(三阶)
有限元法

(三阶)
计算相对

误差/%

1 4.3251 4.3254 0.0060 75.8470 76.5546 0.9240

2 4.3908 4.3907 0.0030 76.1772 76.8918 0.9290

3 4.4949 4.4943 0.0130 76.7243 77.4504 0.9370

4 4.6309 4.6296 0.0280 77.4834 78.2253 0.9480

5 4.7917 4.7896 0.0430 78.4481 79.2097 0.9610

10 5.7726 5.7649 0.1330 86.0487 86.9537 1.0400

20 7.8690 7.8150 0.6900 111.1313 112.3979 1.1267

表2为中心刚体半径为0,功能梯度材料梁转速恒定,采用假设模态法和有限元法得到的功能梯度材料

梁横向弯曲的固有频率随功能梯度指数N 的变化情况。计算时ϕ=151/70;φ=3000/2707,γ=3。从表2
中可以发现,当转速一定时,固有频率会随着功能梯度指数 N 增大而减小,说明 N 越大柔性梁系统的柔度

越大,与图10所示结论一致。

表2 功能梯度材料梁在不同功能梯度指数下两种不同离散方法的固有频率比较

Table2 ComparisonofnaturalfrequenciesofFGMbeamswithtwodifferent

discretemethodsunderdifferentFGMindices

功能梯度

指数 N
假设模态法

(一阶)
有限元法

(一阶)
假设模态法

(二阶)
有限元法

(二阶)
假设模态法

(三阶)
有限元法

(三阶)

1 4.4949 4.4943 27.8659 27.9498 76.7243 77.4504

2 4.3752 4.3745 27.1099 27.1910 74.5566 75.2629

3 4.3124 4.3118 26.7136 26.7933 73.4194 74.1153

4 4.2644 4.2637 26.4102 26.4888 72.5481 73.2360

5 4.2238 4.2231 26.1539 26.2316 71.8119 72.4931

10 4.0858 4.0850 25.2817 25.3562 69.3035 69.9618

20 3.9583 3.9575 24.4758 24.5474 66.9822 67.6193

50 3.8448 3.8439 23.7587 23.8276 64.9130 65.5312

100 3.7978 3.7970 23.4622 23.5301 64.0566 64.6670

300 3.7634 3.7626 23.2447 23.3118 63.4279 64.0326

500 3.7562 3.7553 23.1992 23.2660 63.2961 63.8996
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3 结 论

1)功能梯度梁末端最大横向变形位移随功能梯度指数 N 的增大而变大,当 N>0时,稳态振动平衡位

置会发生偏移,不在梁轴线上。

2)假设模态法在变形较大时结果发散,不能处理大变形问题。有限元法结果收敛,可用于求解大变形

问题。

3)作大范围匀速转动的功能梯度梁的横向弯曲固有频率随着转速的增大而变大,随着功能梯度指数 N
的增大而减小。

因此,对比假设模态法,有限元法的计算模型更具有优越性,在工程中处理大变形问题应该优先选用有

限元法。功能梯度指数N 的取值对横向弯曲固有频率影响显著,工程中应该给予重视,对构件进行设计时

应选择合理的功能梯度指数材料。
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