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摘要:针对两端扭转弹簧约束下简支单层碳纳米管(SWCNT),将非局部弹性理论引入经典欧

拉 伯努利梁模型,应用哈密顿原理建立了其振动控制方程以及边界条件,并依靠微分变换法

(DTM法)对此高阶偏微分方程进行求解。数值计算研究了扭转弹簧弹性系数、碳纳米管小尺度效

应和黏弹性性质对该系统前四阶无量纲固有频率的影响。结论表明小尺度参数、管道黏弹性阻尼

参数的增加将会降低系统的各阶固有频率,而且上述两类变化情况均是高阶模态的变化显著于低

阶模态;而扭转约束弹性刚度的增加则会提升纳米管的固有频率,并且这一提升效果低阶模态显著

于高阶模态。
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Abstract:Thispaperinvestigatedthefreevibrationofsimplysupportedsingle-walledcarbonnanotubes
(SWCNTs)withbothendsrestrainedelastically.BasedonnonlocalEuler-Bernoullibeamtheory,the

governingpartialdifferentialequationsofmotionandassociatedboundaryconditionswerederivedby
Hamilton’sprinciple.Thedifferentialtransformationmethod(DTM)wasemployedtosolvetheequation
ofmotionandtheinfluencesofthenonlocalparameter,theviscoelasticCNTparameterandrestraining
elasticcoefficientonthedynamicbehaviorsoftheSWCNTwereanalyzed.Itcanbeconcludedthatthe
nonlocalsmall-scaleparameterandtheviscoelasticCNTparametermaketheSWCNTnaturalfrequency
decrease.Moreimportantly,theresultsshowthatitwillbeaconvenientandeffectivewaytoincreasethe
naturalfrequencySWCNTsystemthroughadditionalelasticrestrainingwithpropercoefficientontwoends
whiletheirvaluesarelow.
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电磁学、化学、力学性能均相当优异的碳纳米管[1],在微、纳机电系统(NEMS)中已获得了广泛的应

用[2],而在近几年,更是由于其颇具特点的动力学现象又在理论研究中成为了一大热点[3,4]。基于现有的实



验研究[5],可以证明碳纳米管的尺度效应明显,将非局部理论[6]适时地引入经典连续介质力学,较好地弥补

了连续介质力学理论在纳米尺度下的不足,目前已作为一种纳米尺度下的分析手段获得了较为广泛的认可。

Cao等[7]采用分子动力学理论研究了温度场中单壁碳纳米管的振动行为,Awrejcewicz等[8]基于欧拉 伯努

利梁模型及铁木辛柯梁模型研究了碳纳米管横向振动,Zhang等[9]研究了碳纳米管的超高频振动。
然而,上述研究中碳纳米管动力学特性的研究均针对的是理想约束的端部情形,在实际应用中,这类理

想约束支撑可能会出现“松动”,原因基本上在于环境湿度、温度、振动或者疲劳等因素的影响,此时在“松动”
的约束状态下,采用两端受扭转弹簧约束的简支梁模型来模拟则更为接近实际情形[10]。另外,近年来在对

碳纳米管的进一步研究中发现[11]:碳纳米管在外界温度为-196~1000℃的范围内会表现出明显的黏弹性

特性,这一特性使得碳纳米管材料在振动中产生阻尼效应,因而可以将管道的黏弹性性质作为又一个研究因

素加以考虑。
笔者将非局部弹性理论引入欧拉 伯努利梁模型,研究中同时还引入了小尺度参数以及黏弹性参数,着

重研究在扭转弹簧约束下简支单层碳纳米管前四阶振动特性。所得结论对于工程纳米机械的设计与分析将

提供一定的理论支持。

1 振动控制方程与边界条件

单层碳纳米管(SWCNT)如图1所示。端部为扭转弹簧约束下简支支撑,L、D、A、mc分别纳米管的长

度、外径、横截面积以及每单位长度上的质量,EI为弯曲刚度,其中E 为材料弹性模量,采用Kelvin-Voigt模型

模拟材料的黏弹性特性。振动中不计重力以及管道外部拉、压力的影响,且假定管道只发生横向面内振动。

图1 扭转弹簧约束下简支单层碳纳米管

Fig.1 Schematicofsimplysupportedelasticrestrainedsingle-walledcarbonnanotube

基于图1所示的坐标,小变形条件下,Euler-Bernoulli梁的应变 位移关系为

εXX =-Z2W
X2

, (1)

式中:W(X,T)为纳米管的横向位移,εXX 为X 方向的应变。碳纳米管动能、应变能分别为
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式中σXX 为X 方向的应力。
根据材料黏弹性本构关系[12]及非局部弹性理论,SWCNT应力 应变关系可表示为

σXX -η2
2σXX

X2 =EεXX +E*εXX

T
, (4)

式中:η是纳米材料中引起结构小尺度效应的参数,根据 Wang[13]关于非局部参数的理论,η的数值可分别选

取0~2nm进行计算。E*为材料的黏弹性阻尼系数。

考虑到弯矩M 与应力σXX 的关系式M =∫∫σXXZdA,应用哈密顿原理

δ∫
T2

T1
(Ek-Ee+WEXT)dT=0, (5)

可以得到纳米管的运动方程为:
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  对于两端扭转弹簧约束下简支纳米管,其边界条件为:

X =0:W =0,EI
2W
X2 =KW

X
;

X =L:W =0,EI
2W
X2 =-KW

X
。 (7)

式中K 为扭转弹性系数。

2 振动控制方程求解

笔者拟在对应的边界条件下,将微分变换法(DTM)推广到纳米级别管道系统的振动分析中,对上述高

阶偏微分方程进行求解。较常求解高阶偏微分方程的方法有 Galerkin法、微分求积法(DQM)、有限元法

(FEM)等,而DTM法作为一种半解析计算方法[14],其优势除了可以简单、精确地对高阶偏微分方程进行求

解,更在于其求解过程并不会随着方程阶数的增加变得繁琐。引入下列无量纲化的变量和参数便于后续的

数值计算和分析:
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其中μ 为无量纲小尺度参数,α为无量纲黏弹性阻尼参数。
由此纳米管横向振动方程(6)、边界条件(7)可分别转化为下述的无量纲方程
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以及相应的无量纲边界条件:
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  设方程(8)的解为w(x,t)=ϕ(x)eiΩt,令Ω0=iΩ,代入方程(8)有

αΩ0
d4φ
dx4+

d4φ
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0φ-μΩ2
0
d2φ
dx2=0, (10)

  基于DTM运算法则[14],可得到方程(10)的微分变换形式:
(s+4)! Φ(s+4)+α(s+4)! Φ(s+4)Ω0+[s! Φ(s)-μ(s+2)! Φ(s+2)]Ω2

0=0, (11)
其相应边界条件的微分变换形式:

Φ(0)=0,2Φ(2)-kΦ(1)=0, (12)


¥
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  令Φ(1)=C1,Φ(3)=C2,进而与式(12)一起代入式(11),迭代求得Φ(s),s=4,5,…,N。然后将Φ(s),
s=1,2,…,N 代入式(13),可得到以下2个方程:
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式中aij是关于Ω0和其他系统参数的多项式,上式有非零解的条件是其系数矩阵行列式为零,考虑Ω0=iΩ,即
可获得系统的无量纲复频率Ω,其中Ω 的实部Re(Ω)是系统的无量纲固有频率,其虚部Im(Ω)与阻尼有关。

3 系统静态失稳分析

文中碳纳米管的参数为[15]:ρc=2300kg/m3,D=6nm,壁厚td=0.1nm,弹性模量E=3.4TPa。振动

中为不计剪切变形与转动惯量[16],长径比取L/D=40,其他参数在具体算例中给与说明,DTM 的截断项数

N=40。
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图2为扭转弹簧约束下简支纳米管前四阶无量纲固有频率随扭转弹性刚度k 的变化情况,其中无量纲

小尺度参数μ 以及无量纲黏弹性阻尼参数α的取值均为零。
从图2中看出,纳米管前四阶固有频率随着弹性刚度的增大显现出增大趋势。这一趋势在扭转刚度处

于较小数值时尤为显著,并且低阶模态的变化显著于高阶模态。说明对于纳米管的横向振动,扭转刚度对固

有频率的影响很大,为了提高管道的固有频率,应该适当提高扭转弹性刚度。
图3为纳米管前四阶固有频率随小尺度参数μ 的变化情况,扭转弹性刚度k及无量纲黏弹性阻尼参数α

的取值为零。由图3则可以看到,小尺度参数μ 的增加会降低系统的固有频率,这说明小尺度效应使纳米管

系统更为柔软,比较图中数据可以发现这种变化规律对高阶固有频率的影响效果更为显著。

图2 无量纲固有频率随弹性系数k变化

(μ=0,α=0)

Fig.2 Thedimensionlessfrequencyofthefour
lowestmodesofthesystem (μ=0,α=0)asa

functionoftheelasticcoefficient,k

图3 无量纲固有频率随小尺度μ 变化

(k=0,α=0)

Fig.3 Thedimensionlessfrequencyofthefour

lowestmodesofthesystem (k=0,α=0)asa

functionofthesmall-scaleparameter,μ

图4(a)、(b)为纳米管前四阶固有频率随无量纲黏弹性阻尼参数α的变化情况,而小尺度参数μ,扭转弹

性刚度k 的取值为零。如图4所示,碳纳米管的黏弹性性质越显著,管道的不同阶固有振动频率的数值越

小,但这种变化规律对不同模态却存在着不同的影响程度,其中第一阶固有频率受黏弹性的影响较弱,而随

着固有模态阶数的提高,黏弹性的影响越就显著。

图4 无量纲固有频率随黏弹性系数α变化(μ=0,k=0)

Fig.4 Thedimensionlessfrequencyofthefourlowestmodesofthesystem (μ=0,k=0)as

afunctionoftheviscoelasticparameter,α
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4 总 结

讨论了扭转约束弹性刚度、管道小尺度参数和黏弹性参数对端部为扭转弹簧约束的简支碳纳米管前四

阶无量纲固有频率的影响。结论表明碳纳米管小尺度参数、黏弹性阻尼参数的提高均会降低系统的各阶固

有频率,且上述两类变化情况均是高阶模态的变化显著于低阶模态。不同于前面2个影响因素,扭转约束弹

性刚度的增大则会提升纳米管的固有频率,但这种提升效果在扭转约束弹性刚度较小时才较为明显,并且低

阶模态效果显著于高阶模态。

参考文献:
[1]IijimaS.Helicalmicrotubesofgraphitecarbon[J].Nature,1991,354(6348):56-58.
[2]SoltaniP,FarshidianfarA.Periodicsolutionfornonlinearvibrationofafluid-conveyingcarbonnanotube,basedonthe

nonlocalcontinuumtheorybyenergybalancemethod[J].AppliedMathematicalModelling,2012,36(8):3712-372.
[3]李明,周攀峰,郑慧明.磁敏固支载流单壁碳纳米管在轴向磁场中的振动特性[J].应用力学学报,2017,34(4):634-

640,811.
LIMing,ZHOUPanfeng,ZHENGHuiming.Vibrationcharacteristicsofmagneticallysensitiveclamped-clampedcarbon
nanotubesconveyingfluidsubjectedtoalongitudinalmagneticfield[J].ChineseJournalofAppliedMechanics,2017,

34(4):634-640,811.(inChinese)
[4]李明,方康,郑华升.悬臂输流单层碳纳米管的颤振失稳分析[J].武汉科技大学学报,2018,41(3):184-189.

LIMing,FANGKang,ZHENG Huasheng.Analysisofflutterinstabilityofcantileversingle-walledcarbonnanotubes
conveyingfluid[J].JournalofWuhanUniversityofScienceandTechnology,2018,41(3):184-189.(inChinese)

[5]PoncharalP,WangZ L,UgarteD,eta1.Electrostaticdeflectionsandelectro-mechanicalresonancesofcarbon
nanotubes[J].Science,1999,283(5407):1513-1516.

[6]EringenAC.Ondifferentialequationsofnonlocalelasticityandsolutionofscrewdislocationandsurfacewaves[J].Journal
ofAppliedPhysics,1983,54(9):4703-4710.

[7]Cao G,Chen X, Kysar J W.Thermal vibration and apparentthermalcontraction of single-walled carbon
nanotubes[J].JournaloftheMechanicsandPhysicsofSolids,2006,54(6):1206-1236.

[8]AwrejcewiczJ,KryskoA V,Zhigalov M V,etal.Chaoticvibrationsinflexiblemulti-layeredBernoulli-Eulerand
Timoshenkotypebeams[J].LatinAmericanJournalofSolidsandStructures,2008,5(4):319-363.

[9]Zhang Y Q,Liu G R,HanX.Transversvibrationsofdoublewalledcarbonnanotubesundercompressiveaxial
load[J].PhysicsLetters,2005,340:258-266.

[10]王忠民,冯振宇,赵凤群,等.弹性地基输流管道的耦合模态颤振分析[J].应用数学和力学,2000(10):1060-1068.
WANGZhongming,FENGZhengyu,ZHAOFengqun.Analysisofcoupled-modeflutterofpipesconveyingfluidonthe
elasticfoundation[J].AppliedMathematicsandMechanics,2000(10):1060-1068.(inChinese)

[11]Xu M,FutabaD N,YamadaT,etal.Carbonnanotubeswithtemperature-invariantviscoelasticityfrom-196℃ to
1000℃[J].Science,2010,330(6009):1364-1368.

[12]齐欢欢.输液管道颤振失稳的时滞控制[D].上海:同济大学,2009.
QIHuanhuan.Delayedfeedbackcontrolforflutterinthepipeconveyingfluid[D].Shanghai:TongjiUniversity,2009.(in
Chinese)

[13]WangQ.Wavepropagationincarbonnanotubesvianonlocalcontinuummechanics[J].JournalofAppliedPhysics,2005,

98(12):124301.
[14]ChenCK,HoSH.Transversevibrationofarotatingtwistedtimoshenkobeamsunderaxialloadingusingdifferential

transform[J].InternationalJournalofMechanicalScience,1999,41(11):1339-1356.
[15]HosseiniM,Sadeghi-GoughariM,AtashipourSA,etal.Vibrationanalysisofsingle-walledcarbonnanotubesconveying

nanoflowembeddedinaviscoelasticmediumusingmodifiednonlocalbeam model[J].ArchivesofMechanics,2014,

66(4):217-224.
[16]YoonJ,RuCQ,MioduchowskiA.Flow-inducedflutterinstabilityofcantilevercarbonnanotubes[J].International

JournalofSolidsandStructure,2006,43(6):3337-3349.

(编辑 郑 洁)

18第6期   李 明,等:扭转弹簧约束下简支碳纳米管的振动特性


