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摘要:为了准确有效地实现零件几何要素误差建模,提出了一种基于多公差耦合作用下的几何

要素误差建模方法。该方法采用小位移旋量(SDT,smalldisplacementtorsor)描述公差,针对平动

公差与固定公差耦合建立几何要素误差模型,通过利用约束方程的不合格率p,推导各个误差分量

参数的实际的分布规律,建立几何要素误差模型。采用雅可比旋量模型将该方法扩展应用于复杂

装配体的装配误差建模中,实现了装配精度的预测。以顶尖尾座装配精度预测为例,验证了该方法

的合理性及可行性。
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Abstract:Inordertoaccuratelyandeffectivelyrealizethegeometricalelementerrormodelingofparts,a
geometricelementerrormodelingmethodbasedonmulti-tolerancecouplingisproposedinthispaper.
Smalldisplacementtorsor(SDT)wasadoptedtodescribethetolerance,andthegeometricelementerror
modelforthetranslationofthetranslationaltoleranceandthefixedtolerancewasestablished.Byusingthe
failureratepoftheconstraintequation,theactualdistributionoftheparametersofeacherrorcomponent
wasderivedandthegeometricelementerrormodelwasbuilt.Themethodwasextendedtotheassembly
errormodelingofcomplexassembliesbyusingtheJacobianspin model,realizingthepredictionof
assemblyaccuracy.Therationalityandfeasibilityofthemethodareverifiedbythepredictionofthe
assemblyaccuracyofthetoptailstock.
Keywords:tolerancemodel;assemblyaccuracyprediction;Jacobian-torsormodel

零件的加工误差是导致装配误差的重要因素之一,也是制造阶段中无法避免的误差,因此,建立零件几

何要素的误差模型,是求解装配精度的重要前提,几何要素误差建模主要包括公差带的描述与变动后的几何



要素的描述[1]。最早的公差表达模型是Requicha[2]提出了基于变动簇的实体漂移法,漂移实质上是在保持

实体外形 不 变 的 情 况 下 的 拓 扑 变 换,允 许 漂 移 的 区 域 即 为 公 差 区 域。在 实 体 漂 移 模 型 的 基 础 上,

Jayaraman[3-4]发展完善了漂移理论,提出了一种虚拟边界要求的模型,提高了漂移理论的实用性。Bourdet
等[5]在特征恒定度以及TTRS的基础上提出了SDT(smalldisplacementtorsor)模型,该模型用于表示几何

要素由于公差引起的位置和方向变动。Roy[6-7]、刘玉生等[8-12]在SDT模型基础上通过对常见几何要素的自

由度分析,建立了尺寸公差、定向公差、定位公差和形状公差的数学模型,并给出了几何要素各误差旋量参数

之间的约束关系,提高了公差分析的精度,使公差建模理论的发展向前推进了一大步。唐水龙等[13]通过构

建虚拟平面进行了尺寸公差与平面度公差的耦合作用下的几何要素的误差变动分析;吕程等[14]完善了几何

要素在各类公差耦合作用下的误差变动数学表达。
上述研究大多针对某一类公差进行误差建模和讨论,缺少对多公差作用下误差建模的系统研究。现有

的多公差作用下的误差建模常采用蒙特卡洛法建立几何要素实际变动与公差之间的关系,其求解过程复杂,
故文中提出了一种在公差耦合作用下的几何要素误差建模方法,利用约束方程的不合格率p,更为简便地推

导出了各个误差分量参数的实际分布规律,建立几何要素误差模型。基于雅可比旋量模型将该方法扩展应

用于复杂装配体的装配误差建模中,实现了装配精度的预测,并结合可靠性理论提出了通过装配精度可靠度

来评价装配精度指标,即可用概率来评价装配体满足精度要求的能力,更符合实际生产情况。

1 基于SDT平动公差与固定公差耦合作用下几何要素的误差建模

几何要素误差建模主要需要解决以下2个方面问题:①公差带的形成及表达。公差带是由一个或几个

理想的几何线或面所限定的、由线性公差值表示其大小的区域,用来描述允许几何要素尺寸、形状及位置变

动的范围。②变动后的几何要素的形成与表示。几何要素在公差带内发生变动后,其尺寸、位置及形状均会

发生变化,不是以前的理想状态,因此存在着如何描述变动后几何要素的问题,即如何使变动后的几何要素

上表达出公差的效果。本节将采用小位移旋量SDT以理想平面为参考,描述各类公差带以及变动后的几何

要素,具体分析过程如下。

1.1 公差带的基本属性与分类

公差带是产品在设计阶段,设计人员给予产品实际尺寸、形状及位置的变动范围,也是产品制造及检测

的依据。几何要素的公差带具有形状、大小、方向和位置四个要素,可以根据公差带的方向和位置是否确定

来对公差进行分类,具体可以分为3类[8]:公差带固定的公差、公差带平动的公差和公差带浮动的公差,如表

1。其中固定的公差带不仅可以控制几何要素对基准的位置变动,还能控制其对基准的方向变动,故如要控

制几何要素对基准方向变动,其平动的公差带应小于该几何要素固定的公差带,同理,如要控制几何要素的

形状,浮动的公差带应小于该几何要素平动的公差带。
表1 公差的分类

Table1 Classificationoftolerances

公差带类型 公差类别 公差类型

公差带浮动的公差 形状公差 直线度、平面度、圆度、圆柱度、定形尺寸公差

公差带平动的公差 方向公差 平行度、垂直度、倾斜度

公差带平动的公差 跳动公差 圆跳动*、全跳动*

公差带固定的公差 位置公差 位置度、同心度、同轴度、对称度、定位尺寸公差

公差带固定的公差 跳动公差 圆跳动*、全跳动*

注:*表示依据其不同的使用条件,圆跳动、全跳动可以属于不同类型。公差带浮动的公差、公差带平动的

公差、公差带固定的公差以下简称浮动公差、平动公差、固定公差。

1.2 基于SDT公差耦合作用下几何要素的误差建模

在SDT公差模型中,将零件实际几何要素的误差通过公称表面的一种微小的刚性变动来表示,并用理

想几何要素来代替实际零件实际几何要素[15],小位移旋量可以描述几何要素六个自由度的微小变动,可表
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示为D=(α,β,γ,u,v,w),其中α、β、γ 代表着绕着x、y、z轴旋转的微小转动量,u、v、w 代表着沿着x、

y、z轴平动的微小移动量。在文中研究范围内,SDT各个变动量是用来描述零件几何要素的误差,故后文也

将SDT各个变动量称为误差分量。
由1.1节可知,几何要素误差受多项公差控制时,其的位置分量由固定公差控制,方向由平动公差控制。

由于浮动公差不能控制几何要素位置和方向,对SDT各个变动量没有约束作用,故SDT模型对浮动的公差

的表示还不够完善,且浮动的公差对装配体的误差累积作用相对较小,故文中仅对固定公差和平动公差进行

耦合建模,浮动的公差建模的详细内容见参考文献[16]。
鉴于平面几何要素在实际工程中应用较为广泛,文中将重点讨论平面在固定公差和平动公差耦合作用

下的几何要素SDT建模。其中,约束平面的平动公差有平行度、垂直度和倾斜度,固定公差有定位尺寸公

差、位置度和对称度,下面以平面定位尺寸公差与平面度公差的耦合作用为例,对几何要素的误差变动情况

进行分析,建立多公差耦合作用下的平面公差带。

图1 多公差耦合作用下的平面公差带

Fig.1 Planetolerancebandunder

multi-tolerancecoupling

如图1所示,长b,宽a 的平面,以理想矩形平面的几何中心

为坐标系原点,坐标系法线方向为Z 轴,建立坐标系。TD 表示平

面的定位尺寸公差带,其方向平行于基准平面,位置距离于基准L
处。Tp 表示平面的平行度公差带,其方向平行于基准平面,位置

不确定。定位尺寸公差与平行度公差耦合作用下的公差带取两个

公差带的交集,根据产品几何技术规范(GPS),方向公差带小于该

要素的位置公差带,故耦合公差带的大小为Tp,方向与基准平面,
位置在尺寸公差带内平动,可由图1的阴影区域表示。在SDT公

差模型中,将实际平面用理想表面SS 表示,平面几何要素误差由

理想表面SS 的α,β,w3个分量的变动描述。则由图1可知,理
想表面SS 移动误差分量w 的变动区间为TD,由尺寸公差控制,
转动误差α,β的变动区间为Tp,由平行度公差控制。

综上分析,在尺寸公差与平面度公差耦合作用下,平面几何要

素的SDT分量变动不等式为

-
TP

a ≤α≤
TP

a
,-

TP

b ≤β≤
TP

b
,-TDL ≤w ≤TDU,(1)

式中,TDU、-TDL分别为尺寸的上下偏差。
为使理想表面位于耦合公差带内,应对SDT公差模型中的分

量添加约束关系为

-TDL ≤w+aα+bβ≤TDU。 (2)

  利用2组数学不等式来表示耦合公差的数学模型,式1为误差分量的变动不等式,它表示了平面几何要

素单个误差分量所允许的变动范围。式2为误差分量的约束不等式,它表示了平面几何要素各分量参数之

间的变动约束关系,确保了误差分量取值的合理性。
通过上述分析可知,几何要素在SDT模型中移动误差分量由固定公差Ts 决定,转动误差分量由平动公

差Tt决定,其误差变动不等式可表示为:

TSmin≤f(u,v,w)≤TSmax,

Ttmin≤f(α,β,γ)≤Ttmax, (3)
约束方程可表示为

TSmin≤f(α,β,γ,u,v,w)≤TSmax, (4)
式中:TSmax、TSmin分别为固定公差的上极限和下极限;Ttmax、Ttmin分别为平动公差的上极限和下极限。

1.3 几何要素误差分量实际分布规律求解

在SDT模型中,约束不等式限制了几何要素的各误差分量在变动不等式所确定的变动区间内的运动,
为了得到各分量的实际分布规律,文中依据误差分量值的随机性特点,以及约束方程的不合格率p,推导出
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约束不等式限制情况下的几何要素的各个误差分量参数的实际的分布规律,此方法相较于传统蒙特卡洛模

拟法更为简便地建立误差分量实际分布规律与公差之间的函数关系。
在实际加工过程中,由于人、机、料、法、环等各类因数的影响,使得几何要素的各误差分量呈现一定的分

布规律[17],其实际分布情况难以确定。因此,文中主要研究当各个误差分量服从正态分布且相互独立的情

况下的实际分布规律[18]。当各误差分量符合正态分布时,各分量的分布特征可用均值μ 和方差σ2 来描述,

当耦合公差都为对称分布时,均值μ=0。由于形位均为对称分布,尺寸公差可以通过改变公称尺寸化为对

称分布公差,为了方便计算,可将各公差化为对称分布公差,此时耦合公差带服从对称分布,均值μ=0,故仅

通过方差σ2 就可表达各误差分量的分布特征。

1.3.1 蒙特卡洛模拟法求解几何要素误差分量实际分布规律

在传统的基于蒙特卡洛模拟法求解误差分量的实际变动区间中,首先根据式(3)中误差分量φ 的变动不

等式对其进行抽样(φ{α,β,γ,u,v,w}),模拟实际公差表面的变动,再根据式(4)对满足约束不等式的样

本加以保留,不满足约束不等式的则剔除,当产生足够多满足条件的随机数样本后,对样本进行分析,求解出

对应误差分量的均值与方差。具体流程如图2所示。

图2 各误差分量模拟抽样流程

Fig.2 Simulatedsamplingprocessforeacherrorcomponent

1.3.2 以约束方程的不合格率求解几何要素误差分量实际分布规律

为了体现误差分量间的约束关系,文中将利用约束方程的不合格率p,推导各个误差分量的实际分布

规律。

由于几何要素的各个误差分量服从正态分布,各分量可表示为
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i~N(0,σ2i)i=α,β,γ,u,v,w, (5)
几何要素的各个误差分量标准差之间关系与分量变动区间有关,可表示为

σi

σj
=
Ti

Tj
i,j=α,β,γ,u,v,w。 (6)

式中:Ti 表示误差分量i变动区间的大小;σi 表示几何要素误差分量i的标准差。
由于几何要素各个误差分量相互独立,约束函数由各分量线性组成,可知约束函数f 也服从正态分布,

可表示为

f(α,β,γ,u,v,w)~N(0,σ2), (7)

σ2=g(σ2α,σ2β,σ2γ,σ2u,σ2v,σ2w), (8)
式中,σ2 表示约束函数的方差。

当约束函数f 的取值在[Tmin,Tmax]范围内的不合格率为p 时,可知:

σ=
TSmax-TSmin

2X
, (9)

式中,X=Φ-1(1-
p
2
)。根据式(5)~式(9),可求出在约束关系限制下的各个误差分量分布参数σ2i。

2 装配精度可靠度计算

雅可比矩阵模型是一种由机器人运动学理论发展而来的装配体误差传递模型[19],可用于表达零件功能

元素由于制造或装配误差引起的微小变动,对装配功能要求的作用关系。文中基于该方法提出雅可比方差

矩阵,用于表达各误差分量的方差对装配要求的影响关系,可表示为

R=
n

i=1

(JEi)·2Ei, (10)

式中:R 为功能要求误差分量的方差,Ei 表示为特征i误差分量的方差,由于JEi为的雅可比矩阵,现定义

JEi为的雅可比方差矩阵,用于表达特征i各误差分量的方差对R 的影响关系,n 为对R 有影响的特征的

个数。
基于雅可比旋量方差模型对实际误差传递路径上的各误差分量进行累积计算,最终可获得装配体各误

差分量的分布情况。笔者提出通过装配精度可靠度来评价的装配体精度指标,以可靠度作为评价装配精度

性能的依据,即可用概率来评价装配体满足精度要求的能力,更符合实际生产情况。假设精度指标要求允许

的最大误差范围为Ω,则可通过计算装配精度指标的分布密度函数在Ω 上的积分求解装配精度可靠度,用

R(t)表示可靠度,具体的表达式为

R(t)=∫Ω
E(X)dx, (11)

式中,E(X)为装配精度指标的分布密度函数。

3 实例分析

以Peng[20]论文中的简易顶尖尾座装配体为例,详细阐述了零件几何误差建模及装配精度预测流程,并
通过分析对比误差预测结果,论证了文中方法的可行性及合理性。图3为简易顶尖尾座,其关键组成零件有

顶尖、阶梯型底座和L型底座组成。零件的关键几何要素精度公差取值范围如表2所示。假设不考虑由于

定位操作等引起装配误差,为了保证易顶尖尾座装配精度,要求顶尖轴线在w 方向的允许误差为±0.3mm,
可靠度为98%。其中,小结合面F3 和F4 装配误差仅对顶尖v 移动方向误差分量有影响,故可忽略不计,文
中假设几何要素的误差分量均服从正态分布,则具体计算流程如下。
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图3 顶尖尾座装配简图

Fig.3 Toptailstockassemblydiagram

表2 顶尖尾座关键几何要素公差项

Table2 Toptailstockkeygeometryfeaturetolerances

结合面 定位特征坐标原点 几何要素 相关公差项 公差取值范围

F1 (0,100,-10)

平面3.1

平面3.1

平面2.2

尺寸公差t1 [-0.2,0.2]

平行度公差t2 0.1

基准几何要素 —

F2 (0,75,45)

柱面轴线2.3

柱面轴线2.3

柱面2.1

柱面1.1

尺寸公差t3 [-0.1,0.1]

平行度公差t4 0.1

尺寸公差t5 [0,0033]

尺寸公差t6 [-0.020,-0.007]

— (0,35,45) 柱面1.2 同轴度公差t7 0.1

3.1 几何要素误差分量的方差求解

1)以约束方程的不合格率求解几何要素误差分量方差以平面3.1为例,其的误差分量的方差计算方法具

体如下:
由式(3)可得到误差分量的变动不等式:

-
0.1
100≤α≤

0.1
100
,-
0.1
80≤β≤

0.1
80
,-0.2≤w ≤0.2, (12)

由式(4)可得到误差分量的约束不等式:

-0.2≤w+100α+80β≤0.2, (13)
现假设约束方程的不合格率p=1.24%,根据式(5)~式(9)可求出各误差分量实际变动区间。

σ=
Tmax-Tmin

2X =
0.4
5 =0.08,

σα∶σβ∶σw =Tα∶Tβ∶Tw =4∶5∶800,
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σ2=1002σ2α +802σ2β +σ2w,

  联立以上3个方程可得:

σ2α =1.0667×10-7,

σ2β =1.6663×10-7,

σ2w =4.2667×10-3。

ì

î

í

ï
ï

ïï

3.2 蒙特卡洛模拟法求解几何要素误差分量方差

在传统的基于蒙特卡洛模拟法求解误差分量的实际变动区间中,首先根据式(3)中误差分量φ 的变动不

等式对其进行抽样(φ={α,β,γ,u,v,w}),模拟实际公差表面的变动,再根据式(4)对满足约束不等式的

样本加以保留,不满足约束不等式的则剔除,当产生足够多满足条件的随机数样本后,对样本进行分析,求解

出对应误差分量的方差,以平面3.1为例,具体流程图2所示。
图2中,K 为合格样本数量,N1、N2 为常量,目的是为了防止前面的误差分量抽样值过大,导致后面的

误差分量无法取到满足约束不等式的值而使抽样过程陷入死循环。
对保留的样本进行分析,求解出对应误差分量的方差。

σ2α =1.0862×10-7,

σ2β =1.6371×10-7,

σ2w =4.0426×10-3。

ì

î

í

ï
ï

ïï

  通过对比2种求解误差分量方差的方法发现,求解结果近似相同,且以约束方程的不合格率求解几何要

素误差分量方差相较于蒙特卡洛模拟法更为简便,故验证了以约束方程的不合格率求解几何要素误差分量

方差合理性及可行性。同理可以约束方程的不合格率求解各几何要素误差分量的方差:
柱面轴线2.3误差分量的方差:

σ2α =σ2γ =3.2002×10-7;σ2u =σ2w =7.9976×10-4,
柱面2.1误差分量的方差:

σ2α =σ2γ =1.3948×10-8;σ2u =σ2w =8.7143×10-6,
柱面1.1误差分量的方差:

σ2α =σ2γ =2.1632×10-9;σ2u =σ2w =1.3526×10-6,
柱面1.2误差分量的方差:

σ2α =σ2γ =6.1732×10-7;σ2u =σ2w =5.5554×10-4。

3.3 基于雅可比旋量方差模型的装配体精度可靠度计算。
由式(10)可知,装配体的雅可比旋量方差模型为

R =

1 0 0 0 55 10

0 1 0 -55 0 0

0 0 1 -10 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

·2 1 0 0 0 0 85

0 1 0 0 0 0

0 0 1 -85 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

·2 1 0 0 0 0 85

0 1 0 0 0 0

0 0 1 -85 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú
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0 1 0 0 0 0

0 0 1 -85 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

·2

1 0 0 0 0 45

0 1 0 0 0 0

0 0 1 -45 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
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·2 0

0

4.267×10-3

1.067×10-7

1.666×10-7

0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
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0

8.000×10-4

3.200×10-7
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T

,

经过计算:

R=[1.87×10-3,3.23×10-4,9.31×10-3,1.060×10-6,1.120×10-6,0]T。
则w 方向误差分量标注差为σw=0.0965。
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在误差预测结果中,顶尖轴线在w 方向废品率为5%时,对应的允许误差变动范围为[-0.32874,0.32874],
经计算可知w 方向的误差分量标准差为0.168,Peng的误差预测模型中未考虑误差分量之间的相互约束关

系,使得各几何要素误差分量的变动范围大于实际值,进而令最终装配误差预测值偏大。文中装配误差预测

值为0.0965,略小于Peng的预测值,相对而言更为合理。
由式子(11)可知,装配体精度可靠度为

R(t)=∫
0.3

-0.3

1
2πσ2w

e-
w2
2σ2wdw=∫

0.3

-0.3

1
2π×9.31×10-3

e-
w2

9.31×10-3dw=0.9981。

经过计算,顶尖尾座装配精度可靠度为99.81%,故装配体达到装配精度要求。

4 结 论

1)提出了一种在多公差耦合作用下的几何要素误差建模方法,利用约束方程的不合格率p,推导出了各

个误差分量参数的实际的分布规律,建立了几何要素误差模型。

2)基于雅可比旋量模型,提出了雅可比方差矩阵,表达各误差分量的方差与装配体精度指标方差的之间

影响关系,进而建立了装配误差建模,实现了装配精度的预测。

3)提出了以可靠度作为评价装配精度性能的依据,使得可用概率来评价装配体满足精度要求的能力,更
符合实际生产情况,最后以顶尖尾座装配精度预测为例,验证了该方法的合理性及可行性。
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