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摘要:为了减小阵元之间的互耦效应,首先提出一种阵元间距可调节的互素嵌套阵列。这种阵

列由2个不同的嵌套子阵列组成,2个子阵的最小阵元间距由一对互素的正整数确定。只要这对正

整数足够大,2个子阵的最小阵元间距便可远超过入射信号的半个波长,从而将阵元间的互耦效应

减小到可忽略的程度。然后,为了解决大间距阵列所引起的角度模糊问题,提出了一种基于四阶累

积量的无模糊波达方向(DOA,directionofarrival)估计算法。仿真实验表明,此算法具有较好的估

计性能,相比一些经典的自校正DOA估计算法,此算法具有更高的角度分辨力和估计精确度。
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Abstract:Inordertoreducethemutualcouplingbetweensensors,akindofco-primenestedarraywith
adjustableelementspacingisproposed.Theproposedarrayconsistsoftwonestedarrayswithdifferent
elementspacingandthesmallestintervalsoftwosub-arraysaredeterminedbytwoco-primepositive
integers.Aslongasthepositiveintegersarebigenough,thesmallestintervalsofeachsub-arraycanbefar
morethanhalfthewavelengthofincidentsignal,hencethereductionofthemutualcouplingeffect
betweensensorstoanegligiblelevel.Toeliminatethedirectionambiguitycausedbylargeelementspacing,

adirectionofarrival(DOA)estimationalgorithmbasedonfourth-ordercumulantsisproposedtoget



unambiguousdirectionestimation.Comparedwithsomeclassicalself-correctingmethods,theproposed
algorithmhasahigherangleresolutionandestimationprecision.Simulationresultshaveprovedthe
improvedperformanceofproposedalgorithm.
Keywords:mutualcoupling;co-primenestedarray;fourth-ordercumulant;DOAestimation

利用阵列天线接收空间信号并通过对接收信号进行处理来获取空间信号方位角的过程称为波达方向

(DOA,directionofarrival)估计。DOA估计在移动通信[1]、雷达定位[2-4]和电子对抗等领域有着广泛的应

用。近年来,已 有 大 量 的 DOA 估 计 算 法 被 提 出,其 中 包 括 多 重 信 号 分 类 (MUSIC,multiplesignal
classification)算法[2-3],旋转不变子空间 (ESPRIT,estimationofsignalparametersviarotationalinvariance
techniques)算法[4-5],传播算子(PM,propagatormethod)算法[6]以及稀疏重构类算法[7]。但这些算法最早

都是针对均匀阵列提出的。
对于常规的均匀阵列,为了避免角度模糊,阵元间距不能超过入射信号的半个波长。事实上,在实际应

用中,当阵元间距很小时,阵元间的互耦效应就会比较明显。Wang等[8]利用矩阵分解的方法将互耦系数从

流形矩阵中分离开,构造一个不包含互耦系数的代价函数,通过搜索代价函数的最值来实现对DOA的估计。

Ye等[9]利用阵列部分中间阵元的接收数据提出了一种解耦算法,能有效地消除互耦的影响,然而这种算法

孔径损失较为严重。Liu等[10]利用部分中间阵元接收数据的四阶累积量,提出了一种自校正DOA估计算

法,可以弥补部分孔径损失。Cao等[11]同样也是利用中间阵元接收数据,提出了一种针对非圆信号的自校正

DOA估计算法。
除了利用算法来消除互耦效应对DOA估计的影响,使用稀疏阵列也是减小阵元间互耦效应的重要途

经。阵元间的互耦效应会随着间距的增大而减弱,当间距足够大时,互耦效应便可以忽略。所以,在考虑互

耦效应时,往往只需要考虑相近的阵元。稀疏阵列的阵元间距可以超过入射信号的半个波长,所以相对均匀

阵列而言,稀疏阵列的互耦效应会更小。常见的稀疏阵列有互素阵列[12-13],嵌套阵列[14-20]等。对于大部分稀

疏阵列来说,虽然随着部分阵元间距的增加,互耦作用在一定程度上减小了,但是却很难做到将互耦的影响

完全消除。为了获得具有连续虚拟阵元的虚拟阵列,大多数阵列的最小阵元间距依然不能超过入射信号的

半个波长。虽然Li等[13]和Shi等[20]也提出了可以完全消除互耦作用的阵列结构,但在这些阵列对应的虚拟

阵列中会出现很多的孔洞,从而无法像稀疏阵列[14-16]那样获得具有连续虚拟阵元的虚拟阵列。这样会使得

很多经典的高精度DOA估计算法很难直接应用于这些阵列。
笔者提出一种由2个嵌套子阵列组成的互素嵌套阵列,2个子阵的最小间距由一对互素的整数确定。

这2个子阵列的最小间距可以远超过入射信号的半个波长。所以只要选择的互素整数足够大就可以将互

耦效应减小到可以忽略的程度。针对这种特殊阵列结构,又提出另一种无模糊的DOA估计算法。此算

法先利用接收数据的四阶累积量构造一个四阶累积量矩阵,然后通过对这个矩阵的多步处理获得一个信

号子空间。这个信号子空间可以对应一个具有连续虚拟阵元的虚拟阵列,利用这个信号子空间可获得无

模糊的DOA估计值。相对于其它稀疏线阵[14-19],所提阵列可通过调整间距做到完全消去阵元间互耦效

应影响,且不会产生角度模糊。相比于已有解耦算法[5-7],所提的阵列结构及算法具有更高的角度分辨能

力和估计精确度。
符号说明:符号“cum{·}”,“[·]T”,“[·]H”,“[·]*”,“”和“[·]+”分别表示四阶累积量,转置,共

轭转置,共轭,kronecker乘积和 Moore-Penrose广义逆。H(i,j)表示矩阵 H 第i行,第j 列位置的元素,

H(i:j,:)表示选取矩阵H 的第i行至第j行,IK 表示K 阶单位矩阵。

1 互素嵌套阵列结构

如图1所示,互素嵌套阵列由2个子嵌套阵组成,每个子阵可看成嵌套阵列[14]的扩展结构。令d=λ/
2,其中λ表示信号波长,第一个子阵包含 N (N=N1+N2)个阵元,单位间距为qd。第二个子阵包含 M
(M=M1+M2)个阵元,单位间距为pd,其中q与p 是一对互素的正整数。图2给出了一个9元互素嵌套

阵列结构,其中q=3,p=4。
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图1 互素嵌套阵列

Fig.1 Co-primenestedarray

图2 9元互素嵌套阵列

Fig.2 9-elementco-primenestedarray

令第一个子阵的第一个阵元为参考阵元,设K 个远场窄带不相干信号s1(t),…,sK(t)的方向角分别为

θ1,θ2,…,θK。令θ=[θ1,θ2,…,θK],Δ=2πd/λ。不考虑互耦效应时,阵列接收可以表示为

x(t)=A(θ)s(t)+n1(t),

y(t)=B(θ)s(t)+n2(t),{ (1)

其中:x(t)=[x1(t),…,xN-1(t),xN(t)]T∈CN×1;y(t)=[y1(t),…,yM-1(t),yM(t)]T∈CM×1;s(t)=[s1
(t),…,sK(t)]T∈CK×1表示非高斯信号向量;n1(t)=[n11(t),…,n1N(t)]∈CN×1和n2(t)=[n21(t),…,n2M(t)]

∈CM×1是2个子阵接收的高斯噪声;A(θ)=[a(θ1),…,a(θK)]∈CN×K;B(θ)=[b(θ1),…,b(θK)]∈

CM×K; a(θk)= [1, e-i2πqdλ sinθk, …, e-i2πqdλ (N1-1)sinθk, e-i2πqdλ N1sinθk, e-i2πqdλ (2N1+2)sinθk, …,

e-i2πqdλ [(N2-1)(N1+2)-2]sinθk, …,e-i2πqdλ [N2(N1+2)-3]sinθk ]T,b (θk ) = [e-iΔ0sinθk,e-i(2πpdλ +Δ0)sinθk, …,

e-i[2πpdλ (M1-1)+Δ0]sinθk,e-i[2πpdλ M1+Δ0]sinθk,e-i[2πpdλ (2(M1+1)+Δ0]sinθk, …,e-i[2πpdλ (M2(M1+2)-3)+Δ0]sinθk ]T;Δ0 =

2πqd
λ
[N2(N1+2)-3]。

当考虑阵元互耦效应时,整个阵列接收可以表示为

z(t)=M
A(θ)

B'(θ)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ús(t)+

n1(t)

n'2(t)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (2)

其中:B'(θ)和n'2(t)分别表示B(θ)和n2(t)的后M-1行,M∈C(M+N-1)×(M+N-1)为互耦矩阵,

mij表示第i个阵元与第j个阵元间的互耦系数,且满足mii=1。当第i个阵元与第j个阵元间距离大于某

值wd 时,mij=0,即互耦效应可以忽略。对于所提阵列结构,只要选取一对都大于w 的互素整数,便可消除

互耦的影响。

2 DOA估计算法描述

对于所提阵列,由于单位间距大于半个波长,且对应的虚拟阵列包含的虚拟阵元不具有连续性。所以无

法直接使用空间平滑算法来构造扩展的协方差矩阵和获取信号子空间。下面针对这种特殊的阵列结构,提
出一种基于四阶累积量的DOA估计算法。

首先利用阵列接收数据的4阶累积量构造4个四阶累积量矩阵C1∈C[N2(N1+2)-2]×[N2(N1+2)-2],C2∈

C[N2(N1+2)-2]×[M2(M1+2)-2],C3∈C[M2(M1+2)-2]×[N2(N1+2)-2]和C4∈C[M2(M1+2)-2]×[M2(M1+2)-2]。对于任意给定的

1≤u,v≤N2(N1+2)-2,1≤u,v≤M2(M1+2)-2都存在以下唯一分解式
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u=u1+u2(N1+2),

v=v1+v2(N1+2),

u=u1+u2(M1+2),

v=v1+v2(M1+2),

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(3)

其中,1≤u1,v1≤N1+2,1≤u1,v1≤M1+2。
利用分解式(3),C1,C2,C3,C4 可根据下面公式确定

C1(u,v)=cum{xa(t),x*
b (t),x*

c (t),xd(t)},

C2(u,v)=cum{xa(t),x*
b (t),y*

c (t),yd(t)},

C3(u,v)=cum{ya(t),y*
b (t),x*

c (t),xd(t)},

C4(u,v)=cum{ya(t),y*
b (t),y*

c (t),yd(t)},

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(4)

其中,a,b,c,d,a,b,c,d 满足

a=N1+1+u2,b=N1+2-u1; 当u1 <N1+2,

a=N,b=N -u2-1; 当u1=N1+2,

c=N1+1+v2,d=N1+2-v1; 当v1 <N1+2,

c=N,d=N -v2-1; 当v1=N1+2,

a=M1+1+u2,b=M1+2-u1; 当u1 <M1+2,

a=M,b=M -u2-1; 当u1=M1+2,

c=M1+1+v2,d=M1+2-v1; 当v1 <M1+2,

c=M,d=M -v2-1; 当v1=M1+2,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(5)

  利用这4个四阶累积量矩阵Ci,i=1,2,3,4可以构造一个分块四阶累积量矩阵

C=
C1 C2

C3 C4

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

=
A
B
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úS0 AH BH[ ] ,

(6)

其中:A(θ)=[a(θ1),…,a(θK)]∈C[N2(N1+2)-2]×K;B(θ)=[b(θ1),…,b(θK)]∈C[M2(M1+2)-2]×K;a(θk)=

[1,e-i2πqdλ sinθk,…,e-i2πqdλ [N2(N1+2)-3]sinθk]T;b(θk)=[1,e-i
2πpdsinθk

λ ,…,e-i 2πpd
λ (M2(M1+2)-3)]sinθk[ ] T;S0=diag{S1,

S2,…,SK};Sk=cum{sk,s*
k ,s*

k ,sk},k=1,2,3,…,K。设A1 和A2 分别是由A 的前N2(N1+2)-3行和

后N2(N1+2)-3行构成的矩阵

A1=A(1:N2(N1+2)-3,:),

A2=A(2:N2(N1+2)-2,:)。{ (7)

设B1 和B2 分别是由B 的前M2(M1+2)-3行和后M2(M1+2)-3行构成的矩阵

B1=B(1:M2(M1+2)-3,:),

B2=B(2:M2(M1+2)-2,:)。{ (8)

  根据A1,A2,B1,B2 的元素特点可知

A2=A1Φ1,

B2=B1Φ2,{ (9)

其中:Φ1=diag{e-i2πqdλ sinθ1,…,e-i2πqdλ sinθK};Φ2=diag{e-i2πpdλ sinθ1,…,e-i2πpdλ sinθK}。
对C 进行特征值分解,C 的K 个最大特征值对应向量组成的矩阵Us 称为信号子空间,且存在可逆矩阵

T 满足

Us =
A
B
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úT, (10)

  从Us 中提出2个子矩阵,分别记为
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U1=Us(1:N2(N1+2)-2,:),

U2=Us(N2(N1+2)-1:N2(N1+2)+M2(M1+2)-4,:)。{ (11)

再从Us 中提取出4个矩阵,分别记为

U11=Us(1:N2(N1+2)-3,:),

U12=Us(2:N2(N1+2)-2,:),

U21=Us(N2(N1+2)-1:N2(N1+2)+M2(M1+2)-5,:),

U22=Us(N2(N1+2):N2(N1+2)+M2(M1+2)-4,:)。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(12)

  根据式(10)和(11),可知

U1=AT;

U2=BT。{ (13)

  再根据式(10)和(13),可知

U11=A1T,

U12=A2T,

U21=B1T,

U22=B2T。

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(14)

  类似ESPRIT算[4-5]法,利用式(14)可得

U+
11U12=T-1Φ1T;

U+
21U22=T-1Φ2T。{ (15)

  然而,在这里不能直接像ESPRIT算法一样,通过对U+
11U12或者U+

21U22进行特征值分解来获取DOA估

计值。当p≠1,q≠1时,利用特征值分解得到得DOA估计值会出现角度模糊。
但是,因为q与p 是一对互素的整数,所以一定存在另外2个整数p1,q1 使得p1p+q1q=1。此时对

U+
11U12和U+

21U22进行乘方运算,便可得到

(U+
11U12)q1 =T-1Φq1

1T;
(U+

21U22)p1 =T-1Φp1
2T;{ (16)

如果当p1 或q1 是负数时,定义(U+
11U12)q1=(U+

12U11)-q1或(U+
21U22)p1=(U+

22U21)-p1。
设对角矩阵Φ=Φq1

1Φp1
2 ,根据(16)可知

Φ=diag{e-i
2πqq1d

λ sinθ1,…,e-i
2πqq1d

λ sinθK}diag{e-i
2πpp1d

λ sinθ1,…,e-i
2πpp1d

λ sinθK}

=diag{e-i
2π(qq1+pp1)d

λ sinθ1,…,e-i
2π(qq1+pp1)d

λ sinθK}

=diag{e-i
2πd
λ sinθ1,…,e-i

2πd
λ sinθK}

(17)

令矩阵Ξ=(U+
11U12)q1(U+

21U22)p1,由式(16)、(17)可知

Ξ=(U+
11U12)q1 (U+

21U22)p1

=T-1Φq1
1Φp1

2T=T-1ΦT。
(18)

  此时对Ξ 进行特征值分解,便可获得无模糊的DOA。然而,这个方法获得的DOA估计值的精确度依

然不高,所以利用Ξ 对原有的信号子空间进行扩展。
构造2组选择矩阵E1t=IN2(N1+2)-2e︿t,t=0,1,2,…,q-1,E2t=IM2(M1+2)-2e~t,t=0,1,2,…,p-1

其中e︿t∈C1×q,e~t∈C1×p表示只有第t+1个分量为1,其它分量为0的2个向量。利用E1t,E2t对U1 和U2

进行扩展,构造出Unew1和Unew2

Unew1=
q-1

t=0
E1tU1ΞT=A~(θ)T;

Unew2=
p-1

t=0
E2tU2ΞT=B~(θ)T。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(19)

合并Unew1,Unew2构造Unew
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Unew=
Unew1

Unew2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

A~(θ)

B~(θ)

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
T, (20)

其中:A
~(θ)=[a~(θ1),…,a~(θK)]∈Cq[N2(N1+2)-2]×K;B

~(θ)=[b
~(θ1),…,b

~(θK)]∈Cp[M2(M1+2)-2]×K;a~(θk)=

[1,e-i2πqdλ sinθk,…,e-i2πqdλ q(N2(N1+2)-2)-1[ ]sinθkT ∈ Cq[N2(N1+2)-2]×1;b
~ (θk ) = [1,e-i

2πdsinθk
λ ,…,

e-i2πdλ [p(M2(M1+2)-2)-1]sinθk]T∈Cp[M2(M1+2)-2]×1。

从A
~(θ)和B

~(θ)的结构可以看出,这2个阵列流形矩阵对应的虚拟阵列是不存孔洞的,所以利用信号子

空间Unew来估计信号角度不会出现角度模糊。
对Unew进行正交化可获得标准正交化向量Uo

new
[2],再构造函数

f(θ)=
1

aH(θ)(I-Uo
new (Uo

new)H)a(θ)
, (21)

搜索出f(θ)的最大值,便可估计出正确的方向角。

3 仿真实验

通过几个仿真实验来对比所提算法与已有自校正算法的性能。假设w=2,即当阵元间距超过2d 时,阵
元耦合效应可以忽略。假设阵元本身的互耦系数为1,距离相差d 的2个阵元的互耦系数为c2=0.9+0.4i,
距离相差2d 的2个阵元的互耦系数为c3=0.5-0.35i。对于所有算法,谱峰搜索的间隔固定为0.1°。设解

耦算法[8-10]使用14元均匀阵列,阵元间距为d。对于所提的阵列,设N=7,M=8,因为2个子阵存在一个共

用阵元,所以阵元总数也是14。在前2组实验中,研究阵列取q=3,p=4,在这种情况下阵列中所有阵元的

互耦效应就可以完全忽略。在第二组仿真实验中,利用DOA估计的均方根误差(RMSE,rootmeansquare
error)来评价算法的估计精确度,并设RMSE的定义为

RMSE=
1
KJ

J

j=1

K

k=1

(θ
︿
kj -θk)2, (22)

其中J=200表示 Monte-Carlo实验的次数,θ
︿
kj表示在第j次试验中对第k个信号的DOA估计值。

第一组仿真实验对比4种不同算法对角度的分辨能力,将快拍数固定在500,信噪比SNR(signalnoise
ratio)固定在10dB。首先设4个信号的方向角为30°,40°,50°,60°。图3(a)显示了算法与Liu等[10]提出的

算法的空间谱。图3(b)显示的是 Wang等[8]和Ye[9]等所提算法的空间谱。通过观察这2幅对比图,可以发

现只有算法和Liu的算法[10]能较好的将4个信号区分开,而其他2个算法对这4个信号的区分效果很差。
然后将4个信号的方向角改为45°,50°,55°,60°,角度间隔减小到5°。图4(a)显示出算法与Liu的算法[10]的

空间谱,图4(b)显示了 Wang的算法[8]和Ye的算法[9]的空间谱。此时,可以发现算法依然能够将4个信号

顺利的区分开,但其它3个算法都已无法区分这4个信号。这几幅仿真图中的结果可以反映出所提方法对

信号的分辨能力要明显好过其它3种算法。

图3 空间谱对比图(角度间隔为10°)

Fig.3 Spatialspectralcomparisonoffoursignalswith10°angularinterval
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图4 空间谱对比图(角度间隔为5°)

Fig.4 Spatialspectralcomparisonoffoursignalswith5°angularinterval

第二组仿真实验对比4种不同算法对角度估计的精确度。此次实验是在信号能被分辨开的情况下进行

对比,所以信号源的数量减少到3个,方向角设为30°,40°,50°。首先将快拍数固定在500。图5显示4个算

法的均方根误差随信噪比的变化情况。然后将信噪比固定在2.5dB,图6显示4个算法的均方根误差随快

拍数的变化情况。从这2幅对比图中可以发现,算法的估计精确度要远超过其他3种算法。另外,从图5中

可以发现当信噪比较低的时候,算法的优势更加明显。而从图6中也可以发现算法即使在较低的快拍数下

也能获得较好的估计性能。综合2组仿真实验的结果,算法无论是在估计精确度方面,还是对角度的分辨力

方面都会优于已有的几种自校正DOA估计算法。

图5 四种算法均方根误差随信噪比的变化曲线

Fig.5 RMSEoffourmethodsversusSNR

第三组仿真实验对比所提算法在不同的q,p 取值下的DOA估计效果。为了反应阵元间距对DOA估

计精确度的作用,此次仿真实验也不考虑阵元的互耦效应。从图7中可以看出,算法在q=4,p=5时估计的

精确度是最高的。从这个仿真结果可以发现,所提的算法并不会因为阵元间距的增加而导致估计精确度的

降低。反而随着间距增大估计精确度有提高的趋势。事实上,随着q,p 取值的增大,阵列能应对的互耦效应

的强度也会增大。当q=4,p=5时,便可应对w=3的情形。而此时对于解耦算法[8-10],解耦效果就会进一
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步降低,尤其是算法[9-10]孔径损失将会更加严重。

图6 4种算法均方根误差随快拍数的变化曲线

Fig.6 RMSEoffourmethodsversussnapshots

图7 不同q,p 下均方根误差随信噪比的变化曲线

Fig.7 RMSEofproposedmethodversusSNRfordifferentqandp

4 结束语

为了最大限度地消除阵元互耦效应对DOA估计带来地影响,提出了一种可以根据互耦效应的强度来调

整阵元间距的互素嵌套阵列。此阵列由2个大间距的嵌套阵列组成,只要间距足够大就可以消除互耦效应。
并且针对这种大间距阵列提出了一种可以避免角度模糊的高分辨的DOA估计算法,在减小互耦作用的同时

还能确保DOA估计的准确性,不会因为间距的增大而造成估计精确度的降低。仿真结果表明此阵列配合所

提DOA估计算法比一些已有的自校正算法具有更高的估计精确度和角度分辨力。
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