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摘要:为了分析大变形、间隙碰撞和不确定性对机械臂动力学特性和控制精度的影响,提出了

含区间铰间隙的柔性机械臂动力学建模方法和该动力学模型的求解方法。模型中采用绝对节点坐

标法对柔性部件进行动力学建模,采用混合碰撞力模型和Ambr􀆩sio摩擦力模型建立关节铰间隙,
并且采用区间变量描述间隙尺寸和部件杨氏模量。通过数值仿真分析表明:部件柔性和间隙会显

著地影响机械臂动力学特性和控制精度,而且随着部件弹性模量减小、间隙尺寸增大,影响将更加

显著;考虑不确定性时,机械臂的控制精度将降低,而且参数不确定性会显著影响该机械臂的动力

学特性。
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Abstract:Toinvestigatetheinfluencesoflargedeformation,clearanceanduncertaintyonthedynamic
behaviorandcontrolaccuracyofamanipulator,amethodforestablishingthedynamicsmodelofaflexible
manipulatorwithintervaljointclearanceispresented.Thenanevaluationmethodforthedynamicsmodelis
proposed.Inthis work,theabsolutenodalcoordinateformulationisusedto modeltheflexible
components,andthehybridcontactforce modeland Ambr􀆩siofrictionforce modelareappliedto
constructingtherevoluteclearancejoint.Meanwhile,intervalsareusedtocharacterizetheclearancesize
andYoung’smodulus.Thesimulationresultsshowthattheflexibilityandclearancecanobviouslyaffect
thedynamicbehaviorandcontrolaccuracyofthemanipulator.Inaddition,theinfluencewillbemore
significantastheYoung’smodulusdecreasesortheclearancesizeincreases.Uncertaintycanreducecontrol
accuracyandsignificantlyaffectthedynamicbehaviorofthemanipulator.
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随着空间技术的快速发展,大尺寸、轻量化的空间机械臂已经被广泛地用于空间站的组装、修理和检测,
航天员舱外活动,空间飞行器捕获等,其可靠性对于整个空间任务至关重要。空间机械臂动力学分析涉及运

动过程中大变形和间隙碰撞问题,且结构参数存在不确定性,因此,要建立精确的空间机械臂动力学模型就

需要考虑各种因素。

Flores等[1]对多种间隙模型进行了研究,通过对含间隙机构进行动力学分析发现间隙严重影响机构动

力学特性。Zhao等[2]对含间隙空间机器人进行了动力学特性研究,研究发现间隙尺寸会显著影响机器人动

力学特性。Erkaya[3]建立了含间隙焊接机械臂的动力学模型。Varedi-Koulaei等[4]采用粒子群算法对含间

隙的3-RRR并联机械手进行了优化设计,以减小间隙碰撞对该机械手动力学特性的影响。Megahed等[5]对

含多间隙机构进行了研究,结果表明间隙位置,运行速度和间隙大小都会显著影响机构动力学特性。谷勇霞

等[6]研究了间隙尺寸和间隙关节数量对漂浮空间机械臂动力学特性的影响。考虑到构件柔性,Khemili等[7]

对含间隙平面柔性机构进行了动力学分析,结果显示构件柔性能够有效控制碰撞力峰值。任武等[8]建立了

考虑间隙的多柔体臂架的刚柔混合模型。BenAbdallah等[9]对含多间隙的柔性机构进行了研究。考虑到机

械臂在运动过程中存在大变形,Tian等[10]基于绝对节点坐标法[11]对含PD控制器的双连杆柔性机械臂进行

了控制精度分析。然而,在建模过程中忽略了间隙对机械臂控制精度的影响。
上述研究都认为机械臂为理想情况,然而由于材料不均匀、加工误差、摩擦、磨损等,真实的机械臂中普

遍存在不确定性。Li等[12]研究了存在随机不确定性的含间隙机械臂动力学特性和运动精度问题,建模过程

中忽略了机械臂存在的变形。Wang等[13]采用Chebyshev多项式方法对存在区间不确定性参数的刚柔耦合

空间机械臂进行了动力学分析,建模过程中忽略了间隙碰撞。笔者将系统考虑大变形、间隙碰撞和不确定性

对机械臂动力学特性和控制精度的影响,研究含区间铰间隙的柔性机械臂动力学建模和控制精度分析方法。

1 旋转铰间隙建模

1.1 旋转铰间隙数学模型

如图1所示,体i,j之间存在平面间隙转动副,轴承是体i的部件,轴是体j的部件。整体坐标系为xy。
点Pi 和Pj 分别为轴承和轴的中心,对应的位置矢量分别为ri 和rj。轴与轴承的中心距矢量eij

可表示为

eij =rj -ri。 (1)

图1 旋转铰间隙模型

Fig.1 Revolutejointwithclearance

  轴与轴承中心距为

eij = eT
ijeij

。 (2)

  垂直轴承与轴接触表面的单位法向量为
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n=
eij

eij

。 (3)

  当轴承与轴碰撞时,嵌入深度为

δ=eij -c, (4)
式中c为间隙大小,c=Ri-Rj,Ri 和Rj 分别为轴承和轴半径。

体i,j的接触点分别为Qi 和Qj,基于绝对节点坐标法接触点的全局位置为

r
Q

k =rk +Rkn k=i,j( ) 。 (5)

全局坐标系下接触点Qi 和Qj 的速度可以通过将式(5)对时间求导得到

r·
Q

k =r·k +Rkn· k=i,j( ) 。 (6)

  接触点的法向相对速度vN
和切向相对速度vT

可表示为

vN = r·
Q

j -r·
Q

i( ) Tn, (7)

vT = r·
Q

j -r·
Q

i( ) Tt, (8)
式中切向量t通过向量n 逆时针旋转90°得到。

1.2 接触碰撞力模型

Hertz接触力模型是应用最广泛的接触力模型,该模型认为接触表面为完全弹性碰撞,因此不能描述碰

撞过程中的能量耗散。为了描述接触碰撞过程中的能量损耗,基于 Hertz模型,Lankarani,Herbert和Lee
等提出了多种含能量耗散项的接触碰撞力模型[14]。Liu等[15]研究发现Hertz接触力模型仅仅适用于间隙相

对较大且载荷较小的情况。对于小间隙情况,计算结果将无法满足精度要求。针对上述问题,Bai等[16]构建

了一种基于Lankarani-Nikravesh碰撞力模型和 WEF(Winklerelasticfoundation)模型的混合碰撞力模型,

该碰撞力模型可以表示为

Fn=Knδn +Dmodδ
·, (9)

式中:Fn 为法向碰撞力,δ
·

为撞击点的相对速度。n 的值取决于碰撞面的材料,对于金属材料通常选取n=

1.5。Kn 和Dmod分别是非线性接触刚度系数和修改后的阻尼系数,其表达式如下

Kn=
1
8πE

* 2δ 3Ri-3Rj +2δ( ) 2

Ri-Rj +δ( ) 3
, (10)

Dmod=
3Kn1-c2e( )e2 1-ce( )δn

4δ
· -( )

, (11)

式中:δ
·(-)为撞击点的初始相对速度,ce 为恢复系数,E*是复合弹性模量,可表示为如下形式

1
E* =

1-v
2

i

Ei
+
1-v

2

j

Ej
, (12)

式中:vk
(k=i,j)和Ek(k=i,j)分别是接触材料的泊松比和弹性模量。该间隙碰撞力模型能够普遍适用于

大间隙和小间隙情况,通过与有限元仿真结果比较,该碰撞力模型的精度高于Hertz接触力模型。

1.3 摩擦力模型

Coulomb摩擦模型是最简单的摩擦力模型。该模型的摩擦力方向与切向速度方向相反,并且摩擦力大

小与法向接触力成正比。Coulomb摩擦模型在切向速度趋近于零时会产生不连续的摩擦力,这将有可能导

致计算不收敛。为了解决该问题,Ambr􀆩sio[17]将速度引入Coulomb摩擦模型,建立了如下形式的摩擦力

模型,

FT=-cfcdFN
vT

vT

, (13)

式中:cf
为摩擦系数,vT

为相对切向速度。cd
为动态修正系数,可表示为
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cd =

0 if vT ≤v0
,

vT -v0

v1 -v0

if v0 ≤vT ≤v1
,

1 if vT ≥v1
,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(14)

式中:v0
和v1

是为计算动态修正系数给定的速度极限值。Ambr􀆩sio摩擦力模型如图2所示。

图2 Ambr􀆩sio摩擦力模型

Fig.2 Ambr􀆩siofrictionmodel

2 含间隙柔性机械臂动力学建模

含间隙柔性机械臂模型如图3所示。连杆OAi 在O 点处的运动副为理想平面转动副,连杆OAi 与连杆

AjPj 在A 处的运动副为平面间隙转动副。τ1 和τ2 分别为作用于连杆OAi 和连杆AjPj 的驱动力矩,n1 和

t1 为连杆OAi 在O 点处的单位法向量和切向量,n2 和t2 为连杆OAi 在Ai 点处的单位法向量和切向量,n3

和t3 为连杆AjPj 在Aj 点处的单位法向量和切向量,θ1 为连杆OAi 在O 点处的转角,θ3 为连杆OAi 在Ai

点处的转角,θ2 为连杆AjPj 在Aj 点处的转角。考虑到运动过程中连杆OAi 和连杆AjPj 存在大变形,采

用绝对节点坐标法对连杆OAi 和连杆AjPj 进行动力学建模。

图3 含间隙柔性机械臂

Fig.3 Flexiblemanipulatorwithclearance

基于绝对节点坐标法[9],平面梁单元上任意一点全局位置可表示

r=Sek, (15)

式中S 为由参数x 决定的单元形函数,参数x∈ 0 l[ ] 表示未变形时特定点的轴向坐标,l为单元初始长

度,单元形函数表示为:

S= S1I2 S2I2 S3I2 S4I2[ ] , (16)

65 重 庆 大 学 学 报                   第44卷



式中,I2 为2×2的单位矩阵;S1=1-3
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。 (17)

  ri i=m,n( ) 表示节点ii=m,n( ) 位置矢量,∂ri
/∂xi=m,n( ) 为节点ii=m,n( ) 的位置矢量对x 方向

的二维偏导数矢量。
基于上述描述,梁单元的动能可表示为

Te=
1
2∫V

ρr·Tr·dV=
1
2 e·k( )TMee·k, (18)

式中Me 为梁单元的常数质量矩阵,可通过式(19)计算得到,

Me=
1
2∫V

ρSTSdV, (19)

式中:ρ和V 分别为单元密度和体积。
梁单元的弹性势能可表示为

Ue=
1
2∫V

σTεdV, (20)

式中:σ 和ε分别为应力矢量和应变矢量。
驱动力矩τ1 和τ2 所做的虚功可以表示为

δW =τ1δθ1+τ2δθ4=τ1δθ1+τ2δθ2-τ2δθ3。 (21)

  对于一维两节点柔性梁θ1 的变分可以表示为

δθ1=
∂r

i

Ox
/∂xδ∂r

i

Oy
/∂x( ) -∂r

i

Oy
/∂xδ∂r

i

Ox
/∂x( )

f
2
1

, (22)

式中:f1= ∂r
1

Ox
/∂x( )2+ ∂r

1

Oy
/∂x( )2,∂r

1

Ox
/∂x ∂r

1

Oy
/∂x[ ]

T 为O 点处位置矢量对x 方向的二维偏导数

矢量,则驱动力矩τ1作用在O 点的等效广义力表达为:

Q1= [0 0 -τ1 ∂r
1
Oy
/∂x( )/f

2
1 τ1 ∂r

1
Ox/∂x( )/f

2
1 0 0 0 0]T。 (23)

  同理可以得到τ2的等效广义力。基于虚功原理和Baumgarte方法[18],该含间隙柔性机械臂的动力学方

程表示为

M ΦT
q

Φq 0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

q··

λ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

Bτ-F+Fc

γ-2αΦ
·
-β2Φ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
, (24)

式中:M 为机械臂的常数质量矩阵,λ 为拉格朗日乘子,F 和Fc 分别为广义弹性力和广义间隙碰撞力,Φ 和

Φq 分别为约束方程及其对广义坐标q 的偏导数矩阵,γ=- Φqq·( )q-2Φqtq·-Φtt,α和β为稳定性系数,其
值依靠经验选取。Bτ为驱动力矩的等效广义力,τ= τ1 τ2[ ]T 由PID控制方法[19]得到。

3 含区间铰间隙柔性机械臂控制精度和动力学特性分析

由于材料不均匀、加工误差、磨损等原因,机械臂广泛存在不确定性,如间隙尺寸、部件杨氏模量等。这

些不确定性因素会显著的影响机械臂动力学特性和控制精度,考虑到间隙尺寸和杨氏模量数据的不完备性,
这里将间隙尺寸和杨氏模量处理为区间变量,式(24)变为

M ΦT
q

Φq 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

q~
··
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é
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ê
ê
ê

ù

û
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·
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~

é
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êê

ù

û
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úú

, (25)

式中上标表示该值与区间变量 c,E( ) 有关。式(25)为含区间不确定性变量和控制器的微分代数方程,对其
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进行求解将非常困难。这里将提出该动力学模型的求解方法,图4列出了该方法的主要步骤,具体为:

图4 含区间铰间隙柔性机械臂不确定性分析

Fig.4 Uncertaintyanalysisofflexiblemanipulatorwithclearance

1)选择区间不确定性的抽样数量N。

2)从每一个区间参数中选择一个样本 ci,Ei( )。

3)在给定区间参数 ci,Ei( ) 的情况下,通过计算动力学方程(24)得到柔性机械臂末端控制误差ei t( )=
xist( )-xidt( ),yist( )-yidt( )( )(xis

,yis( ) 和 xid
,yid( ) 分别为实际和理想情况末端坐标)、末端加速度

x··is,y
··

is( ) 和驱动力矩 τi1,τi2( )。

4)判断区间不确定性的N 个样本是否已经全部分析。如果否,回到步骤(2);如果是,继续步骤(5)。

5)找出末端控制误差、末端加速度和驱动力矩上边界和下边界,该上边界和下边界围成的区域即为考虑

区间不确定性时末端控制误差、末端加速度和驱动力矩可能的区域。

4 仿真分析

该含间隙柔性机械臂末端点进行圆轨迹跟踪控制,如图5所示。连杆OAi 和连杆AjPj 长度分别为0.4m
和1.6m。连杆OAi 划分为2个单元,连杆AjPj 划分为4个单元。连杆OAi 和AjPj 具有相同的截面形状和材

料参数,截面积为2.5×10-3m2,截面惯性矩为5.208×10-7m4,杨氏模量为30GPa,密度为6000kg/m3。该机

械臂的材料属性及动力学分析相关参数如表1所示。仿真时间为10s,跟踪圆轨迹的角速度为

ω=-
6π
500t2-10t( ) 。 (26)

图5 含间隙柔性机械臂末端圆轨迹跟踪

Fig.5 Endcirculartrackingofflexiblemanipulatorwithclearance
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表1 机械臂仿真参数表

Table1 Simulationparametertableofmanipulator

参数 数值 参数 数值

轴承半径/mm 10 Baumgarte-α 250

恢复系数 0.9 Baumgarte-β 250

轴和轴承杨氏模量/GPa 207 时间步长/s 0.00001

泊松比 0.3 容差 0.000001

为了研究间隙对机械臂动力学特性和控制精度的影响,分别取间隙c=0.01mm,c=0.2mm和c=
0.5mm,摩擦系数cf=0.1,将上述多种间隙情况计算得到的响应结果与理想铰接副的响应结果进行比较。
图6为3种间隙情况下的末端控制误差图、末端加速度图和驱动力矩图。由图6可知:当间隙大小为

0.01mm时,间隙对末端控制误差、末端加速度和驱动力矩几乎没有影响;当间隙大小为0.2mm和0.5mm
时,间隙对末端控制误差的影响非常显著,而且间隙越大控制精度越差;当间隙大小为0.2mm和0.5mm
时,间隙对末端加速度和驱动力矩的影响依然不显著。通过对图7(d)进一步分析发现初始时刻机械臂末端

y 方向的加速度扩展较大,其原因在于:初始时刻间隙铰中的轴与轴承存在剧烈碰撞,导致初始时刻机械臂

末端y 方向的加速度较大。
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图6 末端控制误差、末端加速度和驱动力矩图

Fig.6 Tiperror,tipaccelerationanddrivingmoment

  为了分析部件柔性对机械臂动力学特性和控制精度的影响,取连杆杨氏模量为3,30,300GPa,3种工

况下的间隙c=0.5mm。末端控制误差、末端加速度和驱动力矩如图7所示。可以发现:当杨氏模量为

3GPa时,末端控制误差、末端加速度和驱动力矩与杨氏模量为30GPa的分析结果存在明显差异,而且弹

性模量较低时,末端剧烈抖动持续时间将增加;当杨氏模量为30GPa和300GPa时,两种工况的末端控制

误差、末端加速度和驱动力矩差异不显著。因此,当连杆弹性模量较小时,连杆柔性会显著的影响控制误

差和机械臂的动力学特性,而连杆弹性模量较大时,连杆柔性对该机械臂的控制精度和动力学特性的影

响将不显著。
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图7 不同杨氏模量末端控制误差、末端加速度和驱动力矩图

Fig.7 Tiperror,tipaccelerationanddrivingmomentunderdifferentYoung’smodulus

  由于间隙尺寸和连杆柔性会显著影响该机械臂控制精度和动力学特性,这里考虑间隙尺寸和杨氏模量

为区间变量,其取值范围分别为c= [0.1 0.5]mm,E= [20 30]GPa。采用本文中提出的方法对机械臂进

行动力学特性和控制精度分析。末端控制误差、末端加速度和驱动力矩如图8所示。可以发现:考虑不确定

性时,末端控制误差将扩张,从而导致控制精度降低;末端加速度和驱动力矩也会扩展,从而影响该机械臂的

动力学特性。
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图8 末端控制误差、末端加速度和驱动力矩区域图

Fig.8 Upperandlowerboundsoftiperror,tipaccelerationanddrivingmoment

5 结 语

1)当间隙尺寸较小时,间隙对末端控制误差、末端加速度和驱动力矩几乎没有影响。当间隙尺寸较大

时,间隙对末端控制误差的影响非常显著,而且间隙越大控制精度越差。然而,较大间隙情况下,间隙对末端

加速度和驱动力矩的影响依然不显著。
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2)部件柔性会显著的影响末端控制误差、末端加速度和驱动力矩。当部件弹性模量较低时,末端会剧烈

抖动。

3)参数不确定性会显著的降低该机械臂的控制精度,而且也会影响该机械臂的动力学特性。
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