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摘要:兼顾 近 场 动 力 学 (peridynamics,PD)模 拟 不 连 续 问 题 的 优 势 和 有 限 单 元 法 (finite
elementmethod,FEM)较高的计算效率,采用近场动力学与有限元混合建模方法,建立了新的混

合模型。该模型在裂纹出现区域,采用近场动力学建模,其他区域采用八结点等参元建模。通过杆

单元连接PD物质点与等参单元结点,将PD物质点对间相互作用视为杆单元,最后对单元刚度集

成,实现了在有限元框架体系中两种方法的混合建模。该混合模型无需引入人工阻尼,提高了计算

效率。此外,相较于四结点混合模型,采用高阶(八结点)等参元与近场动力学方法建立的混合模型

具有更高的计算精度。通过数值算例验证了该方法的有效性,为断裂破坏问题的解决提供了一种

新思路。
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Abstract:Consideringtheadvantagesofperidynamicsinsimulatingdiscontinuitiesandlowcomputational
costoffiniteelementmethod(FEM),anewhybridmodelwasestablishedbyusingthehybridmodeling
methodofperidynamicsandfiniteelementmethod.Theregionwherecracksappearwasmodelledby
peridynamicstheory,whiletheotherregionsweremodelledbyeightnodeisoparametricelements.The
trusselementwasusedtoconnectthematerialpointswiththeisoparametricnodes,andtheinteraction
betweenmaterialpointscouldberegardedasthetrusselement.Finally,thestiffnessoftheelementwas
integratedtorealizethehybridmodelingofthetwomethodsinthefiniteelementframesystem.No
artificialdamping wasneededinthe model,whichimprovedthecalculationefficiency.Inaddition,
comparedwiththefour-nodehybridmodel,theproposedhybridmodelbasedonhigh-order(eight-node)
isoparametricelementandperidynamicshadhigheraccuracy.Thevalidityofthemethodwasverifiedbythe
numericalexample.Theproposedmodelprovidesanewideatosolvefractureproblems.
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以有限单元法为代表的基于偏微分方程的相关数值方法已经得到了广泛的运用,但在模拟裂纹扩展等

不连续问题时,基于连续性假设的有限单元法无法自发模拟裂纹扩展,国内外学者通过设置界面单元或采用

网格重划分技术来处理,但仍存在网格依赖性的问题[1]。

2000年,美国Sandia国家实验室的Silling博士提出了基于非局部作用思想的近场动力学方法[2-3],在国

际上引起了广泛关注,从根本上解决了连续介质力学在模拟裂纹路径等不连续问题时偏导数不存在的问题,
逐渐成为计算力学与工程仿真及相关领域研究热点[4],在断裂破坏问题中得到了广泛应用[5-8]。然而,近场

动力学计算效率相较有限元而言过低。为此,国内外学者尝试将近场动力学与有限元结合起来,充分发挥两

者优势。Macek和Silling[9]将研究对象划分为PD子域与FE子域以及重叠域,重叠域采用有限元实体模

型,将重叠域中的PD模型以及PD子域视作杆单元,通过镶嵌单元技术,实现了对PD与FEM的混合建模;

Liu和Hong[10]在近场动力学子域与有限元子域设置界面单元,在界面单元内加入一定的物质点,计算耦合

力并将耦合力通过两种方式分配到界面单元的结点上,以此来实现两种方法的混合建模;Seleson等[11-12]通

过在[0,1]区间内变化的混合函数将局部作用区域的应变能密度与PD应变能密度混合实现了两区域的平滑

过渡;Ren等[13]利用不连续的Galerkin法建立了经典近场动力学控制方程,并给出了相关算例。上述混合

模型均在显式体系下求解,处理静力问题时需引入人工阻尼,阻尼的大小影响迭代收敛速度,进而导致计算

效率不足。此外,上述文章均局限于通过低阶单元与近场动力学方法实现混合建模,缺乏对高阶单元与近场

动力学混合建模研究。
在此基础上,本文所建立的模型将研究对象划分为PD子域与FE子域,在裂纹出现的区域,采用近场动

力学模型,其他区域采用等参元模型。通过杆单元连接PD物质点与等参元结点来实现混合建模。该模型无

需引入人工阻尼,提高了计算效率。同时,该混合模型在FE子域采用八结点等参元,提高了计算精度,最后,
通过对悬臂梁弹性变形及含裂纹正方形板破坏过程的模拟,证明了该混合模型的有效性。

1 近场动力学简介

1.1 近场动力学方法

如图1所示,设在任意时刻t,任意空间R 内任一物质点x 与其邻域一定范围δ 内的其他物质点(x'∈
R:‖x'-x‖≤δ)存在单位相互作用力f,根据牛顿第二定律,可得[14]:

ρu
··(x,t)=∫Hx

f(u(x',t)-u(x,t),x'-x)dVx' +b(x,t)。 (1)

  令式(1)中x'-x=ξ,u'-u=η,ξ为物质点间相对位置,η 为物质点间相对位移。

图1 物质点间的相互作用

Fig.1 Interactionofmaterialpoints

式中:Hx 为物质点x 的邻域范围,δ 为邻域范围尺寸,ρ 为物质点材料密度,u 为物质点的位移,b 为外力

密度。
基于保守场的定义和性质,一定存在一个标量函数w(η,ξ)(物质点对势能密度),使得:

f(η,ξ)=
∂w(η,ξ)
∂η

。 (2)

  物质点间的作用类似一个中心弹簧,则

w(η,ξ)=
c(ξ)s2ξ
2

, (3)

88 重 庆 大 学 学 报                   第44卷



式中:c(ξ)为微模量函数,s= η+ξ - ξ
ξ

为物质点对的伸长率。由式(2)可得微观弹脆性(prototype

microelasticbrittle,PMB)模型的本构力函数[15]:

f(η,ξ)= η+ξ
η+ξ

sc(ξ)μ(t,ξ), (4)

μ 为一标量函数,用来表征键的断裂:

μ(t,ξ)=
1,s(t',ξ)<s0,0≤t'≤t;

0,其他。{ (5)

式中:s0 为临界伸长率。当伸长率小于临界伸长率s0 时,μ(t,ξ)=1,键未发生断裂,否则,μ(t,ξ)=0,键断

裂。这里考虑材料的拉压异性,可以通过材料的抗拉强度、抗压强度和弹性模量E 去表征:

s0=
ft/E, s(ξ)>0,

fc/E,s(ξ)<0 。{ (6)

  在近场动力学理论中,统一定义局部损伤

φ(x,t)=1-
∫H

μ(x,t,ξ)dVξ

∫H
dVξ

, (7)

式中:0≤φ≤1,φ=0表示材料未损伤,φ=1表示该点完全损伤。

1.2 改进的PMB模型

式(3)中的微观模量函数c(ξ)可表示为:

c(ξ)=c(0,δ)g(ξ,δ), (8)
式中:c(0,δ)为集中函数,g(ξ,δ)为核函数,表示远程力大小随物质点间距变化的规律。在改进的PMB模

型中,考虑远程力对微观模量的影响,取核函数[16-17]为:

g(ξ,δ)=
1-

‖ξ‖
δ
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ù
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, ‖ξ‖ ≤δ;

0, ‖ξ‖ ≥δ。

ì

î

í

ïï

ïï

(9)

  根据近场动力学应变能密度与连续介质力学应变能密度相等的原则,可以得到平面应力状态下的集中

函数为:

c(0,δ)=
315E
8πδ3

。 (10)

2 有限元简介

2.1 有限元方程

有限单元法静力问题求解方程为

KU=R, (11)
式中:K 为整体刚度矩阵,U 为整体位移列阵,R 为整体等效结点荷载列阵。K 和R 可由式(12)得出

K=CT
ekCe

R=CT
eRe

k=∫Ωe
BTDBtdxdy

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

, (12)

式中:Ce 为选择矩阵,k 为单元刚度矩阵,Re 为等效荷载列阵,B 为应变转换矩阵,D 为弹性矩阵。

2.2 八结点等参元

相较于矩形单元,等参元精度高,且适用于复杂的曲线边界与曲面边界,因此得到了广泛的应用。这里

在有限元子域采用八结点等参元。
图2为四边形单元在整体坐标系xy 下的单元结点分布,在每个四边形单元上建立局部坐标系ξη,如
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图3所示,通过坐标变换,将每个四边形单元映射到标准正方形单元,建立了两种单元的对应关系。

图2 四边形单元

Fig.2 Quadrilateralelement

   

图3 正方形单元

Fig.3 Squareelement

设单元中任意一点的位移是u,v,单元结点位移为ui,vi(i=1,8),其位移模式为

u=
8

i=1
Niui,v=

8

i=1
Nivi。 (13)

  坐标变换为:

x=
8

i=1
Nixi,y=

8

i=1
Niyi。 (14),

式中,Ni=(i=1,8)为八结点等参元形函数,其表达式为:

Ni=
1
4
(1+ξiξ)(1+ηiη)(ξiξ+ηiη-1),   (i=1,2,3,4),

N5=
1
2
(1-ξ2)(1-η)

N6=
1
2
(1-η2)(1+ξ)

N7=
1
2
(1-ξ2)(1+η)

N8=
1
2
(1-η2)(1-ξ)

ü
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ï

, (15)

式中,ξ,η是定义在标准单元上的局部坐标,ξi,ηi(i=1,2,3,4)分别代表标准单元4个结点的局部坐标值。

3 近场动力学与有限元耦合方案

如图4所示,将几何模型划分为PD子域与FE子域,在PD子域采用近场动力学建模,在FE子域采用

八结点等参元建模。在两类子域的交界面上,如图5所示,交界面上的每个有限元结点通过杆单元与其近场

范围内的物质点相连接[18-19],其中,PD子域物质点对间相互作用可视为杆单元。为求解近场动力学方程,将
研究对象离散为一系列带有物性信息的物质点,近场动力学积分方程转化为对有限个物质点的求和,即:

ρu
··=

j
f(un

j -un
i,xj -xi)Vj +bn

i。 (16)

对于静力问题,令加速度为0,可得近场动力学的平衡方程:


j
f(un

j -un
i,xj -xi)Vj +bn

i =0。 (17)

根据公式(1),可将PD方程改写成矩阵形式

KPD
iju.μ(s)=f, (18)

式中KPD
ij 为任意物质点i,j的刚度贡献矩阵
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KPD
ij =

c(ξ)
ξ 3

ξ2x

ξxξy ξ2y sym

-ξ2x -ξxξy ξ2x
-ξxξy -ξ2y ξxξy ξ2y

é
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ê
ê
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ê
êê

ù

û
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ú
ú
ú
úú

, (19)

式中:c(ξ)为微模量函数,ξ = xi-xj ,ξx=xx
i-xx

j,ξy=xy
i-xy

j,上标x,y 分别为坐标在x,y 轴的坐

标分量。
杆单元的刚度贡献矩阵为:

Kt=
k(ξ',δ)

ξ' 3

ξ'2x

ξ'xξ'y ξ'2y sym

-ξ'2x -ξ'xξ'y ξ'2x

-ξ'xξ'y -ξ'2y ξ'xξy ξ'2y

é
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ê
ê
ê
êê
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, (20)

式中:k(ξ',δ)=
315E
8πδ3 1-

ξ'
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úú

2

,为平面应力问题下杆单元的刚度,ξ'为有限元结点与物质点的相对距离。

图4 有限元(FE)与近场动力学(PD)子域

Fig.4 FEandPDregion
图5 FE结点与PD物质点连接示意图

Fig.5 InteractionsbetweenFEnodesandPD

nodesthroughtrusses

通过求解式(12)、式(19)、式(20),分别得到了等参元、物质点对间、杆单元的刚度贡献矩阵,其中,物质

点对间相互作用视为杆单元,通过对刚度贡献矩阵的集成,形成整体刚度矩阵。最后根据有限元静力方程求

解位移,实现了近场动力学与有限元的混合建模。

4 数值算例

图6 悬臂梁几何模型

Fig.6 Geometricmodelofcantileverbeam

4.1 悬臂梁的弹性变形

悬臂梁几何尺寸及子域划分如图6所示[19],跨长1000mm,
截面高为200mm,弹性模量E 为100GPa,泊松比ν=1/3,物质

点间距取为2.5mm,近场范围尺寸取δ=4Δx,有限元网格为

10mm×10mm的八结点等参单元,右端受大小为1050kN/m
的均布荷载,探讨不同数值方法对精度的影响。

表1给出了采用不同数值方法得到的最大水平位移计算结

果。由表1可得,采用近场动力学方法计算的最大水平位移与解
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析解的相对误差为2.19%,采用四结点混合模型时相对误差为0.67%,采用八结点混合模型的误差为

0.28%,混合模型的精度比近场动力学的计算精度高,且本文中建立的八结点混合模型高于四结点混合模型

的计算精度。证明了本文中提出的混合模型的精确性。其中,当不设置FE子域时,可根据有限元静力求解

方程,得到近场动力学计算结果。

表1 最大水平位移计算结果

Table1 Calculationresultsofmaximumhorizontaldisplacement

计算方法 观测点水平位移/m 相对误差/%

解析解 1.050×10-5 —

近场动力学 1.027×10-5 2.19

四结点混合模型 1.043×10-5 0.67

八结点混合模型 1.047×10-5 0.28

4.2 含I型裂纹板受拉破坏分析

考虑如图7所示含I型裂纹正方形板,模型尺寸及材料参数如下,边长为50mm,在板中间预制一条长

为10mm的裂纹,弹性模量为30GPa,ft 为2.01MPa,fc 为20.1MPa,泊松比为1/3。将正方形板划分为

两个有限元子域与一个近场动力学子域,物质点间距取为0.5mm,近场范围尺寸取δ=4Δx,有限元网格为

2mm×2mm八结点等参元,采用位移加载,每一步位移增量为1.0×10-8m。
混合模型计算得到的正方形板裂纹扩展过程如图8所示,当加载到57步时(此时位移荷载为5.7×10-7m),

预制裂纹的裂尖出现损伤;随着荷载的进一步增大,裂纹发生扩展,如图8(b)(c)所示;当加载至92步时,(此
时位移荷载为9.2×10-7m),裂纹贯穿整个正方形板,构件发生破坏。

图7 正方形板几何模型

Fig.7 Geometricmodelofsquareplate

图8 裂纹扩展示意图

Fig.8 Crackpropagationprocess
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4.3 多裂纹板受拉破坏分析

考虑如图9所示的含两条斜裂纹的正方形板,模型尺寸及材料参数如下,板的边长为50mm,初始裂纹

长度为10mm,b为10mm,弹性模量为30GPa,ft为2.01MPa,fc 为20.1MPa,泊松比为1/3。将正方形

板划分为两个有限元子域与一个近场动力学子域,物质点间距取为0.5mm,近场范围尺寸取δ=4Δx,有限

元网格为2mm×2mm的八结点等参单元,采用位移加载,每一步位移增量为1.5×10-8m。

图9 正方形板几何模型

Fig.9 Geometricmodelofsquareplate

混合模型计算得到的正方形板裂纹扩展过程如图10所示,加载到39步时(此时位移荷载为5.85×10-7m),
裂纹裂尖出现损伤;随着荷载的进一步增大,裂纹发生扩展并交汇,如图10(b)(c)所示;当加载至63步时,
(此时位移荷载为9.45×10-7m),裂纹贯穿整个正方形板,构件发生破坏。图10(e)为多维虚内键计算结

果[20]。对比可得,混合模型与虚内键计算结果基本吻合。

图10 裂纹扩展示意图

Fig.10 Crackpropagationprocess

5 结 论

PD理论通过求解积分方程模拟材料断裂破坏行为,在分析裂纹扩展等不连续问题时具有显著优势,然
而,PD理论计算效率相较FEM而言过低。为兼顾两者优势,采用近场动力学与有限元混合建模的方法,建
立了新的混合模型,该模型将研究对象划分为PD子域与FE子域,在PD子域采用近场动力学建模型,FE子

域采用等参元模型,通过杆单元连接PD物质点与等参单元结点来实现混合建模。此混合模型在求解处理静

力问题时无需引入人工阻尼,采取类似有限元的方法,对刚度集成,形成整体刚度矩阵,然后根据有限元支配

方程求解静力问题,提高了计算效率。同时在FE子域采用八结点等参元建模,提高了混合模型的计算精度。
最后,采用所建立的混合模型计算分析了悬臂梁的弹性变形和含裂纹正方形板的破坏过程,取得了较好的结

果,为断裂破坏问题的解决提供了一种新思路。

39第10期         钱 伟,等:近场动力学与有限元混合模型研究



参考文献:
[1]MurotaniK,YagawaG,ChoiJB.Adaptivefiniteelementsusinghierarchicalmeshanditsapplicationtocrackpropagation

analysis[J].ComputerMethodsinAppliedMechanicsandEngineering,2013,253:1-14.
[2]SillingSA,EptonM,WecknerO,etal.Peridynamicstatesandconstitutivemodeling[J].JournalofElasticity,2007,

88(2):151-184.
[3]SillingSA.Linearizedtheoryofperidynamicstates[J].JournalofElasticity,2010,99(1):85-111.
[4]黄丹,章青,乔丕忠,等.近场动力学方法及其应用[J].力学进展,2010,40(4):448-459.

HuangD,ZhangQ,QiaoPZ,etal.Areviewonperidynamics(PD)methodanditsapplications[J].Advancesin
Mechanics,2010,40(4):448-459.(inChinese)

[5]顾鑫,章青,黄丹.基于近场动力学方法的混凝土板侵彻问题研究[J].振动与冲击,2016,35(6):52-58.
GuX,ZhangQ,HuangD.Peridynamicsusedinsolvingpenetrationproblemofconcreteslabs[J].JournalofVibration
andShock,2016,35(6):52-58.(inChinese)

[6]郁杨天,章青,顾鑫.含单边缺口混凝土梁冲击破坏的近场动力学模拟[J].工程力学,2016,33(12):80-85.
YüY T,ZhangQ,GuX.Impactfailuresimulationofasingle-edgednotchedconcretebeambasedonperidynamics[J].
EngineeringMechanics,2016,33(12):80-85.(inChinese)

[7]沈峰,章青,顾鑫.弹丸侵彻混凝土靶板破坏过程的近场动力学模拟[J].重庆大学学报,2019,42(1):64-69.
ShenF,ZhangQ,GuX.Peridynamicsmodelingforprojectilepenetratingintoconcrete[J].JournalofChongqing
University,2019,42(1):64-69.(inChinese)

[8]沈峰,章青,黄丹,等.基于近场动力学方法的结构准静态变形的定量计算[J].重庆大学学报,2016,39(5):49-55.
ShenF,ZhangQ,HuangD,etal.Quatitativecalculationofquasi-staticdeformationofstructurebasedonperidynamics
theory[J].JournalofChongqingUniversity,2016,39(5):49-55.(inChinese)

[9]MacekR W,SillingSA.Peridynamicsviafiniteelementanalysis[J].FiniteElementsinAnalysisandDesign,2007,

43(15):1169-1178.
[10]LiuWY,HongJW.Acouplingapproachofdiscretizedperidynamicswithfiniteelementmethod[J].ComputerMethods

inAppliedMechanicsandEngineering,2012,245/246:163-175.
[11]SelesonP,BeneddineS,PrudhommeS.Aforce-basedcouplingschemeforperidynamicsandclassicalelasticity[J].

ComputationalMaterialsScience,2013,66:34-49.
[12]SelesonP,HaYD,BeneddineS.Concurrentcouplingofbond-basedperidynamicsandthenavierequationofclassical

elasticitybyblending[J].InternationalJournalforMultiscaleComputationalEngineering,2015,13(2):91-113.
[13]RenB,WuCT,AskariE.A3DdiscontinuousGalerkinfiniteelementmethodwiththebond-basedperidynamicsmodel

fordynamicbrittlefailureanalysis[J].InternationalJournalofImpactEngineering,2017,99:14-25.
[14]SillingSA.Reformulationofelasticitytheoryfordiscontinuitiesandlong-rangeforces[J].JournaloftheMechanicsand

PhysicsofSolids,2000,48(1):175-209.
[15]SillingSA,AskariE.A meshfreemethodbasedontheperidynamicmodelofsolid mechanics[J].Computers &

Structures,2005,83(17/18):1526-1535.
[16]HuangD,LuGD,WangC W,etal.Anextendedperidynamicapproachfordeformationandfractureanalysis[J].

EngineeringFractureMechanics,2015,141:196-211.
[17]HuangD,LuGD,QiaoPZ.Animprovedperidynamicapproachforquasi-staticelasticdeformationandbrittlefracture

analysis[J].InternationalJournalofMechanicalSciences,2015,94/95:111-122.
[18]郁杨天,章青,顾鑫.近场动力学与有限单元法的混合模型与隐式求解格式[J].浙江大学学报(工学版),2017,51(7):

1324-1330.
YuYT,ZhangQ,GuX.Hybridmodelofperidynamicsandfiniteelementmethodunderimplicitschemes[J].Journalof
ZhejiangUniversity(EngineeringScience),2017,51(7):1324-1330.(inChinese)

[19]章青,郁杨天,顾鑫.近场动力学与有限元的混合建模方法[J].计算力学学报,2016,33(4):441-448,450.
ZhangQ,YuYT,GuX.Hybridmodelingmethodsofperidynamicsandfiniteelementmethod[J].ChineseJournalof
ComputationalMechanics,2016,33(4):441-448,450.(inChinese)

[20]张振南,陈永泉.基于VMIB多裂纹岩石材料拉伸破坏数值模拟[J].岩土工程学报,2008,30(10):1490-1495.
ZhangZN,ChenY Q.Numericalsimulationforfracturepropagationofmulti-crackedrock materialsusingvirtual
multidimensionalinternalbonds[J].ChineseJournalofGeotechnicalEngineering,2008,30(10):1490-1495.(inChinese)

(编辑 郑 洁)

49 重 庆 大 学 学 报                   第44卷


