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摘要:为描述粘弹性材料特慢力学行为,该文给出了局部结构导数本构模型。该模型以lnα(1+
t/τ0)为结构函数,物理意义清楚,能够准确描述粘弹性材料特慢力学行为的对数律依赖现象。传

统整数阶和分形导数本构模型均不能描述粘弹性材料的特慢力学行为。目前,常用于粘弹性材料

特慢力学行为的模型是Lomnitz模型,但该模型是一个经验本构,物理意义不清楚。为比较这4类

模型在描述特慢力学行为上的差异,文章以混凝土的特慢蠕变过程为例,结合不同实验条件下的蠕

变实验数据,验证了局部结构导数模型在刻画特慢蠕变行为的可行性和有效性。此外,文章也给出

了特慢蠕变的局部结构导数Kelvin本构模型,并与上述的局部结构导数 Maxwell本构模型进行了

对比分析,给出了不同模型的适用范围。
关键词:粘弹性材料;局部结构导数;特慢力学行为;本构模型;混凝土

  中图分类号:O3 文献标志码:A 文章编号:1000-582X(2022)03-049-013

Localstructuralderivativeconstitutivemodelofultra-slow
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Abstract:Inordertodescribetheultra-slowmechanicalbehaviorsofviscoelasticmaterials,aconstitutive
modelbasedonthelocalstructuralderivativesisproposedinthispaper,inwhichlnα(1+t/τ0)isthe
structuralfunction.Thenewmodelhasclearphysicalmeaningandcanaccuratelydescribetheveryslow
mechanicalbehaviorsofviscoelasticmaterials,whichislogarithmic-lawdependent.Bothofthetraditional
integerorderandthefractalderivativeconstitutivemodelsarenotcapableofquantifyingtheultra-slow
mechanicalbehaviorsofviscoelasticmaterials.Currently,theLomnitzmodeliscommonlyusedtostudy
theultra-slow mechanicalbehaviorsofviscoelasticmaterials,butitisanempiricalmodelwithunclear
physicalmeaning.Thecreepexperimentdataofconcreteunderdifferentexperimentalconditionswere
employedtocomparethefourmodelsinanalyzingtheultra-slowmechanicalbehaviors.Thefittingresults
showthatthelocalstructuralderivativemodelisfeasibleandeffectiveindescribingultra-slowcreepofthe
concrete.Togivetheapplicablescopeofdifferentmodels,thispaperalsoprovidesthelocalstructural
derivativeKelvinmodeltodescribeultra-slowcreep,whichcomparedwiththeabovementionedlocal
structuralderivativeMaxwellconstitutivemodel.
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自然界中,除弹性固体和粘性流体之外,还有一种介于二者之间的复杂物质,即粘弹性物质。塑料、橡
胶、油漆、树脂、玻璃、陶瓷、混凝土以及金属等工业材料,岩土、土壤、沥青、石油和矿物等地质材料,肌肉、骨
骼、血液等生物材料,常同时具有弹性和粘性两种不同机理的形变,综合地体现粘性流体和弹性固体两者的

特性,称之为粘弹性材料。力学模型可以简单、直观地刻画材料的本构关系。通常假设粘弹性材料具有线性

粘弹性特征,可以利用线弹性和理想粘性的叠加来描述材料的粘弹性行为。弹性元件和粘性元件的串联或

者并联可以产生不同的效果,以此描述不同的粘弹性力学行为。由力学元件组合而成的力学模型可以同时

表现出弹性性质和粘性性质,串并联特点类比于电路元件。最基本的粘弹性模型由一个弹性元件和一个粘

性元件串联或者并联而成,这就是经典的Maxwell模型[1]和Kelvin模型[2]。传统的Maxwell和Kelvin模型

中粘性元件的应力与应变率呈线性关系,为整数阶导数模型。整数阶导数模型在经典力学、声学、热传导、扩
散、电磁学,甚至是量子力学中得到了较好的应用[3],但是物理学家和力学家也发现了越来越多的整数阶导

数模型不能很好地解释的“反常”现象,例如复杂粘弹性材料的蠕变和松弛过程。当荷载持续时间较长时,材
料的蠕变能导致内部结构的损伤,从而导致整体失稳或破坏[4]。因此,建立准确的粘弹性本构关系不仅能够

有效地控制由于研究对象形变而产生的结构损伤和破坏,而且可以指导这些粘弹性材料在实际工程中的

应用。
近年来,非整数阶导数模型是描述粘弹性本构关系的主要数学力学工具。蔡伟等[5]将分形导数应用到

粘弹性建模中,推导了分形 Maxwell和分形Kelvin模型的蠕变柔量和松弛模量,数值结果表明这些模型可

以很好地描述扩展指数律依赖的粘弹性行为。分数阶导数蠕变和松弛本构模型[6-7]是描述幂律依赖粘弹性

行为的主要方法,与分形导数相比,分数阶导数是一个积分算子,计算成本较高。分形导数模型和分数阶导

数模型描述的这些扩展指数律和幂律依赖的粘弹性力学行为,称为反常力学行为。实验表明[8],复杂粘弹性

材料的蠕变或者松弛不满足传统的指数律增长或衰减机制,也不满足扩展指数律和幂律,其力学行为为对数

律依赖,称为特慢力学行为。而分形导数模型和分数阶导数模型均不能准确描述特慢力学行为。
目前,常用于研究粘弹性材料特慢蠕变的模型是传统的Lomnitz模型[9],但是传统的Lomnitz模型只

是一个经验模型,不能通过解析推导得到相应的蠕变函数。为更好地描述粘弹性材料特慢蠕变的现象,通常

在传统整数阶导数模型的基础上添加更多的弹簧元件和牛顿粘壶,以此获得较好的拟合效果。然而,这样的

处理方式导致在本构方程中引入了更多的材料参数,也使得本构关系具有复杂的形式。另外,苏祥龙等[10]

建立了一种非局部结构导数模型,运用于描述混凝土的特慢力学行为,但是该建模方法包含积分计算,计算

成本较高。杨旭等[11]以逆 Mittag-Leffler函数为结构函数建立了局部结构粘壶,用于描述混凝土的特慢蠕

变,由于逆 Mittag-Leffler函数没有解析表达式,该模型不方便推广使用。为解决上述问题,文中将采用局部

结构导数[11]进行建模。
通过引入新的结构函数,基于传统模型对牛顿粘壶的应变率进行修正,提出了一种新的局部结构导数建

模方法,发展准确描述粘弹性材料特慢力学行为的本构模型。与现有的常用于描述复杂系统的非局部分数

阶导数相比,局部结构导数没有积分计算,为计算模拟节约了大量的计算成本。特别地,传统整数阶导数和

分形导数均是文中所提局部结构导数的特例。传统整数阶导数的结构函数是线性函数,分形导数的结构函

数是幂函数,而文中局部结构导数建模方法使用的结构函数为对数函数。
文中第一部分简要介绍了现有的传统整数阶模型和分形导数模型,并推导了局部结构导数模型,对比了

不同粘壶的本构方程;第二部分以 Maxwell本构模型为基础,介绍了传统整数阶模型和分形导数模型的蠕变

和松弛方程,推导了局部结构导数,并对比了不同模型的蠕变柔量和松弛模量;第三部分通过3组混凝土蠕

变实验数据,验证了局部结构导数模型,并与不同模型进行了对比;第四部分对文中工作进行了总结。
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1 粘弹性材料建模方法

1.1 传统整数阶模型

在传统整数阶模型中,弹性元件应力与应变呈线性关系,粘性元件应力与应变率呈线性关系[1],即

σ=Eε, (1)

σ=η
dε
dt
, (2)

图1 牛顿粘壶

Fig.1 Newtoniandashpot

式中:E 为弹性模量,η为粘性系数。这里的弹性元件由弹簧表示,粘性元件由

牛顿粘壶表示,如图1所示。
传统整数阶 Maxwell模型由弹簧和牛顿粘壶串联而成,传统整数阶

Kelvin模型由弹簧和牛顿粘壶并联而成,如图2所示。

图2 整数阶 Maxwell模型和整数阶Kelvin模型示意图

Fig.2 SchematicdiagramsofintegerorderMaxwellmodelandintegerorderKelvinmodel

在传统整数阶 Maxwell模型中,总应力与粘性元件、弹性元件各自应力相等,总应变为2部分应变之和,
由此可以得到传统整数阶 Maxwell模型所描述的本构方程[1]为

Eη
dε
dt=η

dσ
dt+Eσ。 (3)

  类似的,在Kelvin模型中,总应变与粘性元件、弹性元件各自应变相等,总应力为2部分应力之和。由此

可以得到传统整数阶Kelvin模型所描述的本构方程[1]为

η
dε
dt+Eε=σ。 (4)

1.2 分形导数模型

分形导数基于时空变换的定义[12]为:

du
dtα =lim

t'→t

u(t)-u(t')
tα -t'α

, (5)

du
dxβ =lim

x'→x

u(x)-u(x')
xβ -x'β

, (6)

图3 分形粘壶

Fig.3 Fractaldashpot

式中,α、β分别表示时间和空间上的分形导数的阶数。从定义式中可以看出,
当导数的阶数取为1时,分形导数可以退化为经典的导数。蔡伟等[5]将分形导

数应用到粘弹性建模中,用分形导数取代牛顿粘壶里的常规导数,得到一种分

形粘壶,如图3所示。
其本构关系为

σ=η
dε
dtβ
, (7)

式中,β是分形导数的阶数,代表一种分形维数。
分形粘壶与弹簧串联可得分形导数 Maxwell模型,分形粘壶与弹簧并联可得分形导数Kelvin模型,如
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图4所示。

图4 分形导数 Maxwell模型 和分形导数Kelvin模型示意图

Fig.4 SchematicdiagramsoffractalderivativeMaxwellmodelandfractalderivativeKelvinmodel

与传统整数阶模型类似,可以得到分形导数 Maxwell模型的本构方程和Kelvin模型的本构方程[13],为

Eη
dε
dtβ =η

dσ
dtβ +Eσ, (8)

η
dε
dtβ +Eε=σ, (9)

式中,β表示分形导数的阶数,0<β<1。当β=1时退化成传统整数阶模型。

1.3 局部结构导数模型

通过引入新的结构函数,提出了一种局部结构导数建模方法。
给定函数u(t),以时间为变量,其局部结构导数的定义[14]为

Su(t)
St =lim

t'→t

u(t)-u(t')
B(t)-B(t')

, (10)

式中B(t)为结构函数。特别地,当B(t)=tβ 时,局部结构导数退化为分形导数;当B(t)=t时,局部结构导

数退化为整数阶导数。
文中采用式(11)作为结构函数,构造局部结构导数本构模型为

B(t)=lnα(1+t/τ0), (11)

图5 结构粘壶

Fig.5 Structuraldashpot

式中,τ0 为对t无量纲化的处理。在局部结构导数建模方法中,用结构粘壶

(见图5)替代传统粘壶[11],即可得到对应的局部结构导数粘弹性模型。
结构粘壶的本构关系为

σ=E0
dε

dlnα(1+t/τ0)
, (12)

式中:E0 为粘性模量;α为结构导数的阶数。将结构粘壶与弹簧串联或者并

联可以得到局部结构导数 Maxwell模型和Kelvin模型,如图6所示。

图6 局部结构导数 Maxwell模型和局部结构导数Kelvin模型示意图

Fig.6 SchematicdiagramsoflocalstructuralMaxwellmodelandlocalstructuralKelvinmodel

当结构粘壶与弹簧串联时,总应力与粘性元件、弹性元件各自应力相等,总应变为两部分应变之和,即
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ε=εe +εv, (13)

σ=σe =σv, (14)
式中:下标e代表弹性元件;下标v 代表粘性元件。由此可得局部结构导数 Maxwell模型的本构方程为

E·E0
dε

dlnα(1+t/τ0)
=E0

dσ
dlnα(1+t/τ0)

+Eσ。 (15)

  当结构粘壶与弹簧并联时,总应变与粘性元件、弹性元件各自应变相等,总应力为两部分应力之和,即:

ε=εe =εv, (16)

σ=σe+σv。 (17)

  由此可以得到局部结构导数Kelvin模型所描述的本构方程为

E0
dε

dlnα(1+t/τ0)
+Eε=σ。 (18)

1.4 方法对比

表1给出了整数阶模型、分形导数模型和局部结构导数模型的对比结果。从模型的粘性元件构成来看,
分形导数粘弹性模型是用分形粘壶替代整数阶粘弹性模型中的牛顿粘壶,局部结构导数粘弹性模型则是用

结构粘壶替代牛顿粘壶。从模型的本构方程来看,当分形导数的β=1时,退化成整数阶模型。

表1 3个模型对比图

Table1 Comparisonofthreemodels

整数阶模型 分形导数模型 局部结构导数模型

粘壶

名称
牛顿粘壶 分形粘壶 结构粘壶

粘壶

图示

Maxwell
模型本构

方程

Eη
dε
dt=η

dσ
dt+Eσ Eη

dε
dtβ=η

dσ
dtβ+Eσ E·E0

dε
dlnα(1+t/τ0)

=E0
dσ

dlnα(1+t/τ0)
+Eσ

Kelvin
模型本构方程 η

dε
dt+Eε=σ η

dε
dtβ+Eε=σ E0

dε
dlnα(1+t/τ0)

+Eε=σ

阶数

取值
——— 0<β<1 α>0

表中:ε为应变,σ为应力,是实验测得参数;E 为弹性模量,η为粘性系数,E0 为粘性模量,三者都是材料

参数;α为结构导数的阶数,β 为分形导数的阶数,均可通过模型拟合实验数据获得;τ0 为对t无量纲化的

处理。

2 不同粘弹性模型下的蠕变和松弛行为

本节将根据局部结构导数本构方程推导对应的蠕变柔量和松弛模量。

2.1 局部结构导数 Maxwell模型

根据式(15)局部结构导数 Maxwell模型的本构方程,给定初始应力σ0,有

dε
dlnα(1+t/τ0)

=
σ0
E0
, (19)

同时,当t=0时,ε(t)=
σ0
E
。将式(19)两边同时积分,得到蠕变过程:
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ε(t)=
σ0
E0
lnα(1+t/τ0)+

σ0
E
, (20)

  蠕变柔量为

J=
ε(t)
σ0 =

1
E0
lnα(1+t/τ0)+

1
E
, (21)

  若在式(21)基础上,给定初始应变ε0,可得

1
E

dσ
dlnα(1+t/τ0)

+
σ
E0

=0, (22)

  将两边分离变量,得

1
σdσ=-

E
E0
dlnα(1+t/τ0), (23)

  再根据初始条件当t=0时,σ(t)=Eε0,可得松弛过程

σ(t)=ε0Eexp -
E
E0
lnα(1+t/τ0)

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (24)

  松弛模量为

G=
σ(t)
ε0 =Eexp -

E
E0
lnα(1+t/τ0)

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 (25)

  表2给出了3种不同 Maxwell模型的蠕变和松弛方程。

表2 3种不同 Maxwell模型的蠕变和松弛对比

Table2 ComparisonofcreepandrelaxationinthreedifferentMaxwellmodels

Maxwell模型 整数阶模型 分形导数模型 局部结构导数模型

蠕变 ε(t)=
σ0
η
t+

σ0
E ε(t)=

σ0
η
tβ+

σ0
E ε(t)=

σ0
E0
lnα(1+t/τ0)+

σ0
E

松弛 σ(t)=Eε0e-
E
η
t σ(t)=Eε0exp -

E
η
tβ( ) σ(t)=Eε0exp -

E
E0
lnα(1+t/τ0)( )

2.2 局部结构导数Kelvin模型

根据式(18)局部结构导数Kelvin模型的本构方程,给定初始应力σ0,有

dε
dlnα(1+t/τ0)

+
E
E0

ε=
σ0
E0

(26)

  令
E
E0
=C1,

σ0
E0
=C2,得到

dε
dlnα(1+t/τ0)

+C1ε=C2, (27)

  分离变量得

dε
C2-C1ε=dlnα(1+t/τ0), (28)

  当t=0时,ε(t)=0,由此求得C1、C2,再将两边同时积分,得到蠕变过程:

ε(t)=
σ0
E
(1-exp-

E
E0
lnα(1+t/τ0))

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (29)

  蠕变柔量为

J=
ε(t)
σ0 =

1
E
(1-exp-

E
E0
lnα(1+t/τ0))

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (30)

  若在式(18)基础上,给定初始应变ε0,可得松弛过程

σ(t)=Eε0, (31)
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  表3给出了3种不同Kelvin模型的蠕变方程。

表3 3种不同Kelvin模型的蠕变对比

Table3 ComparisonofcreepinthreedifferentKelvinmodels

Kelvin模型 整数阶模型 分形导数模型 局部结构导数模型

蠕变 ε(t)=
σ0
E 1-e-

E
η
t( ) ε(t)=

σ0
E 1-exp -

E
η
tβ( )( ) ε(t)=

σ0
E 1-exp -

E
E0
lnα(1+t/τ0)( )( )

2.3 对比和分析

根据上述松弛方程可知,Maxwell模型的松弛响应随时间增加而减小,当t较小时,松弛响应接近于弹

性体;当t趋向于无穷时,松弛响应接近于牛顿流体。此外,传统整数阶 Maxwell模型的蠕变响应表现为一

条斜直线,这说明整数阶 Maxwell模型在发生瞬时弹性的同时,产生稳定的流动,然而几乎没有材料的蠕变

曲线是这种线性形式,因此很少有学者用该模型来模拟蠕变现象。整数阶 Maxwell模型因而被称为松弛模

型,主要用来描述松弛过程。
图7给出了不同 Maxwell模型对应松弛模量的变化曲线。在下面的部分中,若没有特殊说明,参数分别

设置为:弹性模量E=10,无量纲化τ0=2,粘性模量E0=100。局部结构导数模型阶数分别取典型值α=0.5
和α=1。从图7可以看出,当t=0时,所有模型的松弛模量与弹性模量相等。短时期内4个模型差异较小,
但在长期松弛过程中,整数阶模型衰减速率最快且最早达到稳定状态;分形导数衰减速率次之,局部结构导数衰

减速率最慢。另外,局部结构导数模型阶数α=0.5的松弛过程衰减速率显著慢于阶数α=1的松弛过程。

图7 不同 Maxwell模型对应松弛模量的对比

Fig.7 ComparisonofrelaxationmodulusindifferentMaxwellmodels

在Kelvin模型中,蠕变响应随时间增加而增加,并且当t趋向于无穷时,蠕变响应接近于弹性体。然而,

Kelvin模型无法模拟应力松弛现象,因此Kelvin模型主要用来描述蠕变过程。
图8给出了不同Kelvin本构模型对应蠕变柔量的对比。与 Maxwell松弛模量对比图类似,传统整数阶

模型蠕变过程的增长速率最快,分形导数模型次之,局部结构导数模型的增长速率最慢,并且局部结构导数

模型阶数α=0.5的蠕变过程增长速率显著慢于阶数α=1的蠕变过程。
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图8 不同Kelvin模型对应蠕变柔量的对比

Fig.8 ComparisonofcreepmodulusindifferentKelvinmodels

  由模型的理论结果表明,局部结构导数对应的 Maxwell模型和Kelvin模型都能刻画粘弹性材料的较慢

的蠕变和松弛现象。图9和图10分别给出了基于局部结构导数模型不同阶数对应的蠕变和松弛曲线,α 分

别取0.1、0.3、0.6、1。结果表明,当统一其他参数时,α 取值越小,蠕变和松弛的速率越慢。α 取值越接近于

1,不同α之间的速率差异越大。α取值越小,蠕变或者松弛过程趋于稳定所需的时间越短。

图9 局部结构导数 Maxwell模型不同α的松弛模量对比图

Fig.9 ComparisonofrelaxationmodulusinlocalstructuralderivativeMaxwellmodel

withdifferentvaluesofα
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图10 局部结构导数Kelvin模型不同α的蠕变柔量对比图

Fig.10 Comparisonofcreepmodulusinlocalstructuralderivative

Kelvinmodelwithdifferentvaluesofα

3 局部结构导数模型的应用

本节将采用3组混凝土的蠕变实验数据验证局部结构导数模型描述特慢蠕变的可行性。
第一组实验数据为高强自密实混凝土的蠕变实验数据。高强自密实混凝土与普通的高强混凝土相比,

具有诸多的优点和施工优势。高强自密实混凝土不仅具有高强混凝土的优势,而且还具有自密实混凝土的

特点,是一种新型的建筑材料。自密实混凝土在施工工艺方面具有节能、环保、降噪等特点,并且可以大大节

省施工时间。文中选取文献[15]中高强自密实混凝土在16h龄期、加载30%的强度应力比条件下的实验数

据,用局部结构导数模型进行拟合分析,其结果见图11所示。

图11 传统整数阶模型、分形导数模型、局部结构导数模型和Lomnitz
模型拟合第一组混凝土蠕变实验数据的对比图

Fig.11 Fittingresultsforthefirstcreepexperimentaldatasetoftheconcretebyusingtheclassicalintegerordermodel,the

fractalderivativemodel,thelocalstructuralderivativemodelandtheLomnitzmodel

第二组实验数据为混凝土长达12a的蠕变实验数据,取自参考文献[16]。混凝土圆柱试样在房间20±
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1℃温度和50±5%相对湿度条件下,对混凝土圆柱试样进行加载,局部结构导数模型拟合结果如图12
所示。

图12 传统整数阶模型、分形导数模型、局部结构导数模型和Lomnitz模型

拟合第二组混凝土蠕变实验数据的对比图

Fig.12 Fittingresultsforthesecondcreepexperimentaldatasetoftheconcretebyusingtheclassicalinteger

ordermodel,thefractalderivativemodel,thelocalstructuralderivativemodelandtheLomnitzmodel

第三组实验数据选取文献[17]中,高性能混凝土(UHPC)在90℃(194°F)下进行热处理,并在加载时以

其拉伸强度的40%进行加载,以获得90d的蠕变实验数据。拟合结果如图13所示。图中J 是蠕变柔量,单
位为GPa-1。

图13 传统整数阶模型、分形导数模型、局部结构导数模型和Lomnitz模型拟合第三组混凝土蠕变实验数据的对比图

Fig.13 Fittingresultsforthethirdcreepexperimentaldatasetoftheconcretebyusingtheclassicalintegerordermodel,

thefractalderivativemodel,thelocalstructuralderivativemodelandtheLomnitzmodel

需要指出的是,最早应用于研究粘弹性材料特慢蠕变的模型是传统的Lomnitz模型

ε(t)=
σ
E 1+qln(1+

t
τ0
)é

ë
êê

ù

û
úú 。 (32)
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  式(32)这种对数蠕变律已被用来描述地幔的地震后变形[18]和岩石的流变学[19]。许多学者[20-23]研究了

经典的Lomnitz模型并试图对其进行修改,但是这些模型不适用于描述广义的特慢流变现象。同时,

Lomnitz模型只是一个经验模型,物理意义不明晰,无法通过解析解得到蠕变或者松弛过程的函数。
本节将同时对比基于 Maxwell本构的传统整数阶模型、分形导数模型、局部结构导数模型和Lomnitz模

型,描述上述3组混凝土实验中特慢蠕变力学行为的可行性。图11~图13分别给出了4种模型拟合3组混

凝土实验对应蠕变柔量数据的结果。
从图11~图13中的拟合结果可以看出,传统整数阶模型呈线性变化趋势,与粘弹性材料性质不符。在

实验初期,除了传统整数阶模型之外的3个模型都与实验数据吻合良好。在实验中期和末期,局部结构导数

和Lomnitz模型表现得更好。Lomnitz模型可用于描述混凝土特慢蠕变的实验数据,但是该模型是一个经

验模型,物理意义不清楚,不利于推广。与Lomnitz模型相比,局部结构导数模型在第一组和第二组实验数

据拟合结果上,均有明显的优势,特别是第一组实验数据的拟合结果。对于第三组实验数据,两者的拟合结

果相当。模型的参数通过最小二乘法确定,表4和表5分别给出了局部结构导数模型和Lomnitz模型参数

的值。

表4 局部结构导数模型的参数值

Table4 Thevaluesoftheparametersinthelocalstructuralderivativemodel

模型参数 1
E0

τ0 α 1
E

第一组实验 0.0238 5.9647 0.5311 1.68×10-9

第二组实验 0.0888 68.9504 0.3822 0.0043

第三组实验 295.4224 17.3957 0.4651 1.0463

表5 Lomnitz模型的参数值

Table5 ThevaluesoftheparametersintheLomnitzmodel

模型参数 1
E q τ0

第一组实验 0.0026 1.4665 0.0025

第二组实验 0.0161 1.2234 2.6142

第三组实验 35.3050 2.4545 1.5682

仅从局部结构导数所描述的蠕变过程来说,实验时间越长,材料的应变越大,且应变呈对数律增加。当

t=0时,其值为同等应力水平下不考虑粘性性质的材料应变大小,即为参数
σ0
E

的大小。

对3组实验数据的拟合结果分别计算拟合优度,表6给出了不同模型拟合优度的对比,整数阶模型和分

形导数模型的拟合优度较小,局部结构导数模型的拟合优度与Lomnitz模型的拟合优度接近。在第二组和

第三组实验中,局部结构导数模型的拟合优度最高。结果表明,局部结构导数模型是可行的。
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表6 不同模型的拟合优度对比

Table6 Comparisonofgoodness-of-fitindifferentmodels

拟合优度 整数阶模型 分形导数模型 局部结构导数模型 Lomnitz模型

第一组实验 0.5040 0.7396 0.8467 0.8668

第二组实验 0.4946 0.8572 0.9898 0.9828

第三组实验 0.6535 0.8540 0.9465 0.9453

4 结 论

传统的整数阶模型适用于描述指数增长的蠕变过程,分形导数模型适用于描述扩展指数增长的蠕变过

程,这两者均不能用于描述特慢蠕变的力学行为。Lomnitz模型虽然可以用于描述特慢蠕变的力学行为,但
是它只是一个经验模型,物理意义并不十分明晰。通过上述研究,文中通过引入lnα(1+t/τ0)作为结构函

数,建立的局部结构导数本构模型,能够更好地描述具有对数依赖现象的粘弹性材料特慢力学行为。通过3
组混凝土蠕变实验数据,验证了其描述特慢力学行为的可行性。与传统整数阶模型、分形导数模型和

Lomnitz模型相比,局部结构导数模型在刻画特慢蠕变力学行为方面具有明显的优势。
根据局部结构导数 Maxwell模型本构方程,可得该模型无法描述初始应变为0的蠕变过程和初始应力

为0的松弛过程。根据局部结构导数Kelvin模型本构方程,可得该模型只能描述初始应变为0的蠕变过程,
并且无法描述粘弹性材料的松弛过程。结构粘壶也可描述初始应变为0的蠕变过程。

文中主要关注的问题是粘弹性材料的特慢蠕变力学行为建模,对特慢松弛模型的验证将在今后的工作

进一步研究。其次,从数学形式的角度来说,Lomnitz模型是局部结构导数 Maxwell模型的特殊形式。局部

结构导数 Maxwell模型为 Lomnitz模型提供了明确的物理解释。因此,文中仅应用了局部结构导数

Maxwell模型,并将其与其他模型进行对比,对局部结构导数Kelvin模型的应用将在今后的工作中完善。最

后,以宏观模型和数学解析的方法描述粘弹性材料的力学行为,没有结合材料的微观结构,将在后面的研究

做进一步分析和讨论。
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