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摘要:为了对小样本疲劳试验做出指导以及寻求小样本下S-N 曲线最优拟合方法,对经典样

本信息聚集方法进行了改进。基于不同应力水平下试样疲劳寿命概率分位点的一致性,采用数据

共享与融合方法,实现不同应力水平下样本数据信息聚集应用。根据应力 疲劳寿命的线性关系,
利用改进后的样本信息聚集方法,对小样本数据中各个应力水平下的疲劳寿命均值进行参数化逐

步搜索,得到不同应力水平下疲劳寿命最优值,然后根据最小二乘法拟合出S-N 曲线。对不同应

力水平作为基准进行了S-N 曲线的疲劳特性对比分析,算例结果表明,以低应力水平为基准结合

改进后的方法拟合出的曲线与传统成组法拟合结果最大相对误差不到5%,预测出的疲劳寿命误差

范围最小。由此可见,改进后的方法提高了小样本疲劳特性分析的可靠性。
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Abstract:InordertoguidethefatiguetestofsmallsamplesandfindthebestfittingmethodofS-Ncurve
undersmallsamples,animprovedclassicalsampleinformationaggregationmethodisproposed.Basedon
theconsistencyofthefatiguelifeprobabilityquantilesofthespecimensunderdifferentstresslevels,data
sharingandfusionmethodsareadoptedtorealizetheapplicationofsampledatainformationaggregation
underdifferentstresslevels.Accordingtothelinearrelationshipbetweenstressandfatiguelife,the
improvedsampleinformationaggregationmethodisusedtoparameterizeandgraduallysearchtheaverage
fatiguelifeundereachstresslevelinthesmallsampledatatoobtaintheoptimalvalueoffatiguelifeunder
differentstresslevels.TheleastsquaresmethodisusedtofittheS-Ncurve.Thefatiguecharacteristicsof
theS-Ncurvearecomparedandanalyzedwithdifferentstresslevelsasthebenchmark.Thecomparison
andanalysisresultsshowthatthemaximumrelativeerrorofthecurvesfittedwiththeimprovedmethod



andthetraditionalgroupmethodislessthan5%,andtherangeofpredictedfatiguelifeerroristhe
smallest,whichshowsthattheimprovedmethodpromotesthereliabilityoffatigueanalysisofsmall
samples.
Keywords:smallsample;S-Ncurve;samplecongregation;fatiguelife;foundationstress

长期以来,工程上评价构件和零部件疲劳强度主要依据S-N 曲线,由于疲劳试验周期长,成本较高,根
据传统的实验方法(成组法实验)可能存在一定的试验困难,部分学者借助仿真软件,建立有限元模型对零部

件进行疲劳分析[1-3],胡建军等[4]通过威布尔分布拟合出随机疲劳载荷谱,对齿轮弯曲疲劳进行了研究,并得

到了齿轮弯曲强度的S-N 曲线。此外,基于小样本数据的统计与拟合方法也得到了广泛关注[5-9],由于疲劳

试验中得到的循环寿命离散性较大,这就对小样本疲劳试验数据的统计以及拟合方法要求更高。
傅惠民等[10-11]根据寿命破坏和剩余强度破坏率相等原理,提出一种极小子样加速寿命试验设计和可靠

性分析方法,还提出了疲劳寿命服从对数正态分布的小样本数据统计分析异方差回归的分析方法。谢里阳

等[12]基于不同应力下试样疲劳寿命对应的概率分位点不一致,提出了样本信息聚集原理的小样本数据P-S-
N 曲线拟合方法。白恩军等[13]提出了服从威布尔分布的小样本疲劳寿命试验数据统计分析与P-S-N 曲线

拟合方法。刘建忠等[14]运用贝叶斯理论提出了小样本实验数据确定疲劳寿命的可靠方法。但上述方法的

数学计算方式比较烦琐且精度及可靠性方面存在较大的改进空间,不能较好地满足实际工程应用需求。
笔者基于不同应力水平下试样疲劳寿命对应的概率分位点的一致性,采用数据共享与融合方法,把不同

应力下的疲劳寿命分别等效到基准应力水平上,将等效寿命与基准应力水平下的循环寿命混合,根据混合后

疲劳寿命与基准应力水平下疲劳寿命均值的相对误差求得各级应力水平下循环寿命的均值。同时以不同应

力水平为基准,对拟合得到的S-N 曲线进行了讨论。结合试验数据表明,以低应力下为基准结合改进后的

方法拟合出的S-N 曲线效果更好。

1 小样本下的信息聚集

1.1 疲劳寿命概率分位点一致性原理

在工程实际中,由于材料在微观组织结构分布和力学性能方面均具有不均匀性,以及加工质量对试件的

影响,即使在相同的疲劳试验条件下,各试件采集到的疲劳寿命值具有较大的分散性[15],则应力与寿命之间

不是单纯的一一对应关系,而是在不同应力水平下具有与寿命母体相同的概率分位点。根据 Miner法则定

义,构建的疲劳寿命与应力之间具有线性关系,可以看作如图1所示的一组具有存活率的应力寿命曲线簇。

图1 疲劳寿命概率分位点一致性原理图

Fig.1 Schematicdiagramofconsistencyoffatiguelifeprobabilityquantile

如图1所示,M 和N 点分别为可靠度为50%时S-N 曲线在应力水平σj 和σk 处两点,两者的存活率表
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达式如式(1)所示。
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  根据寿命概率分位点一致原理,任意一条S-N 曲线为同一存活率下不同应力下对应的不同循环寿命,

M 和N 点的存活率相同,有p(N<Nj)=p(N<Nk)。因此,概率分位点一致性的表达形式如式(2)所示。

nj,r -μj

σj
=
nk,i-μk

σk
, (2)

式中:nj,r为第j级应力水平下的疲劳寿命;nk,i为第k级应力水平下的疲劳寿命;σj 和σk 分别为j级和k 级

应力水平下疲劳寿命的标准差。

1.2 样本信息聚集原理

信息聚集原理就是把各个小样本数据通过等效关系聚集成一个大样本,根据概率分位点一致性原理,把

各级应力上的疲劳寿命向某一级应力进行等效,在该应力级上就可获得较多的疲劳寿命数据。根据式(1),

将第k级应力水平下的疲劳寿命等效到第j级应力下,结果如式(3)所示。具体等效过程如图2所示。

ne
j,r = nj,r -μk( )

σj

σk
+μj, (3)

图2 等效寿命转换原理图

Fig.2 Schematicdiagramofequivalentlifeconversion

  该方法可以实现不同应力水平下疲劳寿命数据之间的相互转化,将小样本数据等效转换融合为“当量大

样本”数据,形成样本聚集和信息融合效应[12]。对小样本数据进行寿命分布参数估计时,既提高了样本数据

的使用效率,也提高了分布参数的估计精度。

2 基于样本信息聚集方法的改进

谢里阳等[12]提出的样本信息聚集原理结合摄动搜索寻优技术,对于小子样数据而言具有较强的实用

性,能够得到较为理想的疲劳P-S-N 曲线,但在精度与可靠性等方面可以进一步改进。由于疲劳寿命数据

的离散性较大,各级应力下疲劳寿命的均值偏差较大,而该方法中均值作为已知参数参与样本信息的聚集,

难以确保疲劳S-N 曲线的精确性。经典的样本信息聚集方法中,都是默认以高应力水平为基准,没有讨论

以哪一级应力水平为基准拟合出的S-N 曲线更精确。

传统成组法通过疲劳试验获取材料的S-N 曲线,一般至少选取4级应力水平,每一级应力水平下至少

进行10个数目的疲劳试样。对于小样本情况,笔者对经典样本集聚方法进行了改进,利用应力 循环寿命的
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线性关系,估计各个应力水平下的疲劳寿命均值。采用疲劳寿命概率分位点一致性结合信息聚集原理,进行

不同应力水平下疲劳寿命数据的等效,可将各个小样本数据等效聚集为大样本数据进行分析。把不同应力

水平下的小样本疲劳试验数据向基准应力水平下进行等效,等效后可以得到大样本疲劳寿命数据,并由此拟

合出高精度的S-N 曲线方程。根据混合后循环寿命与基准应力水平下循环寿命均值的相对误差搜寻各级

应力水平下疲劳寿命的均值。具体过程如下:

1)选择4级应力水平进行疲劳寿命试验,选取一基准应力水平下进行大样本试验,做10个疲劳试样,记

录各试样得到的疲劳寿命nj,r r=1~10( )。其他3级应力水平下进行小样本试验,各做5个(或3个)疲劳试

验,并记录各个试验的疲劳寿命nk,ii=1~5( )。

2)对选择的4级应力水平下对数疲劳寿命的标准差按式(4)进行估计,结果分别为:σ̂1,σ̂2,σ̂3 与σ̂4。按

式(5)估计基准载荷下疲劳寿命的均值μ̂j。

σ̂j =

mj

i=1
nj,r -μ̂j( ) 2

mj -1
, (4)

μ̂j =
1
mj

mj

i=1
nj,r, (5)

式中mj 与mk 分别为第j级与第k级应力水平下的试样数。

3)由式(6)中第sj 级应力及该应力水平下的循环寿命试验数据为基准可以估计得到其他应力水平下疲

劳寿命的均值,即

μk =μj +ki(sj -sk)。 (6)

  4)把上面计算得到的疲劳寿命均值以及标准差代入式(7),将sk 级应力水平下疲劳寿命数据向sj 基准

应力水平下进行转换,可以得到5个等效疲劳寿命。将每一级应力水平等效后的疲劳寿命数据与基准应力

水平下的疲劳寿命进行混合,分别可以得到15个疲劳寿命数据,计算出混合后的疲劳寿命均值μ'j。

n'k,i=
nk,i-μk( )σj

σk
+μj。 (7)

  5)由应力与疲劳寿命之间的线性关系等式(6)可知,为了合理地进行等效,笔者通过逐步搜索的方法确

定ki 值。具体方法为,令初值ki=0,ki=ki+Δm,步长Δm=0.0001,根据每一个ki 值计算出混合循环寿

命μ'j,当μ'j值与第sj 级应力水平下的均值μ̂j 满足式(8)时,就确定了满足要求的ki。因此就可以根据式(6)

计算出各个应力水平下的疲劳寿命均值,最后根据最小二乘法拟合出S-N 曲线。

μ'j -μj

μj
<0.0001。 (8)

  基于该改进方法,当以高应力水平为基准时,其S-N曲线的拟合方法如下:

1)根据式(4)与式(5)分别计算出第1级应力水平下疲劳寿命均值μ1 与各个应力水平下疲劳寿命的标

准差σ̂1 m=1~4( );根据式(6)估算出其他应力水平下的疲劳寿命均值μk(k=2~4)。

2)由式(6)将第2,3,4级应力下的疲劳寿命等效到第1级应力水平上,以第2级应力为例,根据式(9)将

第2级应力水平下的疲劳寿命等效到第1级应力水平下,得到的等效疲劳寿命为n'2,1,n'2,2,n'2,3,n'2,4,n'2,5。

同理可以得到第3,4级应力水平下等效寿命分别为n'3,i与n'4,i。

3)将第2,3,4级应力水平等效后的疲劳寿命分别与第1级应力水平下的疲劳寿命进行混合,然后计算

出混合后疲劳寿命的均值μ'k;计算混合后疲劳寿命均值μ'k与第1级应力下的疲劳寿命均值μ1 的相对误差,

并根据式(10)搜寻到满足要求的ki 值。

因此,根据搜索可以得到3个不同应力水平下的ki 值,代入式(6)可以估计得到第2,3,4级应力水平下

循环寿命均值μ2,μ3,μ4;最后由最小二乘法对每级应力及该应力水平下的疲劳寿命均值进行拟合得到S-N
曲线。
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n'2,i=
n2,i-μ2( )σ1

σ2 +μ1, (9)

μ'k -μ1

μ1
<0.0001。 (10)

  改进后样本聚集方法的具体步骤如图3流程图所示。

图3 疲劳特性曲线拟合流程图

Fig.3 Fatiguecharacteristiccurvefittingflowchart

3 案例分析

为验证改进后样本信息聚集方法的有效性和可靠性,利用文献[16]提供的齿轮弯曲疲劳寿命数据

(如表1所示)进行拟合分析,并与传统方法拟合出的结果进行对比。从表1中的数据可以看出,同一级应力

水平下的疲劳寿命离散性较大,因此,对该实验数据中应力与疲劳寿命分别取对数进行分析。

表1 各级应力水平下齿轮弯曲疲劳寿命数据

Table1 Gearbendingfatiguelifedataundervariousstresslevels

序号
不同应力水平下循环寿命次数

1257MPa 1083MPa 967MPa 909MPa

1 5705 18798 43964 83719

2 7100 23482 73853 92539

3 8582 27268 74499 103451
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续表1

序号
不同应力水平下循环寿命次数

1257MPa 1083MPa 967MPa 909MPa

4 9061 27881 74923 108996

5 9372 32298 80281 112025

6 9660 32396 99169 135153

7 10206 33649 100381 137748

8 10639 35706 110762 141758

9 10831 37262 112958 152200

10 12705 38018 122373 184410

为了使小样本数据拟合出的S-N 曲线与完全样本下拟合效果更为接近,笔者对不同应力水平为基准拟

合出的S-N 曲线进行了对比。分别以高应力(第1级应力)水平、低应力(第4级应力)水平以及中间级应力

(第3级应力)水平为基准,进行S-N 曲线拟合对比分析,验证提出方法的可行性以及寻求小样本数据下最

为合理的拟合方法。

3.1 小样本数据拟合结果分析

根据表1中的齿轮弯曲疲劳寿命数据,在基准应力水平下选取完全疲劳寿命(10个数据),其他应力水平

下随机选取5个疲劳寿命数据,随机选取3组数据。拟合得到的S-N 曲线如图4~6所示。
图4为以高应力水平为基准,根据改进后的样本信息聚集方法、传统成组法以及经典样本信息聚集方

法,对随机选取的3组数据分别拟合出S-N 曲线。从图中可以看出,相对于经典样本聚集方法,改进后的

样本信息聚集方法拟合出的S-N 曲线与传统成组法更为接近。改进后的方法拟合出的曲线与传统成组

法在斜率上的相对误差分别为0.410%,4.300%,2.050%,截距上的相对误差分别为0.017%,0.620%,

0.620%。

图4 以第1级应力水平为基准的S-N 曲线拟合

Fig.4 S-Ncurvefittingbasedonthefirst-levelstresslevel

图5为以低应力水平为基准,对随机选取的3组数据分别拟合出S-N 曲线。通过与传统成组法拟合

结果进行对比可以看出改进后的方法拟合效果要优于经典样本聚集方法,与传统成组法拟合出的S-N 曲

线在斜率上的相对误差分别为0.410%,1.310%,4.840%,截距上的相对误差分别为0.078%,0.300%,

0.800%。
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图5 以第4级应力水平为基准的S-N 曲线拟合

Fig.5 S-Ncurvefittingbasedonthefourth-levelstresslevel

  图6为以中间应力水平为基准,对随机选取的3组数据分别拟合出S-N 曲线。通过与传统方法拟合结

果进行对比可以看出改进后的方法拟合效果要优于样本聚集方法,与传统方法拟合出的S-N 曲线在斜率上

的相对误差分别为0.082%,0.900%,2.700%,截距上的相对误差分别为0.086%,0.089%,0.480%。

图6 以第3级应力水平为基准的S-N 曲线拟合

Fig.6 S-Ncurvefittingbasedonthethird-levelstresslevel

根据图3~5中S-N 曲线的拟合结果可以看出,无论以哪一级应力水平作为基准,相对于经典样本聚集

方法,改进后的样本信息聚集方法拟合出的S-N 曲线都更加接近传统成组法,且拟合出的S-N 曲线的斜率

和截距与传统方法的相对误差较小。因此,证明了笔者提出的方法对小样本疲劳数据拟合S-N 曲线的可行

性,并且提高了曲线的拟合精度。

3.2 不同基准载荷下疲劳特性对比分析

为了探究以哪一级应力水平作为基准能提高小样本数据拟合S-N 曲线的精确性,根据改进后的样本信

息聚集方法,以不同应力水平作为基准随机抽取8组数据进行S-N 曲线拟合。由拟合得到的曲线,在应力

599~1316MPa范围内从低到高随机选取8个应力值进行疲劳寿命预测,其结果作为预测疲劳寿命。由传

统成组法预测出的疲劳寿命作为理论疲劳寿命,对预测出的疲劳寿命进行整理,做出了该应力区间范围内疲

劳寿命分布区间,如图7所示。
根据图7(a)可以发现,以高应力水平为基准预测得到的疲劳寿命相对于理论疲劳寿命,最大波动范围为

(-0.1197,0.1063);从图7(b)可以看出,以低应力水平为基准时预测出疲劳寿命相对于理论疲劳寿命,最
大波动范围为(-0.0761,0.0828);以中间应力水平为基准时,如图7(c)所示,预测出的疲劳寿命相对于理

论疲劳寿命的波动范围为(-0.1125,0.0315)。3种不同基准下,预测得到的疲劳寿命与理论疲劳寿命误差

绝对值的范围分别为:(0.0000,0.1197),(0.0000,0.0828),(0.0000,0.1125)。
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图7 预测疲劳寿命分布区间

Fig.7 Predictedfatiguelifedistributioninterval

  根据上述计算结果可以发现,以高应力水平为基准预测出的疲劳寿命相对于理论疲劳寿命波动范围最

大。以中间应力水平和低应力水平为基准预测得到的疲劳寿命相对于理论疲劳寿命误差最小。其中,以低

应力水平为基准预测出的疲劳寿命与理论疲劳寿命误差绝对值的范围最小,且均匀分布在理论疲劳寿命线

左右。以中间应力水平为基准预测出的疲劳寿命,整体上要低于理论疲劳寿命,根据该方法预测得到的疲劳

寿命值偏于保守。根据构件的疲劳特性[17],当以高应力水平为基准时,由于低应力水平下的试验数据较少,
在等效过程中会忽略疲劳寿命数据的离散性,使得在预测疲劳寿命时会产生较大的误差。而当以低应力水

平为基准,可以考虑到其他应力水平下疲劳寿命数据向低应力水平等效时的离散性,因而可以较好地保证预

测疲劳寿命的精度。因此,以低应力水平为基准对于小样本数据采用样本信息聚集原理拟合得到的

S-N 曲线效果更好。
在进行疲劳试验时,需要对S-N 曲线的拟合精度和成本进行综合考虑,以低应力水平为基准时,应力水

平过低,试件可能会产生无限寿命,导致试验过长,造成时间和资源的浪费,为提高实验效率,应选接近且不

小于构件的极限疲劳强度作为最低加载载荷。

4 结 论

1)笔者根据样本聚集原理对疲劳失效轨迹线进行了拓展,使其可进行定量化分析。并以此原理为基础,
结合寿命概率分位点一致原理,对样本信息聚集方法进行了改进,提出了一种基于小样本数据拟合S-N 曲

线的方法。

2)笔者利用齿轮弯曲疲劳寿命数据对改进后的方法进行了验证,在与传统成组法拟合得到的曲线进行

了对比之后,发现改进后的方法拟合出的S-N 曲线要比经典样本聚集方法效果好,拟合精度得到了提高。

3)根据改进后的小样本拟合S-N 曲线方法,对不同应力水平为基准进行了研究,发现以低应力水平为

基准拟合的S-N 曲线预测得到的寿命与传统成组法相比误差范围最小。所以,以低应力水平为基准结合改

进后的小样本拟合方法拟合出的S-N 曲线效果更好。
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